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I. 

lieber  die  Mittelpunkte  der  geometri- 
schen Gebilde. 

Ion 

Herrn  Dr.  Anton  Müller^ 

ord.  Professor  der  Math,  an  der  Universität  in  Zürich. 


% • \ ♦ j 

Die  Geometrie  überhaupt,  die  höhere  wie  die  elementare,  ent- 
hält manche  Sätze,  welche  als  völlig  isolirt  dastehen,  im  Gegen- 
sätze zu  vielen  Sätzen,  deren  nähere  oder  entferntere  Verwand- 
schaft mit  anderen  nachgewiesen  wird.  So  wird  z.  B.  gezeigt, 
dass  einem  Dreiecke  ABC  drei  Punkte  PQR  zukommen,  von 
denen  jeder  der  gemeinsame  Durchschnitt  dreier  Linien  ist,  und 
0 welche  mit  einanaer  in  einer  geraden  Linie  liegen:  die  drei  Linien, 
welche  aus  den  Eckpunkten  ABC  nach  den  Mitten  der  Seiten 
gehen,  schneiden  einander  in  einem  Punkte  P;  und  drei  zu  den  Seiten 
senkrechte  Linien  haben  einen  Punkt  Q mit  einander  gemein, 
wenn  sie  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen,  aber  einen  Punkt 
R,  wenn  sie  durch  die  Eckpunkte  gehen.  Dass  bei  Vierecken, 
Fünfecken  u.  s.  w.  Analoges  sich  finden  lasse,  ist  ausser  Zwei- 
fel; gleichwohl  geben  die  Lehrbücher  darüber  nicht  Aufschluss. 
Aehnliches  gilt  von  anderen  Eigenschaften.  Ein  solches  lsolirt- 
sein  einer  Einzelnheit  ist  immer  ein  Zeichen,  dass  man  nicht  alle 
Seiten  kennt,  und  namentlich  jene  nicht,  welche  den  Weg  zur 
Auffindung  des  Ganzen,  dem  aas' Einzelne  angehört,  zu  zeigen 
geeignet  sind.  Hierin  lag  zu  allen  Zeiten  ein  mächtiger  Söorn 
zur  vielseitigen  Betrachtung  einer  Sache,  um  auf  diesem  Wege 
die  Einsicht  (in  das  Ganze  zu  erlangen.  Es  sind  indess  vielfach 
alle  Bemühungen  vergeblich;  nicht  selten  aber  bleibt  auch  eine 
Sache  ohne  Beachtung*  weil  man  von  dem  Werthe  derselben 
keine  Ahnung  hat,  während  die  Auffindung  des  Ganzen,  dem  die 
Sache  ange^ört,  zu  den  minder  schwierigen  Aufgaben  zu  zählen 

Theil  XVI. 
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ist.  In  letzterer  Beziehung  bietet  der  Punkt  P eines  Dreieckes 
ABC , in  welchem  die  drei , aus  den  Eckpunkten  nach  den  Mitten 
der  Seiten  gehenden  Linien  einander  durchschneiden,  ein  merk- 
würdiges Beispiel,  dessen  nähere  Beleuchtung  einiges  Interesse 
gewähren  dürfte. 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fm.  1.)  von  den  Seiten  eines  Dreieckes 
ABC  jede  in  drei  gleiche  Theile  theilt,  und  von  den  Theilungs- 
punkten  mnp..  jedes  Paar,  das  einer  Seite  zunächst  liegt,  durch 
eine  gerade  Linie  verbindet,  so  erhält  man  drei  Linien  mq,  nr , 
ps;  jede  derselben  ist  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  parallel,  und 
je  zwei  von  ihnen  halbiren  einander;  folglich  gehen  alle  drei  durch 
einen  Punkt  P. 

Dieser  Punkt  P ist  eben  derselbe,  in  welchem  die  aus  den 
Eckpunkten  nach  den  Mitten  der  Seiten  gehenden  Linien  einan- 
der durchschneiden:  denn  eine  durch  A und  P gelegte  Linie  muss 
die  Seite  BC  halbiren.  Wir  haben  somit  eine  Bestimmung  des 
Punktes  P unabhängig  von  den  durch  die  Eckpunkte  gelegten 
Linien. 


Betrachten  wir  nun  (Taf.  I.  Fig.  2.)  den  Punkt  P als  auf 
die  erwähnte  Weise  bestimmt,  und  le§en  durch  denselben  die 
Linien  Aa  und  Bb,  und  ausser  diesen  noch  eine  dritte  Linie 
MO , welche  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht.  Diese  drei  Linien 
Aa , Bb , MO  haben  das  mit  einander  gemein,  dass  jede  durch 
P geht,  und  alle  drei  Seiten  durchscbneidet.  Nun  bestehen,  dem 
Vorhergehenden  zufolge,  zwischen  den  von  P ab  gezählten  Seg- 
menten der  Linien  Aa  und  Bb  die  bekannten  Sätze 


PA=z2.Pa,  PB=z2.Pb; 
mithin  auch  die  Sätze 

1 _ 2 _ 1 2 J 

. Pa~  PA  UDd  Pb  ~ PB  ’ f 

es  fragt  sich  also : welcher  Zusammenhang  besteht  zwischen  den 
Segmenten  PM,  PN  und  PO  der  dritten  Linie  MO ? 

Die  Antwort  liegt  in  dem  Satze  j 

P M = 7>i\  + P7j  ’ 

dessen  Richtigkeit  auf  folgende  Weise  dargethan  wird. 

Man  betrachte  AB  und  AC  als  Transversalen  des  Dreieckes 
POa , so  hat  man  die  Sätze 

PAmB.  OM=  PM.aA . OB , 

PA  mCL  ON=  PN.aA.  O C; 

mithin,  weil  aA=3.Pa,  PAz=2.Pa,  und  2.a/?=2.$  £~BC  ist, 
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• OM  3. OB 

FIl~  BC  ’ 

OB  S.OC 
PB~  BÜ  ' 

Hierin  führe  man  ein:  • , . 

i . , • • 

OM^PO  + PM, 

\ 

OIS=PO~PN, 

OB=zOC+BC 

und  subtrahire  dann  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  so  er- 
giebt  sich 

PO  PO 

PM~~PN~1' 

daher  ist 

i L . 1_ 

FS  PN ' PO’  . . . . 

was  bewiesen  werden  sollte. 

Durch  den  Satz  (<*)  ist  eine  erweiterte  Bedeutung  des  Punk* 
tes  P gewonnen:  es  ist  ein  Gesetz  ausgedrückt,  das  für  die 
Segmente  einer  jeden  durch  P gelegten  geraden  Linie  gilt.  Im 
besonderen  Falle,  wenn  eine  durch  P gelegte  Linie  zugleich  durch 
einen  Eckpunkt  geht,  vrerden  zwei  Segmente  gleich  gross»,  und 
wenn  die  Linie  zu  einer  Seite  parallel  ist,  so  wird  ein  Segment 
= oo,  und  die  beiden  anderen  sind  gleich  gross. 

Ehe  ich  die  gefundene  Bedeutung  des  Punktes  P benutze, 
um  einen  Schritt  weiter  zu  thun,  werde  ich  den  analogen  Punkt 
betrachten,  der  einem  Tetraeder  zukommt 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fig.  3.)  von  den  Kanten  eines  Tetrae- 
ders ABCD  eine  jede  in  vier  gleiche  Theile  theilt,  und  jede  Ter-  . 
nion  der  T heilungspunkte,  welche  einer  Seitenfläche  zunächst 
liegt,  durch  gerade  Linien  verbindet,  so  erhält  man  zwölf  Linien, 
und  durch  diese  zugleich  vier  Ebenen  abc,  a'c'd',  a"d"b",  b'"c"'dM. 
Jede  der  zwölf  Verbindungslinien  ist  zu  einer  Kante  parallel; 
daher  durchschneiden  diese  Linien  einander  in  solchen  Funkten 
m n p #7 .... , wodurch  jede  einzelne  derselben  in  drei  gleiche 
Theile  getheilt  wird.  Weil  jede  der  Ebenen  abc , a'c'd', ....  zu 
einer  Seitenfläche  parallel  ist,  so  ist  jede,  zweien  dieser  Ebenen 
gemeinsame  Linie  zu  einer  Kaute  parallel.  Die  sechs  Durch- 
schnittslinien  der  Ebenen  abc ,....  geben  aber  durch  die  Punkte 

mn daher  müssen  jede  zwei  derselben  einander  halbiren. 

Hieraus  aber  folgt,  dass  die  sechs  Linien  mm',  nri,  pp‘,.~.  durch 
einen  einzigen  Punkt  P gehen. 
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Legt  man  durch  den  so  bestimmten  Punkt  P und  durch  den 
Eckpunkt  A eine  gerade  Linie  AP,  so  muss  diese  der  gegen- 
überliegenden Seitenfläche  BCD  in  einem  Punkte  P begegnen, 
dem  vermöge  seiner  Lage  in  dem  Dreiecke  BCD  die  in  (a)  be- 
zeichnete  Eigenschaft  zukommt.  Werden  nämlich  von  A aus  durch 
p und  p ' die  Linien  AQ  und  AR  gezogen,  und  zugleich  Q in  BC 
und  R in  CD  mit  einander  verbunden,  so  ist  die  neue  Linie  QR 
zu  pp ' parallel,  mithin  P die  Mitte  von  QR;  zugleich  ist  BQ 
von  BC,  und  DR  von  DC  der  dritte  Theil,  also  QR  zu  BQ 
parallel;  folglich  hat  P die  erwähnte  Lage.  Endlich  ist  PA 
=4 PP,  und  PA=&PP,  oder 

1 _ 3 
PP~  PA' 

. * 
i 

Man  lege  nun  (Taf.  I.  Fig.  4.)  durch  P eine  gerade  Linie 
LPO,  welche  zwar  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht,  aber  den- 
noch mit  jeder  Seitenfläche  einen  Punkt  gemein  hat.  Diese  Linie 
liegt  mit  APP ' in  einer  Ebene,  welche  ebenfalls  jede  Seitenfläche 
durchschneidet.  Es  seien  AM',  AIS',  AQ',  LO'  die  Durchschnitts- 
linien der  Seitenflächen  und  der  erwähnten  Ebene,  und  demge- 
mäss LMN  O die  Punkte,  welche  die  Linie  LPO  mit  den  Seiten- 
flächen gemein  hat.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man,  weil 
AM',  AN',  AO‘  Transversalen  des  Dreieckes  LPP  sind,  die 
Sätze 

* t 

PA.LM.P'M'—PM.LM'.P'A , 

PA.LN.PN  = PN.LN.PA, 
PA.LO.PO'=zPO.LO.PA. 

Weil  nun  PA  — 3. PP,  und  PA—4.PP  ist,  so  folgt  hieraus: 

3 .LM  \.LM' 

PM  — PM'  9 

' 

Z.LN 4.  LN' 

PN  — P'N ' 9 

3. LO  A.LO ' 

PO  — PO'  ’ 

Hierin  führe  man  ein : 

LM—PL—PM;  LM'—PL — PM* 

LN=PL  — PN;  LN'=PL  — PN', 

t ■ , 

LO=PL  + PO;  L0‘-P’L  + P'0‘ 

% * * * > ’ * 

und  subtrahire  dann  die  Summe  der  ersten  und  zweiten  Gleichung 
von  der  dritten,  so  entspringt 
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**L(p0  PM  Pjy)—iPL(pö' 

Dem  Gesetze  (a)  zufolge  ist  aber 


— PM ~ PN-)  + 3 


folglich  auch 


-h- !_+  _L 

PO  ~ PM ,+  PN’’ 


1 — 1 1 x 1 

PO~  PL + PM+  PN' 


(ß) 


Dieser  Satz  giebt  den  Zusammenhang  der  Segmente  PL,  PM, 
PN  und  PO  an. 

Bei  der  Annahme  der  Linie  LPO  ist  überhaupt  eine  Richtung 

gewählt,  bei  welcher  die  Punkte,  in  denen  die  Linie  LPO  den 
eitenfläcben  begegnet,  von  einander  verschieden  sind;  indess 
ist  die  Richtung  von  LPO  doch  eine  solche,  dass  auf  der  einen 
Seite  von  P der  Punkt  O allein  ist,  während  auf  der  anderen 
Seite  die  drei  Punkte  L M N liegen.  Im  Gegensätze  zu  dieser 
Richtung  der  Linie  LPO  steht  eine  audere  (Taf.  I.  Fig.  5.),  bei 
welcher  die  Puukte  LMNO  paarweise  vertheilt  sind,  auf  der 
einen  Seite  von  P die  Punkte  L und  M,  auf  der  anderen  aber 
N und  O liegen.  Man  hat  übrigens  in  diesem  wie  im  vorher- 
gehenden Falle  die  Sätze 

3.LM  X.LM 
PM  ~ PM  9 


Z.LN  i.LN 
PN  — PN  9 

3 .LO  A.LO\ 

PO  “ PO'  9 

und  hieraus  erhält  man , wenn  man  die  Werthe 


LM=  PL-PM;  LM'—  PL- PM' , 

LN=PL  + PN;LN'  = PL+PN, 

LO=PL  + PG;LO'=P'Z,+  P'Ö' 

einführt,  und  dann  die  erste  Gleichung  von  der  Summe  der  zwei- 
ten und  dritten  subtrahirt,  die  Gleichung: 


3 .PL 


u 


PN  + PO 


Pm)  - 4 PL  (pN'+PO‘—p  Af)  + 3 


Nach  (a)  ist  aber 
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1 , 1 _ 1 

P‘]S‘  + WU~  ~FM'  ’ 


folglich  wird 


i , j i , i 

PN+  PO~ PL  + PI «f  ‘ 


w 


Die  Sätze  (ß)  und  (y)  sind  zwar  verschieden,  wie  die  Fälle, 
auf  welche  sie  Bezug  haben.  Bringen  wir  aber  diese  Gleichungen 
auf  die  Form 

i 

0=  Fl  + PÄF+  PN+  ~PÖ’ 

I . 1.1  . 1 

°~  PL  + PM  + -PN+  -PO' 


so  fallt  in  die  Augen,  dass  jeder  von  den  Sätzen  (ß)  und  (y)  nur 
eine  spezielle  Anwendung  eines  allgemeinen  Satzes  ist,  der  also 
lautet:  einem  Tetraeder  kommt  ein  Punkt  P von  solcher  Lage  zu, 
dass  in  einer  durch  P gelegten  geraden  Linie,  welche  in  den 
Punkten  LM  N O den  Seitenflächen  begegnet,  die  von  P ab  ge- 
zählten Segmente  PL , PM in  der  durch  die  Gleichung 

n-  1 i 1 , J_  . J_ 

u~ />E+  PM  + PN + PO 

bezeichneten  Weise  Zusammenhängen. 

ln  gleicher  Weise  kann  man  in  Bezug  auf  die  Segmente  einer 
geraden  Linie , welche  durch  den  Punkt  P eines  Dreieckes  gelegt 
ist,  und  in  den  Punkten  M N O die  Seiten  durchscbneidet,  den 
Satz  aufstellen : 

0=  i4  + Pö- 


Nachdem  die  eigentliche  Bedeutung  des,  einem  Tetraeder 
angehürigen  Punktes  P nachgewiesen  worden,  ist  es  leicht,  den 
Beweis  zu  liefern , dass  einem  Vierecke , oder  besser  ausgedruckt, 
einem  Aggregate  von  vier  geraden  Linien,  die  in  einer  Ebene 
liegen,  ein  solcher  Punkt  P zukomme,  wie  dem  Dreiecke.  Man 
nehme  an,  es  sei  der  einem  Tetraeder  Aß  CD  zukommende  Punkt 
P bestimmt,  und  es  seien  durch  P zwei  gerade  Linien  gelegt, 
von  denen  die  eine  in  den  Punkten  LMNQ , die  andere  in  den 
Punkten  L'  M'N1  O'  die  Seitenflächen  durchdringt.  Diese  geraden 
Linien  LPO  und  L'PO‘  liegen  in  einer  Ebene  E,  und  bestim- 
men daher  in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  vier  solche  gerade 
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Linien  Lll , MM',.... , welche  ein  ebenes  Aggregat  constituiren. 
Man  nehme  weiter  an,  in  der  Ebene  E seien  durch  Pnoch  andere 
gerade  Linien  gelegt,  welche  in  den  Punkten  L"  M,,JNtt  O",  u.  s.  w. 
aie  Seitenflächen  aurchschneiden.  In  sofern  die  Punkte  LMNO„ 
in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  liegen,  hat  man  die  Sätze: 


PL+  PM  + PN  + PO’ 

„ i . i . i i 
U— PL1  + PM'  + PN1  + PO ' ’ 

0=  pjl,  +-/J Jjjü  + pjfii  + Ply.’ 


u.  s.  w. 

Nun  geboren  raber  die  Punkte  LM auch  dem  Aggregate 

der  vier  Linien  LL',  MM an;  es  hat  also  der  Punkt  P in  dem 
Aggregate  eine  solche  Lage,  dass  zwischen  den  Segmenten  irgend 
einer  geraden  Linie,  weiche  in  dem  Aggregate  durch  den  Punkt 
P gelegt  ist,  der  in  den  vorstehenden  Gleichungen  bezeichnete 
Zusammenhang  besteht. 

Hiermit  ist  die  Beschränkung  auf  Dreieck  und  Tetraeder  be- 
seitigt, und  das  Bestehen  eines  allgemeinen  Gesetzes  angedeu- 
tet, das  sich  ungefähr  so  ausdrücken  lässt:  in  einem  Aggregate 
von  w geraden,  in  einer  Ebene  liegenden  Linien,  und  auch  in 
einem  Aggregate  von  n Ebenen  giebt  es  einen  Punkt  P von  sol- 
cher Lage,  dass  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  P geht, 
und  in  den  Punkten  Al%  A2....An  die  Bestandtheile  des  Aggrega- 
tes durchschneidet.  die  von  P ab  gezählten  Segmente  PA^PA},.. 
in  einem  durch  die  Gleichung 

Ä 1.1.  .1 

ü~^PAl  + PA„  + + PA„ 

» 

bezeichnten  Zusammenhänge  stehen,  und  dass  diese  Relation 
in  Bezug  auf  die'  Richtung  der  geraden  Linie  an  keine  Bedingung 
geknüpft  ist. 

In  diesem  allgemeinen  Satze  ist,  in  so  fern  man  dessen  Gel- 
tung im  Voraus  zugiebt,  die  dem  Punkte  P beigelegte  Eigen- 
schaft rücksichtlich  der  Segmente  einer  durch  P gehenden  gera- 
den Linie  ganz  unzweifelhaft;  dagegen  bleibt  unbestimmt,  obein 
Aggregat  nur  einen  einzigen  Punkt  P,  oder  aber  mehrere  solche 
Punkte  haben  könne;  und  eben  so  ist  ungewiss,  ob  das  Vorkom- 
men solcher  Punkte  P unbedingt,  oder  durch  die  Beschaffenheit 
der  Aggregate  bedingt  ist. 

Lässt  man  diese  Fragen  vorläufig  bei  Seite,  und  sieht  ledig- 
lich auf  die  dem  Punkte  P beigelegte  Eigenschaft,  so  kann  die 
Bemerkung  • nicht  entgehen , dass  in  der  Angabe  derselben  gar 
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nichts  liegt,  was  eine  Beschränkung  auf  Aggregate  von  geraden 
Linien  und  auf  Aggregate  von  Ebenen  als  nothwendig  Gezeich- 
nete; es  ist  im  Gegentneile  unverkennbar,  dass  ein  solcher  Punkt 
P vermöge  der,  seiner  Lage  zukommenden  Eigenschaft  ganz 
wohl  einer  krummen  Linie,  und  auch  einem  Aggregate  von  (gera- 
den oder  krummen)  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  angehören 
kann,  und  dass  das  Gleiche  auf  Flächen  und  auf  Aggregate  von 
Flächen  Anwendung  findet. 

Diese  Betrachtungen  führen  zwar  nicht  zur  Gewissheit,  ge- 
währen aber  die  Einsicht,  dass  man  bei  der  Frage  nach  dem 
Vorkommen  der  Punkte  P es  mit  einer  Eigenschaft  zu  thun  hat, 
welche  den  ebenen  Liniengebilden  und  auch  den  Flächengebilden, 
also  überhaupt  den  geometrischen  Gebilden  zukomrat.  Als  eine 
den  geometrischen  Gebilden  gemeinsame  Eigenschaft  kann  aber 
das  Vorkommen  der  Punkte  P schlechthin  nicht  isolirt  stehen: 
dasselbe  muss  mit  anderen  Eigenschaften,  welche  den  Gebilden 
ebenfalls  gemeinsam  sind,  irgendwie  zusammen  hängen,  in  dem 
Systeme  aller  Eigenschaften,  welche  die  Gebilde  mit  einander 
gemein  haben,  eine  bestimmte  Stelle  einnehmen.  Will  man  also 
über  das  Vorkommen  der  Punkte  P zur  vollen  Klarheit  gelangen, 
so  muss  man  sich  in  einem  ganz  anderen  Gebiete  umsehen,  als 
die  Elementarsätze  über  jene  Punkte  anzudeuten  scheinen. 


* Seit  der  Einführung  der  Coordinaten  durch  Descartes  wer- 
den die  krummen  Linien  und  eben  so  die  Flächen  nach  den  ihnen 
zukommenden  Gleichungen  in  Ordnungen  vertheilt,  in  der  Weise, 
dass  der  Grad  ihrer  Gleichung  zugleich  die  Ordnung  einer  Linie 
oder  Fläche  bezeichnet,  und  demgemäss  alle  Linien  und  alle  Flä- 
chen, deren  Gleichungen  von  einerlei  Grad  sind,  als  zu  einerlei 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden. 

Hiernach  ist  es  ganz  richtig,  dass  die  Gleichungen  aller  zu 
einerlei  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen  nichts  weiter  sind 
als  Specialfälle  einer  allgemeinen  Gleichung,  d.  i.  einer  solchen, 
deren  Coefficienten  ohne  Werth-  und  Formbestimmung,  ledig- 
lich unbestimmte  Zeichen  sind.  Von  einer  solchen  Gleichung 
kann  man  aber  nicht  umgekehrt  sagen,  sie  sei  die  allgemeine 
Gleichung  aller  zu  einer  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen, 
aus  dem  einfachen  Grunde,  wreil  die  Gleichung  ein  grösseres' Ge- 
biet umfasst,  das  ausser  den  Linien  oder  Flächen  auch  noch 
andere  Gebilde  enthält.  So  ist  es,  um  ein  Beispiel  anzuführen, 
schlechthin  ungenau,  wenn  man  die  Gleichung  zwischen  den  Co- 
ordinaten xy  vom  dritten  Grade 

• 

0= #8-|-  Ax2y  -f  Bxy2-\-  Cy3-f  Dx2+ ... 


so  lange  ABC ....  lediglich  Zeichen  für  die  Coefficienten  sind,  als 
die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  dritter  Ordnung  betrachtet: 
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einem  Aggregate  von  drei  geraden  Linien,  die  in  einer  Ebene  lie- 
gen, und  eben  so  einem  Aggregate  von  einer  geraden  Linie  und 
einem  Kegelschnitt  gehört  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordi- 
naten  eines  seiner  Punkte  an,  welche  ebenfalls  vom  dritten  Grade 
ist,  und  jede  solche  Gleichung  ist  in  der  obigen  allgemeinen  als 
Specialfall  enthalten.  Um  also  genau  zu  sein,  wird  man  sagen 
es  seien  alle  ebenen  Liniengebilae  dritter  Ordnung  in  der  obigen 
allgemeinen  Gleichung  begriffen. 

Eben  so  unbestreitbar  und  richtig  ist  auch,  dass  eine  Unter 
suchung  der  zu  einer  Ordnung  gehörigen  Linien,  wobei  die  all- 
gemeine Coordinatengleichung  des  entsprechenden  Grades  als 
Grgndlage  dient,  nicht  mit  den  Linien  selbst  anfangen  kann.  Es 
fehlt  nämlich  die  Delinition  dieser  Linien  als  solcher,  indem  das- 
jenige, was  durch  die  Coordinatengleichung  ausgedrückt  wird, 
sieb  nicht  auf  diese  oder  jene  Gebilde  ausschliesslich,  sondern 
auf  alle  Gebilde  derselben  Ordnung  bezieht. 

Bei  einer  solchen  Auffassung  der  Bedeutung,  welche  den 
allgemeinen  Coordinatengleichungen  zukommt,  steht  schon  vor 
aller  Untersuchung  als  unzw  eifelhafte  Thatsache  fest,  dass  den  Linien- 
gebilden von  einerlei  Ordnung,  desgleichen  auch  den  Flächengebilden 
von  einerlei  Ordnung  viele  Eigenschaften  gemein  sein  müssen. 
Hiervon  ausgehend  habe  ich  in  der  Schrift:  „D  ie  Fundamental- 
geisetze der  höheren  Geometrie“,  wovon  so  ebendie  erste 
Abtheilung  in  der  Hallberger’schen  Verlagshandlung  in  Stutt- 

aart  erschienen  ist,  in  möglieb*grösster  Vollständigkeit  diejenigen 
esetze  zu  entwickeln  versucht,  welchen  die  gemeinsamen  Eigen- 
schaften sowohl  der  Linien  — als  der  Flächengebilde  unterw  orfen 
sind.  Hierbei  stellt  sich  die  Mannigfaltigkeit  und  die  verschieden- 
artige Natur  jener  Eigenschaften  heraus.  Es  finden  sich  solche 
Eigenschaften , denen  eine  unbedingte  und  unveränderte  Geltung 
zukommt,  welche  also  von  der  besonderen  Beschaffenheit  der 
Gebilde  völlig  unabhängig  sind;  sodann  ergeben  sich  auch  Eigen- 
schaften von  veränderlicher  Natur,  welche  von  der  Beschaffenheit 
der  Gebilde  mehr  oder  weniger  abhängen.  Insbesondere  erlangt 
man  in  Bezug  aufUeber-  und  auf  Unterordnung  der  gemeinsamen 
Eigenschaften  eine  solche  Einsicht,  dass  auch  nicht  ger  mindeste 
Zweifel  obwalten  kann.  Indem  die  Untersuchung  auf  dies  alles 
eingeht,  und  namentlich  auch  auf  die  Modificationen,  welche  die 
veränderlichen  Eigenschaften  erleiden  können,  führt  sie  Schritt 
lur  Schritt  tiefer  in  die  einzelnen  Theile  des  Gebietes  der  Zu- 
sammenhängen Gebilde,  und  man  hat  endlich  die  individuellen 
Gebilde,  in  streng  logischer  Anordnung  aufgeführt. 

Die  Art  und  Weise,  zu  den  gemeinsamen  Eigenschaften  der 
zu  einerlei  Ordnung  gehörigen  Gebilde  zu  gelangen,  ist  ziemlich 
einfach.  Durch  die  Voraussetzung  der  Coordinatengleichung  des 
nten  Grades  bat  man  zunächst  das  Mittel  zur  formellen  Behand- 
lung der  Frage  nach  denjenigen  Punkten  , welche  eine  gerade 
Lime  mit  einem  Linien-  oder  Flächengebilde  der  nten  Ordnung 
gemein  haben  kann.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist,  wie  bekannt, 
nicht  grösser  als  n,  und  man  findet  die  einzelnen  Punkte  nicht 
allein  durch  Ermittelung  ihrer  Coordinaten,  sondern  auch  auf  zwei 
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andere  Weisen,  welche  darauf  beruhen,  dass  die  Lage  einer  ge- 
raden Linie  bestimmt  ist  sowohl  durch  einen  ihrer  Punkte  und 
durch  ihre  Richtung,  als  auch  durch  zwei  ihrer  Punkte. 

Indem  man  die  Lage  einer  geraden  Linie  oder  einer  Trans- 
versalen T,  welche  ein  Gebilde  L der  wten  Ordnung  durchschnei- 
det, durch  Voraussetzung  ihrer  Richtung  und  eines  Punktes  O 
derselben  bestimmt,  ist  die  Möglichkeit  dargeboten,  die  Punkte 
Ai,  A2 An,  welche  das  Gebilde  L mit  aer  Transversalen  T 

Seroein  hat,  durch  ihre  Lage  gegen  O anzugeben:  man  hat  nur 
ie  Segmente  OAx , 0A2....0An  zu  bestimmen.  Wenn  aber  A 

irgend  einer  von  aen  Punkten  Ax , A2 An , also  OA  eines  der 

Segmente  OAx,  OA*,....OAn  ist,  so  lassen  sich  die  Coordinaten 
des  Punktes  A einzeln  darstellen  durch  das  Segment  OA , durch 
die  Coordinaten  von  O,  und  durch  die  Elemente  der  Richtung 
der  Transversalen  T ; die  Substitution  dieser  Werthe  der  Coordi- 
naten von  A in  der  vorausgesetzten  Coordinatengleichung  führt  zu 
einer  Gleichung  für  OA  von  der  Form 

t 

Q=:M0.OAn  + Mi.OA'*-'  + ....  + Mn-i'OA  + Mn. 

Die  Coefficienten  Af0  Mx ...  dieser  Gleichung  enthalten  dreierlei 
Grössen:  die  Coefficienten  der  vorausgesetzten  Coordinatenglei- 
chung, sodann  die  Coordinaten  des  Punktes  O,  und  endlich  die 
Elemente  der  Richtung  der  Transversalen  T;  zugleich  lässt  sich 
die  Art,  in  welcher  clie  Coefficienten  aus  den  erwähnten 

Grössen  gebildet  werden,  durch  ein  Gesetz  ausdrücken.  Im  Falle 
L ein  Liniengebilde  nter  Ordnung  ist,  dessen  Gleichung  zwischen 
senkrechten  Coordinaten  durch  den  Satz 


0=  50 r,y) 


angezeigt  wird,  hat  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Coordinaten  des  Punktes  O seien,  und  dass  die  Transversale  T 
um  den  Winkel  u zur  Axe  der  x geneigt  sei,  das  Bildungsgesetz: 


eosti"-r  (n—r)*K1  rfn“r5(^^) 

I * f9  M»  * d^—.drf  * * 


Diesem  völlig  analog  ist  das  Bildungsgesetz  von  Mr  für  den 
Fall,  dass  das  Gebilde  L ein  Flächengebilde  ist. 


Nach  vorstehender  Bildungsnorm  ist  Mr  in  Rücksicht  der  Co- 
ordinaten £77  eine  Grösse  der  rten  Dimension,  so  dass  in  M0  die 
Coordinaten  £17  gar  nicht  Vorkommen,  in  Mx  nur  die  ersten  Poten- 
zen derselben,  u.  s.  w. 


Die  Segmente  OAx,  OA2, sind  die  Wurzeln  der  obigen 

Gleichung  mr  OA;  daher  hat  man  zwischen  diesen  Segmenten 
und  den  Coefficienten  M0MX.».,  jener  Gleichung  ein  System  von 
n Sätzen,  dessen  allgemeines  Glied  durch  die  Gleichung 

(OAlOA*„.OAn)W=(-\)t.1£ 
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bezeichnet  wird,  voraasgesetzt , dass  der  Ausdruck  links  die 
Summe  der  Verbindungen  aus  OAXiOAt zu  p Elementen  an- 

deute. 


Der  Punkt  O Ist  hierbei  als  angenommen  betrachtet.  Ob  die 
Annahme  eine  directe  oder  eine  mittelbare  ist,  bleibt  ausser  der 
Beachtung.  Unter  den  mittelbaren  Annahmen  von  O ist  aber  auch 
jene  zulässig,  welche  festsetzt,  der  Punkt  O soll,  wie  die 
Punkte  Ax,A%..An  auch  liefen  mögen,  gegen  diese  Punkte  in  der 
Transversalen  T eine  solche  Lage  haben,  dass  zwischen  den 
Segmenten  OAltOAa  ««•••*  die  Gleichung 

( OAx  OA2 OAnYh\  = 0 (€)  '* 

statttindet.  Dieser  Forderung  nämlich  genügen  nach  dem  Vorher- 
gehenden die  Coordinaten  des  Punktes  O,  wenn  sie  solche 
Werthe  haben,  dass  Mh=z0  wird.  Im  Falle  also  das  Gebilde  L 
ein  Liniengebilde  ist,  so  muss  der  Forderung  (C)  gemäss  sein 


u—  v M1  * d£n-  h~$.drf 


•h  Diese  Gleichung  zwischen  £ und  y ist  vom  Aten  Grade  und 
gehört  einem  Liniengebilde  der  Aten  Ordnung  an.  Von  diesem 
Liniengebilde  muss  also  O ebenfalls  ein  Punkt  sein,  wenn  O 
durch  seine  Lage  in  der  Transversalen  T der  gestellten  Forde- 
rung  (C)  genügen  soll. 


Weil  das  Gebilde  (D)  von  der'  Aten  Ordnung  ist,  so  kann 
dasselbe  A Punkte  mit  der  Transversalen  T gemein  haben.  Des- 
halb enthält  die  Transversale  T zwischen  den  Punkten  Al,A2..An 
nicht  bloss  einen  Punkt.  O,  sondern  A solche  Punkte  O,  von 
denen  jeder  durch  seine  Lage  die  Forderung  (C)  befriedigt«  . -.  t >\ 

Die  Coordinaten  in  der  Gleichung  (D)  beziehen  sich  über« 
haupt  auf  einen  Punkt  des  Gebildes  (ü),  aber  nicht  nothwendig 
und  ausschliesslich  auf  O.  Aus  diesem  Grunde  enthält  die  Glei- 
chung (D)  von  der  Transversalen  T lediglich  den  Winkel  u.  Es 
muss  also  jede  Transversale,  deren  Richtung  durch  u angezeigt 
ist,  von  dem  Gebilde  (D)  in  A solchen  Punkten  geschnitten  wer- 
den, von  denen  jeder  in  seiner  Linie  T der  Forderung  (C)  genügt. 

I.  i .»t  1 » • r 5 • - ... 

Wegen  dieser  Eigenschaft  nenne  ich  das  Gebilde  (D)  einen 
zur  Richtung  u gehörigen  Diameter  der  Aten  Ordnung  des 
Liniengebildes  L. 

» 

* • > • . - » 

, | Wenn  die  Gleichung  (D)  auch  nicht  für  jeden  Werth  von  u 
einem  Liniengebilde  angehört,  so  sind  unter  den  möglichen  Wer* 
tben  von  u doch  solche,  bei  deren  jedem  die  Gleichuug  (D)  ein 
Liniengebilde  bezeichnet. 

Ein  Liniengebilde  L der  wten  Ordnung  hat  demnach,  und 
zwar  unbedingt,  Diameter  der  Aten  Ordnung.  Dies  gilt  aber  für 
jeden  der  Werthe  A=l,  2,  ...  n — 1;  mithin  kommen  einem  Linien- 
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gebilde  L der  nten  Ordnung  Diameter  der  ersten,  zweiten,  

....  (n — l)ten  Ordnung  zu. 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  Flächengebilde  der  nten  Ordnung, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  alsdann  die  Diameter  nicht 
Linien-,  sondern  ebenfalls  Flächengebilde  sind. 


I 


Ich  betrachte  nun  im  Besonderen  die  Diameter  der  (n— l)ten 
Ordnung,  weil  diese  über  das  Vorkommen  der  Punkte  P , von 
denen  oben  die  Rede  war,  bestimmten  Aufschluss  geben. 

Indem  man  Ä = w — 1 setzt,  erhält  man  aus  dem  obigen  Satze 
(D)  für  den  zur  Richtung  u gehörigen  Diameter  der  (« — l)ten 
Ordnung  die  Gleichung 


Hiernach  sind  die  Gleichungen  jener  Diameter,  welche  zu  den 
Richtungen  n=0  und  m=90°  gehören,  folgende: 


q_  dS(£,y) 

dr\ 


Diese  zwei  Diameter  können  einander  durchschneiden  in  einer 
Anzahl  von  Punkten,  welche  möglicher  Weise  bis  zu  (n— l)a  an- 
steigt. Es  ist  aber  offenbar,  dass  die  Coordinaten  jener  Punkte, 
welche  die  Diameter  (b)  und  (c)  mit  einander  gemein  haben,  auch 
der  Gleichung  (a)  genügen,  und  zwar  unabhängig  von  u.  Daher 
sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  Diameter  (b)  und  (c)  ein- 
ander durchschneiden,  allen  Diametern  der  (n— l)ten  Ordnung 
gemein. 

Diese  Punkte,  von  denen  jeder  allen  Diametern  der  (n— l)ten 
Ordnung  gemein  ist,  nenne  ich  die  Mittelpunkte  des  Linien- 
gebildes L. 

r*  » » i , , 

Es  sei  O ein  Mittelpunkt  des  Gebildes  L ; durch  O sei  nach 
beliebiger  Richtung  hin  eine  Transversale  T angenommen,  und 
es  seien  Alt A2 ...•An  die  Punkte,  welche  T mit  L gemein  hat. 
Dieser  Annahme  gemäss  ist  O ein  Punkt  des  zur  Richtung  von 
T gehörigen  Diameters  der  ( n — l)ten  Ordnung,  daher  muss,  dem 
obigen  Satze  (C)  zufolge,  zwischen  den  Segmenten  OAi  ,OA1.,... 
OAn  folgende  Gleichung  stattfinden: 


0 =(OAx  OA2...  OAn)<"-V. 
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•*..  Dieser  -Gleichung  geschieht  Genüge,  und  2wai*  ganz  unab- 
hängig von  der  Richtung  der  Transversalen  T,  wenn  ö ein  Dop- 
pelpunkt des  Gebildes  L ist:  denn  in  diesem  Falle  sifrd  unter 

aen  Segmenten  OA1  ,OA.2....  irgend  zwei  =0.  Demnach  ist  jeder 
Doppelpunkt  des  Gebildes  L zugleich  ein  Mittelpunkt. 

Im  Falle  O nicht  ein  Doppelpunkt  des  Gebildes  L , also 
überhaupt  nicht  ein  Punkt  von  L selber  ist,  kann  man  die  voran- 

Sehende  Gleichung  durch  das  Product  aus  allen  Segmenteu  divi- 
iren , und  es  entsteht  der  Satz 


0 = 


1 


1 


OAt  t OA2  + + OA„  ' 


Hierdurch  wird  nun  klar,  dass  die  früher  besprochenen  Punkte 
P nichts  anderes  sind  als  Mittelpunkte  der  Gebilde.  Eben  darum 
sind  jetzt  auch  die  Mittel  bezeichnet,  durch  welche  man  in  jedem 
gegebenen  Liniengebilde  jene  Punkte  P wirklich  finden  kann. 

Da  die  Bestimmung  der  Punkte  P,  wie  mir  scheint,  nicht 
ohne  Interesse  und  Nutzen  ist,  und  dieser  Gegenständ  in  meiner 
oben  erwähnten  Schrift  nur  kurz  berührt  werden  konnte,  so  dürfte 
ein  näheres  Eingehen  in  die  Sache  nicht  unerwünscht  sein.  Ich 
werde  mich  jedoch  aut  Aggregate,  welche  aus  geraden  Linien 
bestehen,  beschränken,  und  insbesondere  die  Bestimmung  der 
Punkte  P mittelst  Zeichnung  erläutern. 


t • * , , 

Ein  ebenes  Liniengebilde  L sei  aus  n geraden  Linien  zusam- 
mengesetzt, und  es  sollen  diese  Linien  alle  einander  durch- 
sehneiden. 


Die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  n Linien  einander 
durchschneiden , ist  ^ » Jeder  von  diesen  Punkten  ist  ein 


Doppelpunkt,  also  auch  ein  Mittelpunkt  von  L.  Die  Anzahl  aller 
dem  Gebilde  L zukommenden  Mittelpunkte  ist  aber  =(n — I)2,  da- 
her ist  die  Anzahl  der  dem  Gebilde  L angehörigen  Punkte  P, 
d.  h.  jener  Mittelpunkte,  welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte 
sind , 


n.  (n— 1) (n— 1)  (n— 2) 

1.2  — 1.2 


Hiernach  hat  also 


/ 

* 


ein  Aggregat 

i»  1 H 

»>  » 

jf  : 


von  3 geraden  Linien  1 Punkt 


ft 

tt 


3 Punkte 


» 


6 

10 


» 

tt 


p, 

p, 

p, 

p, 


u.  s.  w. 
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Oie  Gleichung  des  vorausgesetzten  Gebildes  L bat  die  Form : 

i • • , * * 

, . 0= {x—y-CQtkl+ll)(x-~y.cotk2+l2)....  (ar— y.cot£„+/n). 

Setzt  mau  also  zur  Abkürzung 


£ — rj.cotJca-t-lt^zFa, 
so  ist  in  unserem  Falle 

i 

S (%fV)  = F|  .F2,F3  — • Fn  f 


folglich  die  Gleichung  (a)  des  zur  Richtung  u gehörigen  Diame- 
ters  der  (n — l)ten  Ordnung  jetzt  folgende: 


d(F1.F2...Fn)  d(F}  ,F2..F%) 

— C0‘“  + — di, — • 


Diese  Gleichung  ist  vom  (n — l)ten  Grade,  und  gebürt  einer 
Linie  der  (»— Lten  Ordnung  an.  In  dieser  Linie  liegen  alle  Mit- 
telpunkte von  L;  sie  geht  also  durch  alle  Punkte,  in  welchen  die 
Bestandteile  von  L einander  durchschneiden , und  enthalt  zu- 
gleich die  j^2 ^ Punkte  P.  Man  hat  also  nur  zwei 


solche  Linien  der  (n— l)ten  Ordnung  zu  zeichnen,  um  die  Punkte 
P zu  erhalten. 


Man  kann  aber  noch  leichter  zum  Ziele  kommen.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  Grössenreihe  FlfF2t...Fn,  indem  wir  nicht  von 
sondern  überhaupt  von  einem  Gliede  Fq  derselben  zu  zählen  an- 
fangen , durch  • 

Fq,F | Fq+h-1, 

■ » 

wobei  also  Fq. f«  mit  F9  einerlei  ist,  und  bemerken,  dass 


d ( F ff.F pfj  ....  F t q.  d(F p-j-i  .F ip-f  % ....  F [p-|-n— 1) 

+ Fq+i  • F p-pa • dF p 

ist,  so  erhalten  wir  aus  (I)  die  Gleichung: 

•*?+-«->.  cot«  + ,l{F*+l 
■f  F p-pj . F p-f 2 ••••  • (coti£—  COtÄ'p). 

Wird  nun  u~Icq  angenommen,  so  folgt  hieraus 


o = fv.  -») . cot^  + 

Der  zur  Richtung  u — kq  gehörige  Diameter  der  ( n — l)ten  Ordnung 
ist  hiernach  ein  Aggregat,  bestehend  aus  der  geraden  Linie 


N 
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• ./  /lV=l~i).cotA<1+/f=0  .... 

und  aus  der  Linie  der  (n— 2)ten  Ordnung,  welcher  die  Gleichung 

0 = . coU.f  + (H.) 

aiigefiort.  Die  Linie  #^=0  ist  ein  ßestandtheii  von  L,  und  ent- 
hält daher  n — 1 Doppelpunkte;  die  (ihrigen  Doppelpunkte  so  wie 
die  Punkte  P müssen  also  in  der  Linie  (II)  liegen. 

Hiernach  reichen  zwei,  nach  der  Vorschrift  des  Satzes  (II) 
gebildete  Linien  hin , um  die  Punkte  P zu  bestimmen.  Ihrer  Glei- 
chung zufolge  wird  aber  eine  Linie  (II)  auf  folgende  Weise  ge- 
funden: man  betrachtet  irgend  welche  n — l Linien  oder  Bestand- 
teile des  Gebildes  L als  ein  besonderes  Aggregat,  und  sucht 
für  dieses  einen  Diameter  der  (h — 2)ten  Ordnung,  und  zwar  jenen, 
welcher  zur  Richtung  der  wten,  in  das  neue  Aggregat  nicht  auf- 
genommenen  Linie  von  L gehört. 


Ich  wende  mich  nun  zur  Bestimmung  der  Punkte  P mittelst 
Zeichnung. 

Zunächst  kommt  es  auf  die  Gewinnung  derjenigen  Mitte!  an, 
durch  welche  die  Auflösung  einer  Aufgabe  möglich  wird,  welche 
so  lautet: 

Das  aus  n geraden  Linien  zusammengesetzte  Gebilde  L 
werde  von  mehreren,  zu  einander  parallelen  Transver- 
salen TT'T"...  durchschnitten,  und  zwar  von  T in  den 
Punkten  AlA2....An,  von  T'  in  den  Punkten  A^A'^.A'n, 
von  Tn  in  den  Punkten  A*\  A"2...  A“ni  u.  s.  w.;  man 

soll  in  jeder  von  diesen  Transversalen  TT jene 

Punkte  angeben,  durch  welche  der,  zur  Richtung  dieser 
Transversalen  gehörige  Diameter  der  (n — l)ten  Ordnung 
gehen  muss. 

» * 

Behufs  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  bezeichnen  wir  vorläufig 
durch  O einen  von  jenen  Punkten,  welche  die  Transversale  1 
mit  dem  gesuchten  Diameter  gemein  hat,  eben  so  durch  O'  einen 
von  jenen  Punkten,  welche  T mit  dem  Diameter  gemein  hat; 
u.  8.  w.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  als  Anhalt  die 
Gleichungen: 

0==(OJ1  0A2....0An)(”-lK 
0 = (0'A\  0'A'2...0'A'n)l”-1K 
0 — {0"A'\  0"A"2... 0"A"„)(”~v  , 
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"Man  wähle,  nach  Willkühr,  in  T einen  Punkt  X,  in  V einen 
Punkt  X' , in  T"  einen  Punkt  X",  u.  s.  w.,  so  ist,  algebraisch 
genommen , 

OAr=XAr  — XO , 0'A'r=  X'A'r—  X!  (r, 

0"A"r=  X"A"r-X"  O", 

Führt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  für  OAlt 
OA2 , ■•••  in  den  vorangehenden  Gleichungen  ein,  so  ergeben  sich 
folgende  Sätze: 


, I I » 
iff  I » 
••l;] 

h.r 

td 

.n**n 

Im. 


(— D'.JfO»— * . f ^ * . (XAt  XAZ....  XA„)W, 

JC  * 

(—1 . ( X'A\  X’A't...  X'A'n) M, 

nM\  * 

•i um /.  vM*kir.  »»:>  ix  ’ a »1 


Die  Punkte  A1A2-- , A\A\....  sind  in  jedem  Falle  gegeben; 
da  nun  die  Punkte  Ä X'....  durch  beliebige  Annahme  festgestellt 

werden,  so  sind  in  jedem  Falle  die  Segmente  XAl , X A2t 

X'A'i,  X'A'2 ebenfalls  gegeben.  Die  vorstehenden  Gleichun- 

gen geben  also  direct  die  Werthe  der  Grössen  XO,  X'O'....  Es 
ergeben  sich  aber  für  jede  dieser  Grössen  n — 1 Werthe,  und 
durch  diese  sind  in  jeder  Transversalen  diejenigen  n — 1 Punkte 
bestimmt,  durch  welche  der  zugehörige  Diameter  der  ( n — l)ten 
Ordnung  geht. 

Die  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  vereinfacht, 
wenn  man  die  Punkte  XX'....  so  wählt,  dass 

- ! ! . (XAt  XA2 XA„)(D=0\ 

W • 1 (X'A\  X'A'2...  X'A'„)( 1 )=  0(  (Ul) 

•ix.  I 

u.  s.  w.  \ 

■ . t . ( ' 1 1 1 . y 1 


Unter  dieser  Bedingung  liegen  die  Punkte  XX'  X" in  einer 

geraden  Linie,  in  dein  zur  Richtung  der  Transversalen  TT'T".... 

fehörigen  Diameter  erster  Ordnung  des  Gebildes  L ; es  werden 
aber  durch  zwei  Punkte  XX  die  übrigen  bestimmt.  Um  aber 
diese  zwei  Punkte  zu  linden,  nehme  man,  nach  Willkühr,  in  T 
einen  Punkt  U und  in  T'  einen  Punkt  LJ 1 an,  und  bemerke,  dass 

XAr  = U Ar  — ÜX,  X'A'r  = U'A'r-  U X 

ist,  so  fallt  in  die  Augen,  dass  den  Gleichungen  (III)  gemäss 
siein  muss 


n.  UX  = UAV  + UA2  + + UAn  | 

71 . U'X=  U'A\  + U'A'2  + + U'A'n  } 


(IV)  | 
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In  Folge  der  Annahmen  (III)  fallen  in  den  obigen  Gleichungen 
•w  JOi'  i'O',.,,  die  /weiten  Glieder  weg*  und  man  hat  demnach 

0=n.  AO»-i  + (n-2 ).  AO"-*.(AA,  XA% ....  A4,)<2) 

-(n— 3).AO”-«.(A4  XA2....XA„)(3) 

+ (n- 4) . AO— ».  (X4,  A4a  ....  A4.)<4> 


und  eben  solche  Gleichungen  für  X’O',  X"  O". .... 
Wegen  (III)  ist  aber  auch 


- 2.{XAl  AAa ...  A4,)<»>  = XAl*  + XV  + ....  + XAn* , 
+ 3 .(XI,  A4,...  A4.)l3>= AA,»  + XV  + ••••  + A4,3, 
— 8 . (XI,  A4, ...  Xf„)(«  =2.(XV+XV+ ...  + A4,4) 

-(A4HXV+-+XV)2, 

' I 

* u.  s.  w. 


mithin 


0=S  AO—»-  .XO—3.(XAl2+  XAJ  + ....  + A An1)  . 

ii — 3 

--  3^  .A0»-4.(A4,3+A4/+ ... .+A4,8) 

f 

l2.(A44  + A4,4+...+A4,4) 
|-(A4,H  A4,» +...  + A4„V 


t 


Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  leicht  auf 
diejenige  Form  bringen,  welche  für  die  Auflösung  am  passend* 
sten  ist. 

J % • i #1  * ♦ * / 

* Man  zeichne  (Taf.  I.  Fig.  6.)  einen  Winkel  ZXQ  von  be- 
liebiger Grösse,  nehme  auf  dem  einen  Schenkel,  von  der  Spitze 
X ab  gerechnet,  ein  Stück  XZ  von  beliebiger  Grösse,  und  trage 
dann,  ebenfalls  von  X ab,  auf  jedem  Schenkel  eines  der  Seg- 
mente auf.  Angenommen,  es  sei  das  Segment  XAr  auf  jedem 
Schenkel  aufgetragen , und  dadurch  auf  dem  einen  Schenkel  der 
Punkt  An  auf  dem  anderen  der  Punkt  Q bestimmt,  also  XQ 
z=.XAri  so  verbinde  man  Z mit  Q,  und  ziehe  durchs  die  Linie 
ArZM)  parallel  zu  ZQ ; ferner  verbinde  man  Z mit  Z^M,  und 
ziehe*  parallel  zu  ZZAl\  durch  Ar  die  Linie  ArZr( weiterhin 
verbinde  man  Z mit  Zr^K  und  ziehe  wieder  durch  Ar  die  neue 
Linie  Ar Z rO)  parallel  zu  ZZr(2);  u.  s.  w. 

Thcil  XVI.  2 
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Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  zwischen  dem  Segmente 
A 'Art  der  willkührlichen  Länge  XZ,  und  den  Stücken  XZifM, 
XZr(2),-  XZrW  folgende  Gleichungen: 


XAr,XAr=XZ  .XZfi), 
XAr.XZrW=XZ.XZrM, 


XAr . XZr<*>  = XZ . XZ/  3 ) , 


XAr.XZr^)  = XZ . XZW  5 

und  wenn  man  diese  durch  Multiplication  verbindet,  so  ergiebt 
sich  der  Satz: 

‘ ' ’ XA,rt*=XZe.XZrW. 

Verfährt  man  also  in  Bezug  aut  jedes  der  Segmente  XAi,... 
in  der  angegebenen  Weise,  behält  aber  die  willkuhrliche  Länge 
XZ  unverändert  bei,  und  sucht  nur  die  entsprechenden  Stücke 

XZ/&,  XZ2W, , so  ergiebt  sich  für  die  Uebertragung  der 

Summe  gleicher  Potenzen  von  den  Segmenten  XAl9  XA2...  die 
Norm: 

XAx  e+ 1 + ....  +XArH  = XZq  . (XZ,  (e>+XZa«o  + ... + XZ„(e>) , 

% 

wobei  zu  bemerken,  dass  in  der  Summe 

XZ,  (?)  + XZJ*)  + ....+  XZmW 

das  Stück  XZrW  eben  das  Zeichen  -f  oder  — erhält,  welches 
der  Potenz  X4r*-H  zukommt. 

Diese  Reductionsart  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Coefficienten 
der  obigen  Gleichung  (V)  für  XO  fuhrt  dahin,  dass  jeder  Coeffi- 
cient  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 


XZq.X 


ersetzt  vrerden  kann,  wo  X eine  einfache  Linie  von  bestimmter 
Länge  ist,  und  die  Gleichung  für  XO,  wenn  man  XZ—p  setzt, 
in  Rücksicht  auf  Form  und  Beschaffenheit  der  Coefficienten  fol- 
gende wird: 


0 = XO*“1 — /p.a.Xö*-* — p2.6>XÖ*“4 — p*.c*XO*~*  — (VI) 


Es  kommt  schliesslich  darauf  an,  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung durch  Zeichnung  zu  finden. 

Zu  diesem  Ende  betrachtet  man  die  Gleichung  (V7)  als  da- 
h entstanden,  dass  aus  zwei  Gleichungen  mit  zwei  unbek&mii- 
Grossen  x y die  eine  dieser  Grössen  eliminirt  worden.  Ist 
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die  eine  dieser  Gleichungen  vom  mten,  die  andere  vom  m'teri 
Grade,  so  wird  die  aus  der  Elimination  hervorgehende  Gleichung 
vom  m.m' ten  Grade,  oder  auch  vom  (m.m'— 1)ten,  wenn  der  Coef- 
ficient  des  letzten  Gliedes  =0  ist.  Man  hat  also  vor  Allem  die 
Werthe  von  m und  m'  so  festzusetzen,  dass  m.m'  entweder  =ra  — 1, 
oder  doch  =n  wird.  Die  Coefficienten  der  einen  und  der  anderen 
Gleichung  sind  aber  so  zu  wählen,  dass  das  Resultat  der  Elimina- 
tion mit  (VI)  einerlei  wird.  ■ 

Jede  dieser  zwei  Gleichungen  betrachtet  man  nun  als  einer 
krummen  Linie  angehörig,  in  der  Weise  aber,  dass  die  Coordt- 
natenaxen  der  einen  zugleich  die  Axen  der  anderen  Linie  sind. 
Diese  Linien  zeichnet  man  so  weit  als  nöthig,  um  die  Duich- 
schoittspunkte  derselben  zu  finden.  Von  den  Coordinaten  die- 
ser Durchschnittspunkte  sind  die  zu  einer  Axe  gehörigen  zugleich 
die  Werthe  von,.jiO,  und  zwar  die  x oder  die  y , je  nachdem  y 
oder  x durch  Elimination  entfernt  werden  muss , um  die  Gleichung 
(VI)  als  Resultat  zu  erhalten. 

Die  nöthigen  Constructionen  gestalten  sich  in  der  Anwendung 
ziemlich  einfach.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  die  willkührliche 
Linie  XZ=zp  für  alle  Transversalen  TT'Tn unverändert  bei- 

behalten kann.  Ferner  kann  man,  wenn  XO=:y  gesetzt  wird, 
als  die  eine  der  beiden  Gleichungen  folgende  nehmen 

0 ~y2—px, 

so  dass  man  für  alle  Transversalen  * auch  mit  einer  einzigen  Pa- 
rabel ausreicht,  und  nur  noch  die  zu  jeder  Transversalen  gehö- 
rige zweite  krumme  Lirfie  zu  bestimmen  bleibt. 

• » * 
b 

Zur  Erläuterung  mag  die  Betrachtung  einiger  Fälle  folgen. 

•„  • • > * . t • 

» r **>♦• 

Erster  Fall.  Wenn  n= 3 ist,  so  erhält  man  aus  (VI) 

• • % r 4 * 

{ ‘ Oa — p.a. 

In  diesem  Falle  itft  das  Product  p.a  durch  ein  Quadrat  Aa  zu 
ersetzen,  und  es  sind  dann  -f -h  und  — h die  Werthe  von  XO. 

Zweiter  Fall.  Wenn  4 ist,  so  wird  , 

0 =zXÜ3—p.a.XO—p*b. 

Diese  Gleichung  ist,  wenn  inan  XO=y  setzt,  das  Resultat  der 
Elimination  von  x aus  den  Gleichungen : 

* » ’ * 

0=^2 — p.x , 

0 = x*+y*  — (pH f a)x  — b.y ; 

von  welchen  die  zweite  einem  Kreise  angehört,  dessen  Mittel« 
punkt  eine  solche  Lage  hat,  dass 

2* 
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. »+ö 

seine  Abscisse  (x)  =-^-9 


* • j * 

• r * * 


U 

„ Ordinate  (y)  = 2 * 

* 1 * 

Der  Kreis  gebt  durch  den  Scheitel  der  Parabel , von  dem  ab  die 
Coordinaten  gezählt  werden;  daher  ist 


der  Radius  des  Kreises  = 


O 


Dritter  Fall.  Wenn  n = 5 ist,  also  nach  (VI)  die  aufzu- 
lösende  Gleichung 

0 = XOi—p.a.XO*-pI.b.XO—p3.c, 

' 

so  sind  die  Hülfsgleichungen : 

0=y*—p.x, 

p 

■»  * 

0=  #2+;y2 — (p+o)a?— ■ — p.c ; 

die  zweite  gehört  wieder  einem  Kreise  an,  von  dessen  Mit- 
telpunkt 

die  Abscisse  (x)  » *• 

b 

„ Ordinate  (y) 

» * 1 * 

ist,  und  dessen  Radius 


+ p.c) 


Vierter  Fall.  Die  zu  n = 6 gehörige  Gleichung 

0=Jf06-^.a.^03-p2.6.A:02- p\c.XO-p\d 

ist,  wenn  man  XO=y  setzt,  das  Resultat  der  Elimination  von 
x aus  den  Gleichungen 

Q—y*  — p.x, 

0 z=x3—ax2 — bxy—p.c.x — p.d.y 


u.  s . w • 
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In  Taf.  II.  Fig.  1.  ist  ein  Aggregat  von  vier  geraden  Linien 
AA',  BB,  CO , DD'  vorausgesetzt,  welche  alle  einander  durch«, 
schneiden.  Ein  solches  Gebilde  hat  neun  Mittelpunkte,  unter 
diesen  aber  nur  drei,  welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte  sind. 

Behufs  der  Bestimmung  dieser  Punkte  sind  zwei  Diameter 
dritter  Ordnung  des  Gebildes  zu  Hülfe  genommen , und  zwar  jene, 
welche  zu  den  Richtungen  der  Linien  AÄ  und  DB 1 gehören. 
Der  erste  von  diesen  Diametern  besteht  aus  der  Linie  AA'  und 
aus  dem  zur  Richtung  von  AA'  gehörigen  Diameter  zweiter  Ord- 
nung des  Aggregates  der  Linien  DB',  CO , DD'\  der  zweite 
besteht  aus  der  Linie  BB'  und  aus  dem  zur  Richtung  von  BB' 
gehörigen  Diameter  zweiter  Ordnung  des  Aggregates  der  Linien 
AA',  CO,  DD'.  Die  erwähnten  Diameter  zweiter  Ordnung  sind 
Hyperbeln,  und  zwar  sind  aa  und  ct'ct 4 die  Zweige  der  einen,  ßß 
una  ß'ß'  die  Zweige  der  anderen  Hyperbel.  Diese  hyperbolischen 
Zweige  durchschneiden  einander  in  den  Punkten  P P ' P" , und 
diese  sind  die  gesuchten  drei  Mittelpunkte  des  vorausgesetzten 
Gebildes. 

• * . > * . * « # « 

Um  die  genannten  Hyperbeln  graphisch  zu  bestimmen , sind 
zunächst  die  zu  den>  Richtungen  AA'  und  BB'  gehörigen  Diame- 
ter erster  Ordnung  aa'  und  bb'  gesucht  worden,  nach  Anleitung 
der  Sätze  (IV)  für  den  Fall  »=3.  Der  Diameter  aa'  giebt  in 
jeder  zu  AA'  parallelen  Transversalen  des  Gebildes  ( Bb ',  CO, 
DD')  unmittelbar  den  Punkt  X an,  von  welchem  ab  die  verschie- 
denen Segmente  gezählt  werden;  das  Analoge  gilt  von  dem  Dia- 
meter bb'  in  Bezug  auf  die  Transversalen  des  Gebildes  (AA', 
CO,  DD  ). 

Angenommen,  das  Gebilde  (BB',  CO,  DD')  werde  von  einer 
mAA'  parallelen  Transversalen  in  den  Punkten  Ax  A2A3  geschnit- 
ten, so  hat  man,  weil  X in  aa'  liegt, 

XAlAXAtAXA3z=zO 


und  nach  (V) 


0=  XO^  - i.  (X4,2  + XA,*  + XV) • 

Sind  nun  die  Punkte  At  A 2 A3  von  einander  verschieden,  so  sucht 
man  durch  Zeichnung  die  Hypotenuse  L des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes, dessen  Katheten 

XAt  und  V(XA22A~XA32) 

sind,  sucht  ferner  den  sechsten  Theil  L 1 von  L,  und  bestimmt 
endlich  die  Hypotenuse  l des  rechtwinkligen  Dreieckes,  dessen 
Katheten  einander  gleich,  jeder  aber  =JL/.V3,  so  wird 

AO3— A,2=0,  d.  i.  AO=±A. 

Fallen  von  den  drei  Punkten  At  A2  A3  zwei  zusammen,  d.  h. 
geht  die  Transversale  durch  einen  Doppelpunkt  des  Gebildes 
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( BB CC\  DD '),  so  ist  keinerlei  JZeichnung  nöthig.  Wenn  näm» 
lieh  XA2~XA3~  X ist,  so  ist,  ohne  Rücksicht  auf  Vorzeichen, 
XAi  = 2A»,  folglich 

\h  t 

X02-i*= 0. 


Das  in  Bezug  auf  den  Diameter  des  Gebildes  (BB1,  CO, 
DD1)  Bemerkte  gilt  auch , mutatis  mutandis , für  das  Gebilde 
(AA‘,  CO,  DD).  ■ ■ 

! i i i 

In  Bezug  auf  die  Lage  der  Punkte  P P‘  P " ist  noch  Folgen- 
des zu  beraerken.  Durch  die  Linien  AA ' , BB',  CC',  DD’  wer- 
den drei  Flächenstücke  bestimmt,  zwei  Dreiecke  und  ein  Viereck, 
welche  neben  einander  liegen,  so  dass  keines  als  Theil  des  an- 
deren genommen  werden  kann.  In  jedem  dieser  Flächenstücke 
liegt  aber  einer  von  den  Punkten  P P Pn . 

* 4 

/ ’ 

An  einem  Gebilde  von  fünf  geraden  Linien,  welche  alle  ein» 
ander  durchschneiden,  und  zwar  in  10  verschiedenen  Punkten, 
kann  man  sechs  solcher  Flächenstücke  unterscheiden,  welche 
neben  oder  ausser  einander  liegen,  und  in  jedem  dieser  Flächen- 
stücke hat  einer  von  den  sechs  Mittelpunkten,  welche  dem  Ge- 
bilde zukommen,  seine  Stelle. 

Aebnliches  gilt  von  der  Lage  der  Mittelpunkte  eines  Gebil- 
des von  sechs  und  mehr  geraden  Linien. 


♦ 

l * . 


\ 


» . 


4 
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II 
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Billige  Bemerkungen  über  loxodro- 
mische  Dreiecke  im  Allgemeinen. 


Von 


dem  Herausgeber. 


i * * r 

In  meiner  „ Loxodrom  ischen  Trigonometrie."  Ein  Bei- 
trag zur  Nautik.  Leipzig.  1849.“  habe  ich  nüf  solche  loxo- 
dromische  Dreiecke  betrachtet,  die  auf  der  Oberfläche  des  Erd- 
ellipsoids  von  einer  loxodromischen  Linie  und  den  beiden  zwischen 
deren  Endpunkten  und  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  lie- 
genden Meridianbogen  begränzt  werden.  Dies  ist  ganz  mit  Ab- 
sicht geschehen,  weil  nur  solche  ioxodromische  Dreiecke  in  der 
Nautik  zur  Betrachtung  kommen  und  für  den  praktischen  Gebrauch 
in  derselben  von  Wichtigkeit  sind,  ich  aber  aabei  auch  die  Ana- 
logie mit  der  Sphäroidischen  Trigonometrie  im  Auge  hatte,  wo 
man  zunächst  auch  nur  solche  Dreiecke  zu  betrachten  pflegt, 
welche  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  von  einer 
oder  kürzesten  Linie  und  den  beiden  zwischen  deren 
und  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  liegenden 
gen  begränzt  werden.  So  wie  man  aber  namentlich  in  neuerer 
Zeit  bekanntlich  viele  merkwürdige  Untersuchungen  über  von 
drei  geodätischen  oder  kürzesten  Linien  begränzte  Dreiecke  an- 
gestellt hat,  so  führt  auch  die  Betrachtung  von  Dreiecken,  welche 
auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  von  drei  loxodromischen 
Linien  eingeschlossen  werden,  zu  manchen  nicht  ganz  uninteres- 
santen Resultaten,  die  aber  für  die  nautische  Praxis  keine  Bedeu- 
tung haben,  und  daher  der  Tendenz  meiner  oben  genannten,  na- 
mentlich auch  für  wissenschaftlich  gebildete  Seeleute  bestimmten, 
und  deshalb  vorzugsweise  nur  das  auf  der  See  Anwendbare  ge- 
bendem Schrillt  fern  lagen.  Des  theoretischen  Interesses  wegen 
will  ich  aber  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  einige  Eigenschaften 


geodatiscnen 

Endpunkten 

Meridianbo- 
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solcher  allgemeineren,  von  drei  loxodromischen  Linien  auf  der 
Oberfläche  des  Erdellipsoids  eingeschlossenen  loxodromischen 
Dreiecke  entwickeln,  und  werde  mich  freuen,  wenn  dadurch  viel- 
leicht einer  oder  der  andere  Leser  des  Archivs  diesem  Gegen- 
stände weiter  nachzugehen  veranlasst  werden  sollte,  da  mir  smbst 
jetzt  das  wirklich  in  der  Praxis  Anwendbare  näher  liegt. 

Es  mögen  daher  jetzt  Aq,  Alf  A%  drei  durch  loxodromische 
Linien  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  verbundene,  und  da- 
her die  Spitzen  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreiecks  dar- 
stellende Punkte  sein.  Die  Längen  und  Breiten  dieser  Punkte 
sollen,  indem  ich  alle  in  meiner  „Loxodromischen  Trigono- 
metrie“ gebrauchten  Bezeichnungen  wenigstens  in  analoger 
Weise  auch  hier  beibehalten  werde,  respective  durch  L0,  B0 ; 
Lj,  Bi;  L2,  B2  bezeichnet  werden.  Den  von  einer  loxodromi- 
schen Linie  mit  den  sämmtlichen  Meridianen  eingeschlossenen 
Winkel,  welcher  nie  grösser  als  180°  und  stets  so  genommen 
wird,  dass  er  von  den  Meridianen  aus  nach  der  Seite,  nach  wel- 
cher im  Aequator  dieLängen  vonO0  bis  360°  gezählt  werden,  von  der 
loxodromischen  Linie  aus  nach  der  Seite  des  positiven  Pols  des  Erd* 
ellipsoids  hin  liegt,  habe  ich  a.  a.  O.  S.'  17.  Nr.  4.  den  Curs  ge- 
nannt. Nach  diesem  Begriffe  sollen  im  Folgenden  die  den  loxo- 
dromischen Linien  oder  Distanzen 

* 

Aj  A2=s0,  A2Aq—Sj,  A0Aj~s2 

entsprechenden  Curse  respective  durch  0O , 01?  02  bezeichnet 
werden.  Die  Längen  sollen  in  der  Ordnung  Lp,  Lj,  1*2  im  Fol- 
genden aufsteigend  oder  wachsend  geordnet  sein. 

Io  Taf.II.  Fig.2.  ist,  wenn  wir  uns  dieLängen  von  A0  aus  nach 
der  Seite  von  At  und  A2  hin  gezählt  denken,  nach  der  Grund- 
eigenschaft der  loxodromischen  Linie  offenbar 

^>Aj  Aq  A2  — @i  02» 

AA2  Aj  A = 18O°-(0o-02), 

Aq  A2  Aj  = 0q 

oder  1 ,<  . 

JbLAj  Aq  A2  :r=  01  , 

z :ä2  Aj  a0= 180°  — (02—  0O) , 

^0  ^2  ==  01  » 

also,  wenn  man  in  beiden  Fällen  addirt: 


^.Aj  AqA2  -f-  Zdjifj  Aq  jzL  Aq  A2Aj  — 180°, 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen  die  Winkel  des  loxodromischen 
Dreiecks  A0AlA2  bloss  durch  A0,  Ax,  A2  bezeichnen: 

Aq  -f-  Aj  -f-  A2=:  180°, 

welche  Eigenschaft  also  das  allgemeine  loxodromische  Dreieck 
mit  dem  ebenen  Dreiecke  gemein  bat. 
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Ferner  ist  nach  den  Formeln  36®),  meiner  , „Loxodrorai- 
scVien  Trigonometrie.  S.  32.“: 

5 ' ‘ ' * 8ö  1 

i L*  (1  c )tang00y  cosö(l — e*sinö2)  * 

B* 


and 


oder 


und 


i0 =(!-«»)  lang  e,y  öjräsü^' 

B0 

PB0  ' 0Ö 

to  — i‘=(1~e^tange^/  cosö(J  — e*sinö*) 


t - ' < 


r « i 


fl(l— e2)  8g 

f°~  cos@0  J (1 — e2sinö2)« 


*i=  — 


g(l— e2)  /°B» 
cos© 


:«)  /**<>  85 

»lt/  (1—  e2sinö2)i  ’ 

Bi 

* 

q(l—  e2)  Z1»* : a<5  . 

**  co sS%J  (1  — e2sinö2)*  * 

*•  Bo 


«x  \ 85 


cosü  (1 — e2sino2)  * 


cotö0=(l— e^J* 

B».. 

(Lt-Lo)  cot®,  = (1  ei)J*  C08Ö  (1-eVmö*) 

J». 

♦ I • , 

(Lo — ij)  cot  ö* = ( t— e*) y 


cosg)  (1 — c2sino2) 


/>JB*  8ö 

»oC08Ö„  = a(l-e*W  (1_eViQÖ*)I’ 

B, 

. /«„  05 

I, 008®!=  a(l  e )/  (i_eäsinö2)i 

B, 

95 

J, cose,=o(l-e*)y  (i^AtoBV" 


m)(I 
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Algo  ist,  wie  man  sogleich  durch  Addition  findet: 

« * < « 

{hi  — Xj) COt®0  (Z/2 — Z/o)  COt®!  -f-  (Z^o — 1^  )cot®2  T=  0 

»•  . 

und 


oder 


*0cos®0 — «1  cos  ®!  -K  *2 cos®2 = 0 


#0COS®0  4-  «2 cos  ®2  = «1  C0S®1  > 


wo  man  auch  die  Analogie  dieser  letzten  Grleichnng  mit  einer  bekann- 
ten Formel  der  ebenen  Trigonometrie  sogleich  erkennen  wird. 

Ferner  ist  nach  der  Formel  52)  meiner  „Loxodromischen 
Trigonometrie.  S.  39.“: 

tang  (45°  4-  \ B\) 

l j— 

L>i— Z/2=tang®0  { tang  (49°  4-  ^ B%) 

1 (14tcsin.gi)(l-^esmZ?2^ 

6 (1 — esinjBl)(l  4- esinZ?2)/ 


h% — Z^=tang®! 


ho — hi  = tang®  2 


tang  (45°  4-  ^Z?*) 

I i 

tang  (45°  4- ^ -®o) 

__  1 . (1  4~  csiii  B^)  fl— e sin  ß0) 
2 6 (1 — esin  Z?2)  (t  4*  csin/?0) 

tang  (45» + * Bn) 

\ 1 

taug  (45°+  ^ 

1 . (1 4-  esinZ?0)  (1  — esinZ?!)1 

2 e (1  — esinZ?0)  (1  4-  csinZ?!) 


* i 


also  durch  Addition: 


O=tang®0 


tang  (45°  4-  r># i) 

M 

j — 

tang  (45°+  ^B^ 

1 . (I  + csin  /?,)  (1 — i’sinß») 

3 (l-esitt^KI  + es»uÄt) 
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. » 


+ tang©, 


, } f»  •.  i : 


i- 


tang  (43°  + ^ B.j.) 


"■  tBng(45«  + |fi0) 

1 . (1-f  esin/^)(l— -esin  2?0) 

2 * (i  -^-ßsin  #2)  (t  4-  es  in  ß0) 


tane  (45°  + 1 B0) 

i I . i . ' ’ • > » 4M 

l 1 — 


+ taug  02  l tang  (45°  + ^ #1) 

I 1 . (1  -+  esin2?0)(l-^esinl?A)  1 

2 6 (1  — e sin  B0)  (1  -f  e sin ßx)  I 

v.ii.W  ’ 1 


Fiir  e=0,  d.  h.  för  den  Fall  der  Kugel,  ist: 

# • i /*  * •■  **  # - • • » - * 


r. 


1 


l . 

Li  — Z^=tangö0l 


tang  (45°  + §BX) 
tang(45®  + 1 fi2) 


.(>*  4 ’ | • 4 


i*  — A>=tang©1l 


tang  (45®+!^) 
tang(45®+*Z?0) 


Lo—Li  = tang02l- 


tang(45°+^jB0> 
— -• ' - — **  5 


tang  (45°  + ^ Bx) 


t • 


und  wenn  man  addirt: 

I 

> *-• 

i • * t.  t 


* ) ~ m 4 ' * 


I vr 


-•  t j k * , 


tang  (45®  + gtf,)  tang  (45®  + \ Bt) 

0= tang  ©01 - - + tang  0, 1 j 


tang  (45®+ ^ Ä2) 


tang(45«  + -2fi0) 


tang  (45®+|ä0) 

+ tang02l j , 

, tang  (45® +^2?,) 

oder 
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O = (tag©0  — tang©j)  ltang(45°+ J-ß») 

« 

1 

+ (tang  ®i  — tang  ©2)  1 taog  (45°  + ~6)  B0) 

1 

-|-  (tang  ©8 — tang  0O)  1 tang  (45°  + g Bi)  > 


uuer 


0=sin  (©0 — ©x)  cos  ©a  ltang  (45°  + ^ 2?a) 
sin  (0j  — ©a)  cos  ©o  ltang  (45°-+ 1 B0) 

t 

* • r • i _ 


+ sin| 


1 

, -|-  sin  (©a  — ©0)  cos  ©x  I tang  (45  0 + ^ Bt ). 

' 1 i . 

Für  e=0,  d.  i.  für  den  Fall  der  Kugel,  ist  auch  nach  der  Formel 
63)  meiner  „Loxodromischen  Trigonometrie.  S.  41." 

• i 

*o=  a(#2—  #i)sec©0, 

. *!==-—  a(^o”“^2)sec©i> 

«2=  a (ßx  — Z?0)  sec  ©2 ; 
woraus:  «.  1 

V • . : 

a(/?2 — Bi)  ~ . « (ß*o  — ä fl(^l  *o) 

cos  ©i>= , cos  Cr*  — 9 cos  (»2 — 

ü r0  ' . *i 

also  nach  dem  Obigen: 

0 __  sin  (@0  — 04)  l tang  (45<>  + \ B^) 

+ sin (©i  ©2)  ltang (45°  -f  \ßQ) 

. »I  « » 

sin(Ö8- e0)ltaDg(45»  + U,) 

*1  ; . • 4 


oder 


ltang(45« +|ß,) 

*1  * 

% 

:s=— — — sin  (©!  — ö2)  l tang  (45°  -f  \ B0) 

$0  * 

+ ^~2sio(eo-©1)ltang(45o  + 5fi)!) 

«2  * 
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Wir  wollen  jetzt  auch  den  Flächeninhalt  loxodromischer  Drei' 
ecke,  die  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  liegen,  bestimmen,  und 
in  dieser  Beziehung  zuerst  bloss  solcne  loxodromische  Dreiecke 
betrachten,  welche  von  einer  loxodromischen  Linie  und  zwei 
durch  deren  Endpunkte  und  den  positiven  Pol  der  Kugel  gehen- 
den Meridianbogen  eingeschlossen  werden. 

Der  Flächeninhalt  der  der  Breite  Ö entsprechenden  sphäri- 
schen Calotte  ist  nach  bekannten  Elementarsätzen  von  der  Kugel, 
wenn  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  wie  früher  durch  a bezeichnen : 

2a?  n — 2a7C.asin5=2öa7r  (1  — sin  ö) 

= 2a2n{l  — cos  (90°  — ö)}=4a27rsin  (45°  — ^j<5)2. 

« 

Sind  nun  co,  <3  die  Länge  und  Breite  des  Endpunkts  (in  dem 
Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher  die  Längen  gezählt 
werden)  der  das  loxodromische  Dreieck  von  der  obigen  Beschaf- 
fenheit, dessen  Flächeninhalt  wir  durch  S bezeichnen  wollen, 
theilweise  begränzenden  loxodromischen  Linie;  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  Betrachtung  sehr  jeicht,  dass  mit  desto  grösserer 
Genauigkeit,  je  näher  \co  und  der  Null  kommen, 

A£=4aarcsin(45°  — — -J.rcos  ö 
oder  1 .i 

A S=2a2sin(45°  — |ö)2A<a  — ^r^cosö  A <d  A<*>, 


also 

||=2a*Sm(45«-?c5)*^|-^*coS5Aa)  . 

ist  Lässt  man  nun  A<*>  sich  der  Null  nähern  und  geht  zu  den 
Gränzen  über,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

ÖS  n 9 • /Jtfn  1 -x»  0fi> 

8ö=2°  s.n(4S  -2W)  05- 


Weil  nun  aber  nach  der  Formel  26)  meiner  „Loxodromischen 
Trigonometrie.  S.  28/*  im  Falle  der  Kugel,  d.  h.  för  a=b. 


d(o tang0 

dc5  cosöj 


ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

! dS  0 , . /JK  1 _ 

Kg  = 2a*  sin  (45° — 20)2 


tang0 
co  sö 


oder 
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i • t*  * •<*•« 

* . i : > • 

• . i • • 

**.,>•  / ! 1 

S » .7.  !•  . •» 

!>»*)' 


cS~2u2  tang& 


sin  (460— 


* * 


COS  CD 


•5«,  ; 


wo  natürlich  0 eine  constante  Grösse  ist.  Also  ist,  wen®  Ä A 
die  Breiten  der  beiden  Endpunkte  der  das  loxodromische  Dreieck  ( 
theil  weise  bekränzenden  loxodromischen  Linie  sind/ 

. 1 • • i 1 - . f * i"  • i , . i >’  ; ' 


\ 

t n 1 1 1 1 


\ ». 


/»u,s'D  (45°  — I <■>)* 

S = 2flatang  0 / ^—== 

B 


COS  CD 


; 


oder,  weil  nach  dem  Obigen 

* * * r » 

k 4 « 

sin  (45° — 1 5 )*—  | (1— sio5)  , 


also 


!.i 


ist: 


sin(45°-^ö)*  t 
^ =^(sec  ö — tangö) 

C08CD  • 2 ° 7 


Ä=aa  tang0^^  5 sec  qöö  'tangööö^  • 


Nun  ist  aber 


/*  /^co  s«#c5  /*  ösino 

J sec  OÖCD  =J  QJgi  = /r=Siö“2 


i-  • 5 .)  s ’ • X 

. . » .1.1* 


• » t • i 


/»flsinö  P dsinö'  ? ’ 
2%/1-f-sinö  *y  1— sinö  * 

# • » - l 

= ^{1(1  + sin  ö)  — l (1  — sinö)} 

1 1 -f sin»  ! cos(46Q-|5)« 

2 1 — sin«  2 ain(4g0  lö). 

z 

. . ' , , ' • , t.  ;u  1 

» 1 cot  (45° — I ö) = 1 tang  (450 5) 


. j'  i 


i ••# 
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y?angU05=-/-g^=-l 


cos« ; 


s>a,  _ tang(46°+ gÄ,) 

/ . sec  ü 00  = 1 j 

tang  (45°  -f*  ^ B) 

i * * * • 

yOJV  _ n_  _ cos  Bx 

tang  «6«  = "cösjf  ’ 

b 4 


folglich  nach  d$ra  Obigen 


•r  > 


» tang(450  + 2-Bi) 

S=a»tang®^-^+l 


1 


taug  (45°  + ^B) 


oder 


S=£a2tang@  1 


cos  Bi  tang  (45°  -f  ^ Bx) 
cos  B tang  (45°  -f  B) 


Es  ist  aber  auch  < 

* • . « * 

1 ^ ;v  - : I " 1 l ‘ 

cosZ?=sin(90°-f-2?)=2sin  (45°  -f  ^ ß)  cos (45°  -\--^B)f 

cos  Bx  = sin  (90°  + Bx)  =2  sin  (45°  + ^ *i)  cos  (45<>  + ; 


j* 


folglich 


cos  B tang  (45°  -f  « 2 sin  (45°  -f*  B)1, 

1 1 

cos  Bx  tang  (45°  +2^1) =2  sin  (45° 


und  daher  nach  dem  Obigen: 


S=2aatang0l 


sin  (45°  -f-  c>  Bx) 
sin  (45o  -f  ^B) 
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# . 

\ 

oder  . { 

' i 

cos  (45°  — <*B\) 

S=2aatang®  1 j . 

,cos(45° — 2^ 


Bezeichnen  wir  jetzt  den  Flächeninhalt  des  loxodromischeö 
Dreiecks  A0A1  A2  inTaf.  II.  Fie.3.  durch  Ff  so  ist  in  dem  ersten  der 
beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle  nach  dem  Vorhergehenden; 

cos  B2  tang  (45°  -f-  ^-2^) 

F =aatang  ©j  1 j 

cos  B0  tang  (45<>  -f  £ B0) 

• J 

cos  B2  tang (45°  -f  ^B2) 

a2tang©0l 1 

cos  Bx  tang  (45°  -f  ^ B{) 

cos  Bi  tang  (45°  -f-  £-/?,) 

— ct*tang©2l 1 * 

cos  B0  tang  (45°  -f  ^ ) 


also,  wie  sogleich  in  die  Augen  fällt: 

F=  «»  Jtang  0„  1 + tang  ©, , + tang  0a  l2jg£J 


a2{tang  ©0 1 


tang  (45°  +2  B*) 


-f- tang  6^1 


+ tang©ai 


tang  (45°  + 2^1) 

taug  (45° 
tang  (45°  -f  ^ B^) 

tang  (45°  +-/?,) 


* ' tang (45°  -f  2^0) 


1 1 1 1 .N| 


Nach  dem  Obigen  verschwendet  aber  der  ganze  zweite,  ab- 
gezogene, Theil,  und  es  ist  also: 
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. K « gcosßt  Ä .cos/?«  , , ~ • COsß  0 f 

F=a  j tang  «„ ( ^ +t»eg 0, 1 + tang 0, I— • 

Auch  findet  man  mittelst  des  Obigen  sogleich: 

siD  (45°+?B,)  \ 

, F=2a*{tang©0l 


oder 


-f-tang©|I 


in(45»+££*)  i 
4-  ö£i)f 


sin  (45 


T 


sin(45°  + jtf0) 


1 


-f-  tang@2I 


sin  (45°  + ,j  Bq) 
siu(450+^£,)  j 


F = 2«*{tang©0f 


cos  (45° 

cos  (45°  —^-^2) 


cos  (45°—  £-2*2) 

-ftang*©^  — 

cos  (45°  - 2#o)| 


+ tang  ©2 1 


cos  (45®  — 2*  ß o) 
cos  (45® — 


4 ^ dem  zweiten  der  beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle 
ist  auf  ganz  ähnliche  Weise : 


F=a2  tang©0l 


-fa2  tang  ©^  1 


cos/?2tang(45°-f|Ä2) 
cos  ß^  tang  (45°  +?j>ßl) 

cos  ßx  tang  (45°  -f  ^Z?A) 
cos  ßb  tang(45ü  + ^ J?0) 


Theil  XVI. 
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l 


fl2  fang  0X  I 


cos tang  (45°  -f  ^B 2) 
cos  B0tang(45°  +JjrB0)  * 


also,  wie  sogleich  erhellet: 


r ^ .cosB,  . , _ .cosl?»  . . ^ ,cosZ?0  , 

/ =-o2?  tang  ®° 1 + ta"g  ®1 1 T^TTT  + tan8  8 2 1 * 


cosB0 


COS  Bl 


, tang(450-fJ-Z?2) 

-f-rta{tang0ol 1 

tang(45°-f-^-ß1) 


1 


\ tang  0jl 


-Mang02l 


tang  (45°  + ^B0^ 
tang  (45°  + .jW' 

tang(45°-|-tj^1) 


tang  (45o  + -B0) 
also,  weil  nach  dem  Obigen  der  zweite  Theil  verschwindet: 

F=-a*  j tang®„l  + tang  ©,1  + tang  ©*  I | 

Auch  findet  man  mittelst  des  Obigen  sogleich : 

sin(45°  -f  i Bx) 

— 2a2{tang0ol = 

sin  (45°  +^2) 


+ tang 


+ tang  02 1 


sin  (45°  +2  J?a) 
sin  (45° -f  \B0)\ 

sin  (45°  + | B0) 
sin  (45°  /?j) 


oder 
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— 2«2  {tang  0O  i 


cos(45° — ^^1) 


1 


cos  (45  - 2^2) 

cos  (45°  ->  \b2) 
+ tang01! t 

cos  (45°  — 2 ^°)| 


-f  tang@2l 


cos  (45°  -5Ä0) 
cos  (45°  — \b{) 


Folglich  ist,  wenn  man  nur  immer  das  Zeichen  so  nimmt,  dass 
t positiv  wird,  allgemein: 

F=±  “2  l‘anß  ® • 1 3; + tans  1 cSi% + tans0* 1 S i * • 


oder 


oder 


F=^:2aa{tang0o  I 


sin  (45  ° + 2^i) 


-f  tang  0,  l 


sin  (45°+  ^ B<l) 
siu(450+i-j5.>)J 


sin(45°+2  #0) 


+ tang02l 


sin  (45°  + 2 B0) 
sin  (45° -f^,) 


/ 


3* 
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F— 


cos  (45°  — 2^) 

dt  2a*  (tang  G0\ : T 

cos  (45°  — 2 &*) 


+ taog  <9j  1 


-f  tang@2l 


cos  (45  °—  2^*2) 
cos  (45°  — ~ 2?0)| 

cos(450-g-Ä0) 
cos  (45°  — ^ 


Auch  ist 


^ . a (,  { COsZ?j  Yang0o  . I fC0sB2\l™gQi  /COS#,  YaDß0*f 

F=±o  +1\555j  +'(^;  i 


oder 


F= 


ÄI  j/cos B1  \tang0o/cos^2,\tang01^cos^o  \«ang6t| 

±0,H^S*J  VS5ST/  *’ 


oder 


jF=±  0*  1 {cosB^0»-*8®»  cos  B t'seo-‘60.  cosß2'Se>-|6®«l  ’ 


oder 


*ih(6>a— ®i)  ain((90— 02)  sin(g1->0ö) 

Fz=z±  G*1  {c<jsJ5oCOS0aCOs6>i  COSjßi ©0C0S 02COs2?2co®  »i cos ®0 }. 

Weil  nach  dem  Obigen 

tang©0= 

tang(45°+2 

I j , 

tang(45°  + 2'B») 

tang®,  — — 

tang(45°+2  Bj) 

, j 

tang(45°+?i?0) 
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tang®,  = L°  L-\ 

fang  (45°  g-  Ba) 

tang  (43°  -f  i 2?i) 


ist,  so  ist  such 

1 t- 

sin  (45°  + iy-^i) 

F=±^\(L0~L,) — 

^tang(45°+£  B0) 

tang(45°+1j£1) 

sin(45°  + jJ5,) 
sin  (43°  + jcBz) 

+ 0-.-I*) \ 

tang(45°+ö#i) 

, 2 

tang  (45°+  ^2?a) 

sin  (45°  +i  Bj) 

I L 

sin(45»+?/f0) 

+ (-^2  'mL0) J 

tang(45°+2^2) 
tang^+^ÄJ 


oder 


/ 


% 
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f'=dfc2«*|  (Lu-Lt) 


lsin(45”+ j B0 ) -I  sin  (45  "+  \ ß„) 
ltang(45  + jß„)— I tang(45°  + .^ß,) 


\ 


+ (Ly  ~L2) 


+ ( 1*2, — L0) 


Uin(450+  \bx)-\  sin  (45°  + ^ B%) 

I tang (45°  +^#i)— ltang(45°+|  #*)( 

I sin  (45°  + |7?a)— lsin(45°  + ^ /?„) 


Itang (45 0 -\r^B% )— ltang(45°-f-  B 0)  / 


Durch  diese  bemerkenswerthe  Formel  wird  also  der  Flächen- 
inhalt des  loxodromischen  Dreiecks  auf  der  Kugel  bloss  durch 
die  Längendifferenzen  und  die  Breiten  seiner  drei  Spitzen  ausgedrückt. 

Ich  will  jetzt  diese  Betrachtungen,  ungeachtet  ihres  theoreti- 
schen Interesses,  nicht  weiter  fortsetzen,  weil  sie  eine  praktische 
Anwendung  nicht  darbieten , bemerke  aber  noch , dass  sich  auch 
der  Flächeninhalt  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreiecks  auf 
der  Oberfläche  eines  Ellipsoids  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 
bei  loxodromischen  Dreiecken  auf  der  Kugel  ermitteln  lassen 
würde;  indess  können  die  Integrale,  auf  welche  diese  Untersu- 
chung führt,  nur  durch  unendliche  Reihen  dargestellt  werden, 
und  ich  will  daher  die  Mittheilung  derselben  lieber  einem  spätem 
besondern  Aufsatze  Vorbehalten , wenn  es  mir  gelungen  sein  wird, 
durch  das  Vorhergehende  das  Interesse  der  Leser  für  diese  Un- 
tersuchungen vielleicht  einigermaassen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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III. 

, * ' 

Heber  die  Aufstellung  des  Messtisches 
über  einem  auf  der  Erde  gegebenen 

Punkte* 

I, 

Von  dem 

Herausgeber. 


Der  Gebrauch  des  Messtisches  erfordert  bekanntlich  last 
immer,  denselben  so  aulzustellen,  dass  ein  auf  dem  Tische  gege- 
bener Punkt  lothrecht  über  einem  auf  der  Erde  gegebenen  Punkte 
sich  befindet,  dabei  aber  auch  zugleich  der  Tisch  horizontal  s^teht, 
und  eine  durch  den  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkt  gehende 

fegebene  gerade  Linie  auf  dem  Tische  nach  einem  zweiten  auf 
er  Erde  gegebenen  Punkte  gerichtet  ist.  Zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  bedient  man  sich  bekanntlich  des  einfachen  Instruments, 
welches  man  eine  Einloth-Gabel  oder  Einloth -Zange  zu  nennen 
pflegt.  Wer  aber  mit  der  Messtisch -Praxis  gehörig  vertraut  ist, 
wird  mir  hoffentlich  darin  beistinunen,  dass  auch  ungeachtet  des 
Gebrauchs  der  Gabel  oder  Zange  die  genaue  Lösung  dieser  Auf- 
gabe immer  mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  und  dass  man 
sich  meistens  mit  einem  blossen  „Bein ah e“  zu  begnügen  ge- 
zwungenist. Auch  sagt  ja  u.  A.  schon  Böhm  in  seiner,  praktischen 
Feldmessern  immer  noch  zu  empfehlenden  Gründlichen  Anlei- 
tung zur  Messkunst  auf  dem  Felde.  Dritte  Auflage 
von  J.  G.  J.  Cämmerer.  Frankfurt  a.  M.  1807.  S.  19L: 
„Den  Messtisch  in  dem  Punkte  B auf  der  Erde  so  aufzustellen, 
dass  derselbe  zu  gleicher  Zeit  horizontal  stehe,  wenn  der  Punkt 
b auf  dem  Tische  über  B auf  dem  Felde  und  die  Linie  ab  des 
Tisches  in  einer  bestimmten  durch  bB  gehenden  Vertikalebene  liegt, 
sei  eine  allerdings  nicht  ohneUebung  und  grosse  Auf- 
ra  erksamkeit  aufzulüsendeAufgab  e.“  Der  Grund  der  Schwie- 
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rigkeit  dieser  Aufgabe  liegt,  wie  ein  Jeder  gleich  übersieht,  lediglich  in 
dem  Umstande,  dass  sich  der  Tisch  nach  der  gewöhnlichen  Ein- 
richtung nur  um  seinen  Mittelpunkt,  d.  h.  bloss  centrisch,  nicht  auch  ex- 
centrisch drehen  lässt,  und  es  bat  daher  nicht  an  Vorschlägen  gefehlt, 
diesem  Uebelstande  durch  verschiedene  besondere  Einrichtungen  des 
Tisches  abzuhelfen.  Man  hat  das  Tischblatt  in  einemRahmen  verschieb- 
bar gemacht,  ein  Vorschlag,  der,  wenn  ich  mich  recht  erinnere, 
zuerst  von  Bug  ge  gemacht  worden  ist,  und  sich  bei  mehrereu 
älteren  Messtischen,  die  mir  vorgekommeu  sind,  in  Ausführung 
gebracht  findet;  ja  man  hat  sogar  vorgeschlagen , den  Messtisch 
nach  Art  einer  i&ollmannischen  Scheibe  zu  gebrauchen,  d.  h.  alle 
Winkel  mittelst  des  Diopterlineals  oder  der  Kippregel  an  den 
Mittelpunkt  des  Tisches,  in  weichem  ein  Stift  ein^escnlagen  wird, 
anzutragen,  und  dieselben  dann  durch  Paralleilinien  mittelst  der 
dazu  erforderlichen  bekannten  einfachen  Werkzeuge  (M.  s.  z.  B. 
Neueste  Versuche  zur  Erleichterung  der  praktischen 
(Geometrie,,  von  Voigt,  Gonreetor  in  Quedlinburg.  Leip- 
zig. 1792»)  oder  mit  Hülfe  eines  dreibeinigen  Zirkels  (M.  s.  z.  B. 
Beiträge  zur  Beförderung  geometrischer  und  geagra^ 
phischer  Messungen  für  diejenigen,  welche  derglei- 
chen Geschäfte  zu  leiten  haben,  von  Tabor.  Frankfurt 
a.  M.  1804.)  an  die  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkte  zu  über- 
tragen. Wie  unpraktisch  Vorschläge  der  letzteren  Art,  und  wie 
wenig  förderlich  dieselben  der  grossen  Geuauigkeit  sind,  weiche 
sich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Messtische  allerdings  errei- 
chen lässt,  übersieht  ein  Jeder  auf  den  ersten  Blick,  und  solche 
künstliche  mechanische  Einrichtungen,  wie  die  ersteren,  halte;  ich 
für  eben  so  wenig  praktisch,  da  sie  der  so  überaus  nöthigen  uod 
wichtigen  Festigkeit  und  Solidität  des  Tisches  schaden,  und  doch 
auch  nicht  alle  von  ihnen  gehoffte  Bequemlichkeit  und  Sicherheit 
darbieten.  Dass  der  Tisch  bloss  um  seinen  Mittelpunkt  drehbar 
sei  und  bleibe,  scheint  mir  eine  Einrichtung  zu  sein,  die  man  nie 
und  nimmermehr  verlassen  darf,  wenn  man  nicht  der  Genauigkeit 
der  so  vielen  schonen  Arbeiten,  welche  sich  mit  dem  Messtische 
ausführen  lassen,  wesentlichen  Eintrag  thun  will.  Aber  dann 
freilich  bleibt  immer  die  Nothwendigkeit  einer  zweckmässigen  Lo- 
sung der  fraglichen  Aufgabe;  denn  sich  mit  einem  blossen  „Bei- 
nahe“ zu  begnügen,  und  sich  bei  der  ziemlich  allgemein  verbrei- 
teten Meinung  zu  beruhigen,  dass  eine  eioigermassen  excentriscbe 
Aufstellung  cles  Messtisches  der  Genauigkeit  der  Operationen 
nicht  schade,  scheint  mir  wenigstens  dem  Wesen  einer  strengen 
Wissenschaft  nicht  angemessen  zu  sein,  indem  man  gar  nicht 
wessen  kann,  wie  weit  bei  oft  so  complicirten  Operationen  kleine 
Fehler  in  der  Aufstellung  des  Tisches  sich  fortpflanzen.  Ich  stehe 
nicht  an,  die  Ueberzeugung  auszusprechen,  dass  eine  stets  genau 
richtige  Aufstellung  des  Messtisches  über  dem  eigentlichen  Sta- 
tionspunkte der  Genauigkeit  und  Sicherheit  der  Operationen 
(z.  li.  bei  Aufnahmen  aus  dem  Umfange)  mit  diesem,  be- 
sonders bei  seinen  neueren  schönen  Einrichtungen  zur  Ho- 
rizontalstelluog  der  Planchette,  zur  feinen  Horizontalbewegung, 
bei  den  neueren  Verbesserungen  der  Kippregel, , dass  man  z.  B. 
nicht  das  Ocular  nebst  seinem  Fadenkreuze,  sondern  vielmehr 
das  Objectiv  mittelst  einer  feinen  Schraube  beweglich  einrichtet, 
u.  s.  w.,  in  vielen  Beziehungen  so  ausgezeichneten  und  der  geo- 
rischen  Schärfe  sich  so  sehr  nähernden  Instrumente  w esentlich 
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förderlich  «ein  wird«  Ja  ich  glaub«  mit  Recht  sagen  zu  können, 
dass  sieb  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Messtische  mit  einer 
gewissen  Eleganz  arbeiten  lässt,  und  eben  uni  diese  Eleganz 
bei  den  Messtischarbeiten  zu  erhöhen,  habe  ich  mich»,  wie  ich 
nicht  leugne,  ziemlich  lange  damit  beschäftigt,  ein  zweckmässiges 
und  völlig  sicheres  Verfahren  zur  richtigen  Aufstellung  des  Ti- 
sches aulzufinden.  Manches  hat  sich  mir  seit  dem  öfter  wieder- 
holten Nachdenken  über  diesen  Gegenstand  dargeboten;  aber  end- 
lich bin  ich  bei  einem  Verfahren  stehen  geblieben,  welches  ich 
im  Folgenden  in  der  Kürze  beschreiben  will,  ohne  dass  ich  es 
ior  nuthig  halte,  mich  auf  die  Erläuterung  seiner  Gründe  einzu- 
iassen,  da  es  an  sich  so  böebst  einfach  ist,  dass  die  Gründe  ein 
Jeder  sogleich  selbst  übersehen  wird.  So  einfach  die  Sache  auch 
an  sich  ist,  so  halte  ich  sie  doch  für  hinreichend  wichtig,  um  die 
Mitthcihing  des  in  Rede  stehenden  Verfahrens  an  diesem  Orte 
zu  rechtfertigen,  und  glaube  überzeugt  sein  zu  dürfen,  dass  ein 
Jeder,  wer  dieses  Verfahren  bei  seinen  Arbeiten  nur  einmal  m 
Anwendung  gebracht  bat,  es  nie  wieder  verlassen  wird.  Es  sollte 
mich  fast  nicht  wundern,  wenn  dasselbe  schon  bekannt  wäre,  was 
mich  aber  nicht  hindern  kann,  es  hier  mitzutheilen,  da  ich  wenig- 
stens mich  nicht  erinnere,  in  der  mir  zu  Gebote  stehenden  ziem- 
lich reichen  Literatur  desselben  schou  früher  Erwähnung  gethan 
gefunden  zu  haben. 

Der  Mittelpunkt  des  Tischblattes  muss  genau  bezeichnet  sein, 
w'ozu  aber  zwei  kleine  sich  durchkreuzende  Bleistiftlinien  völlig 
hinreicben.  Unten  am  Stative  zwischen  den  Füssen  des  Tisches, 
möglichst  genau  im  Mittelpunkte  der  Drehung  des  Tisches,  und 
also  übereinstimmend  mit  dem  auf  dem  Tischblatte  bezeichneten 
Mittelpunkte  desselben,  den  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegea 
M nennen  wollen,  muss  ein  Häckchen  oder  eine  andere  derartige 
einfache  Einrichtung  angebracht  sein,  um  daran  ein  fast  bis  auf 
den  Erdboden  reichendes  Lotb  aufhängen  zu  können. 

Der  Stationspunkt  auf  dem  Erdboden  sei  A,  und  B sei  ein 
zweiter  Punkt  auf  der  Erde,  nach  welchem  von  A ans  die  gerade 
Linie  AB  gerichtet  ist  Ein  auf  dem  Messtische  gegebener  Punkt 
sei  a und  ab  sei  eine  von  demselben  ausgehende  gerade  Linie, 
welche  gleichfalls  auf  dem  Messtische  gegeben  ist.  Man  soll  den 
Tisch  so  aufstellen,  dass  das  Ti  sch  Watt  horizontal  ist,  der  Punkt 
a sich  lothrecht  über  A befindet,  und  die  gerade  Linie  ah  auf 
dem  Messtische  der  Linie  AB  auf  dem  Felde  entspricht,  oder 
die  Linie  ab  auf  dem  Tische  nach  dem  Punkte  B aut  dem  Felde 
orientirt  ist. 

Dies  zu  bewerkstelligen,  stelle  man  den  Tisch  mittelst  des 
im  Mittelpunkte  der  Drehung  hängenden  Lothes  so  auf,  dass  der 
Mittelpunkt  M der  Planchette  lothrecht  über  A steht,  und  bringe 
das  Tischblatt  mittelst  der  bekannten  drei  Messing  - Schrauben 
zur  feilten  Horizontalstellung,,  die  bei  der  hier  vorhabenden 
Operation  wo  möglich  nicht  fehlen  dürfen  , und  des  Ni- 
veaus in  horizontale  Lage,  zwei  Erfordernisse,  denen  mit  der 
grössten  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  zugleich  entsprochen  wer- 
den kann.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel  an  ab  und  orientire 
den  Tisch  mittelst  der  Mikrometerscnraube  oder  der  Schraube 
ohne  Ende  genau  nach  B.  Dann  Jege  man  die  Kippregel  an  aMy 
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und  trage  die  Linie  aM  von  M aus  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
dieses  Punktes  an  die  Kippregel  an,  wodurch  man  in  der  Rieh* 
turfg  der  Kippregel  auf  dem  Messtische  einen  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  von  M ebenso  weit  von  M wie  a entfernten  Punkt 
a‘  erhält.  Diesen  Punkt  a4  lothe  man  mittelst  der  Gabel  auf  den 
Erdboden  ab,  wodurch  man  auf  letzterem  den  dem  Punkte  a'  ent- 
sprechenden Punkt  A erhält.  Nun  nehme  man  den  Messtisch 
weg,  stelle  ihn  vermittelst  des  im  Mittelpunkte  der  Drehung 
hängenden  Lothes  so  auf,  dass  der  Mittelpunkt  M der  Pianchette 
lothrecht  über  A steht,  und  bringe  das  Tischblatt  mittelst  der 
bekannten  drei  Schrauben  und  des  Niveaus  in  horizontale  Lage. 
Endlich  lege  man  die  Kippregel  wieder  an  ab  und  orientire  den 
Tisch,  ohne  denselben  sonst  im  Geringsten  zu  verrücken, 
genau  nach  B,  so  wird  man  jederzeit  zugleich  das  Loth 
der  in  den  Punkt  a gebrachten  Gabel  mit  aller  irgend  erforder- 
lichen Genauigkeit  über  dem  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Stations- 
punkte A einspielen  sehen,  und  hierdurch  also  eine  völlig  genaue 
Aufstellung  des  Tisches  bewirkt  sein.  Angenommen  wird  hier- 
bei, dass  der  Punkt  B eine  merklich  grosse  Entfernung  von  dem 
Punkte  A habe,  was  man  aber  bei  Operationen  mit  dem  Mess- 
tische, namentlich  bei  Anwendung  der  mit  einem  Fernrohr  ver- 
sehenen Kippregel,  anzunehmen  gewiss  immer  vollkommen  berech 
tigt  sein  wird. 

Bemerken  will  ich  übrigens,  dass  man,  nachdem  man  den 
Mittelpunkt  des  Tisches  lothrecht  über  A gebracht  und  das  Tisch- 
blatt horizontal  gestellt  hat,  wenn  man  mit  völliger  geometrischer 
Strenge  verfahren  wollte,  eigentlich  erst  durch  Al  eine  Parallele 
mit  ab  auf  dem  Tischblatte  ziehen,  die  Kippregel  an  diese  Paral- 
lele legen,  den  Tisch  nach  B orientiren,  und  dann  weiter  wie 
vorher  verfahren  müsste.  Das  Unpraktische  dieser  Procedur  liegt 
aber  zu  sehr  auf  der  Hand,  als  dass  ich  darüber  noch  ein  Wolrt 
verlieren  sollte,  und  auch  durch  das  erstere  Verfahren  wird  man 
sich  hoffentlich,  wenn  nur  der  Punkt  B ziemlich  weit  entfernt 
ist,  was  die  zuletzt  erreichte  vollkommen  richtige  Stellung  des 
Tisches  betrifft,  stets  vollkommen  befriedigt  finden. 

Freilich  aber  wird  man  gegen  das  angegebene  Verfahren  so- 
gleich zwei  Einwände  machen. 

Erstens,  wird  man  sagen,  ist  das  zweimalige  Aufstellen  des 
Tisches  auf  demselben  Stationspunkte  zeitraubend.  Hierauf  kann 
ich  nichts  weiter  entgegnen,  als  dass  nach  meiner  Erfahrung  die- 
ses zweimalige  Aufstellen  des  Tisches  auf  demselben  Stationspunkte, 
in  der  Weise  nämlich  wie  es  oben  gelehrt  worden  ist,  nicht  zeitraubender 
ist  als  das  gewöhnliche  Verfahren  durch  mehrfaches  Probiren  und 
das  dadurch  nöthig  gemachte  öftere  Verrücken  des  Tisches,  dass 
aber,  wenn  auch  selbst  das  vorgeschlagene  neue  Verfahren  etwas 
mehr  Zeit  als  das  gewöhnliche  kosten  sollte,  man  dafür  durch  die 
völlig  regelrechte  und  sichere  Procedur  bei  dem  neuen  Verfahren 
und  die  grössere  Genauigkeit  des  Endresultats  vollkommen  ent- 
schädigt wird. 
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Zweitens,  wird  man  einwenden,  entspricht  das  Uebertragen  der  Ent* 
fernung  ad#  nach  a'M  an  der  an  aM  liegenden  Kippregel  nur  wenig 
einer  gesunden  Praxis.  Auch  dies  zuzugeben,  bin  ich  im  Ganzen 
geneigt,  glaube  aber,  dass  sich  diesem  Uebelstande  durch  eine 
neue  Einrichtung  der  Gabel  vollkommen  abhelfen  lässt.  ' Ich 
würde  nämlich  der  Gabel  etwa  die  in  Taf.  II.  Fig.  3.  dargestellte  Ein- 
richtung geben.  An  der  gewöhnlichen  Gabel  ist  ein  Lineal  oder 
eine  Kegel  yv'  angebracht,  die  in  ihrem  Mittelpunkte  « und  in  zwei 
andern  zweckmässig  gelegenen  Punkten  ß,  ß'  drei  ganz  kleine  völlig 
gleich  lange  Spitzen,  mit  denen  die  Regel  an  diejKippregel  an- 
gelegt werden  jkann,  hat,  und  eine  hinreichend  weit  getriebene 
Maasseintheilung  trägt,  die  ihren  Nullpunkt  bei  a.  hat  und  von  da 
au  nach  y und  y'  hin  aufgetragen  ist.  Der  Punkt  d,  in  welchem 
das  Loth  hängt,  muss  bei  dem  Gebrauche  der  Gabel  an  der  hori- 
zontal gestellten  Planchette  genau  vertikal  unter  der  Spitze  a lie- 
gen. Der  obere  Arm  der  Gabel  muss  aber  in  einer  Nuthe,  an  der 
eigentlich  die  Regel  befestigt  ist,  etwas  verschiebbar  sein,  und 
sich  mittelst  einer  oder  besser  zweier  Schrauben,  die  in  der  Figur 
angedeutet  sind,  in  der  Nuthe  feststellen  lassen,  weil  ohne  diese 
Einrichtung  die  Spitze  a nicht  genau  an  den  Mittelpunkt  M der  Plan- 
chette würde  gebracht  werden  können,  was,  wie  sich  gleich  nach- 
her zeigen  wird,  erforderlich  ist.  Der  Gebrauch  dieser  Einrich- 
tung der  Gabel  bei  dem  in  Rede  stehenden  Uebertragen  von  aM 
nach  o!M>  wobei  natürlich  die  Regel  an  der  an  aM  gelegten  Kipp- 
regel und  die  Spitze  a an  dem  Mittelpunkte  M des  Tischblattes 
liegen  muss,  una  dem  darauf  folgenden  Ablothen  des  Punktes  a‘ 
aut  den  Erdboden,  wodurch  man  auf  letzterem  den  a t entsprechen- 
den Punkt  A'  erhält,  wird  einem  Jeden  sogleich  erhellen,  ohne 
dass  ich  darüber  noch  Etwas  zu  sagen  brauche.  Die  richtigen 
Verhältnisse  der  einzelnen  Theile  der  Gabel  zu  den  Dimensionen 
der  Planchette  w ird  jeder  geschickte  Mechanikus  gleichfalls  selbst 
zu  treffen  wissen.  Nur  auf  den  folgenden  Punkt  darf  ich  nicht 
unterlassen  noch  aufmerksam  zu  machen. 

Bei  dem  Ablothen  eines  auf  dem  Tische  gegebenen  Punktes 
auf  den  Erdboden  sind  nämlich  oft  die  Füsse  des  Tisches  und 
andere  Theile  des  Stativs  hinderlich.  Dieser  Fall  kann  also  auch 
eintreten,  wenn  man  bei  dem  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Ver- 
fahren den  Punkt  a'  auf  den  Erdboden  ablothen  soll,  um  den 
neuen  Aufstellungspunkt  A'  des  Mittelpunkts  des  Tisches  zu  er- 
halten, aber  auch  nur  dann,  weil  das  neue  Verfahren' sonst  das 
Ablothen  keines  anderen  Punktes  auf  den  Erdboden  in  Anspruch 
nimmt.  Diesem  Uebelstande  lässt  sich  aber  bei  dem  neuen  Ver- 
fahren sehr  leicht  begegnen,  wenn  man  nur  an  der  an  aM  lie- 
genden Kippregel  einen  anderen  Punkt  als  a‘  aufsucht,  welcher 
sich , ohne  jenes  Hinderniss,  bequem  auf  den  Erdboden  ablothen 
lässt,  und  bei  zweckmässiger  Einrichtung  des  Stativs  des  Mess- 
tisches gewiss  immer  gefunden  werden  kann.  Bezeichnen  wir 
diesen  Punkt  durch  au , und  lothen  ihn  auf  den  Erdboden  ab,  wo- 
durch wir  auf  letzterem  den  Punkt  A"  erhalten,  so  brauchen  wir 
nur  an  der  Skale  der  Regel  der  Gabel,  die  an  der  Kippregel  liegt, 
die  Entfernung  des  Punktes  a"  von  o',  d.  h.  die  Linie  a'V,  zu 
messen , und  eine  derselben  gleiche  Linie  auf  dem  Erdboden  von 
A"  an  auf  der  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Linie  AA"  nach  der 
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gehörigen  Richtung  hin  abzumessen,  so  ist  der  Endpunkt  dieser 
abgemessenen  Linie  der  gesuchte  Punkt  A\  wie  auf  der  Stelle 
erhellet  Also  auch  dem  bei  (lern  gewöhnlichen  Verfahren  öfters  eintre- 
tenden Uebelstande , dass  die  Fusse  des  Tisches  oder  andere 
Theile  des  Stativs  einem  genauen  Ablotben  der  Punkte  auf  dem 
Tische  auf  den  Erdboden  hinderlich  sind,  wird  durch  das  neue 
Verfahren  so  gut  wie  ganz  abgeholfen,  was  demselben  vielleicht 
auch  zu  einiger  Empfehlung  dienen  wird. 

Ich  glaube,  dass  man  dem  hier  besprochenen  Gegenstände 
in  neuerer  Zeit  zu  wenig  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  sich  zu 
sehr  bei  dem  Glauben  beruhigt  hat,  dass  nicht  sehr  grosse  Excen- 
tricitäts  fehler  bei  der  Aufstellung  des  Tisches  der  Genauigkeit 
der  Operationen  keinen  wesentlichen  Eintrag  thun*).  Ich  halte  den 
Messtisch  bei  richtiger  Anwendung  und  recht  zweckmässiger  Eln- 
richtungfiirein  sehr  genaues  geometrisches  Constroctions-Instrument, 
und  bin  daher  der  Meinung,  dass  man  alle  Quellen,  aus  denen 
Fehler  entspringen  können,  soviel  als  irgend  möglich  zu  versto- 
pfen suchen  muss.  Elin  kleiner  Mehraufwand  von  ^eit,  wenn  der- 
selbe sich  wirklich  ergeben  sollte,  darf  dabei  nicht  in  Anschlag 
gebracht  werden*  Leider  wird,  wenigstens  in  einigen  Ländern, 
der  Messtisch  jetzt  bei  Weitem  nicht  mehr  so  häufig  m Anwen- 
dung gebracht  wie  früher,  und  droht  fast  ganz  durch  andere  In- 
strumente, namentlich  durch  die  Boussole,  verdrängt  zu  werden. 
Ohne  manche  von  der  Boussole,  bei  welcher  allerdings  namentlich 
Excentricitätsfehler  in  der  Aufstellung  nicht  Vorkommen  können, 
dargebotene  Vortheile  irgend  in  Abrede  stellen  zu  wollen,  vermag 
ich  die  Einführung  dieses  Instruments  auf  Kosten  des  Messtisches 
doch  nicht  für  einen  Fortschritt  in  den  Vermessungsgescbäften  2u 
erkennen,  und  wünsche  sehr,  dass  der  Messtisch  wieder  allge- 
meiner in  Gebrauch  kommen  möge,  wie  dies  auch  in  manchen 
Ländern,  so  viel  ich  weiss  z.  B.  in  Sachsen  und  Hessen,  auch  in 
Oesterreich,  mit  Recht  immer  noch  der  Fall  ist.  Die  obigen  Zei- 
len haben  ihren  Zweck  erreicht,  wenn  sie  dazu  Einiges,  beizutra- 
gen geeignet  sein  sollten. 


*)  In  dem  Handbuch  de»  Feldmessens  und  Nivellirens 
in  den  gewöhnlichen  Fällen  von  Crelle.  Berlin.  182$.  8.  S. 
82.  heisst  es  z.  B. : „Da  es  aber  anf  eine  solche  Genauigkeit  selten  an- 
kommt, indem  es  in  den  meisten  Fällen  nur  einen  unmerklichen  Unter- 
schied macht,  wenn  der  Punkt  auf  dem  Messtische  selbst  um  einen 
Fuss  seitwärts  über  dem  zugehörigen  Punkte  am  Boden  Hegt,  so  ist  die 
Einlothzange  eigentlich  in  der  Regel  nicht  nöthig,  und  ihr  Gebrauch 
verursacht  nur  Aufenthalt “ eine  Ansicht,  'der  ich  durchaus  nicht  bei- 
stimmen kann,  denn  die  Natur  des  Messtisches  erfordert  geometrische 
Genauigkeit.  Die  so  sehr  grosse  Genauigkeit  und  Sorgfalt  erfordernden 
Umfangs  - Messungen , die  man  doch  öfters  nicht  umgehen  kann , habe 
ich  schon  oben  besonders  hervorgehoben. 
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IV. 

Heber  die  Bewegung  einer  Magnet- 
nadel unter  dem  Kinllbsse  eines  un- 


begränzten  galvanischen  Stroms. 

• ' 1 ' Von 

•*$& .v* 4 # i.< 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Professor  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsrnhe. 


NS  (Taf.  II.  Fig.  4.)  sei  eine  Magnetnadel,  deren  Mitte 
O sei,  ON=z  OS=l;  in  R stehe  auf  der  Ebene  der  Figur,  in 
der  allein  die  Nadel  sich  drehen  könne,  ein  unbegränzter  Draht 
senkrecht,  in  welchem  ein  positiver  galvanischer  Strom  abwärts 
steige.  Ist  N der  Nordpol  der  Nadel,  £ ihr  Südpol,  so  sucht 
der  Strom  den  Pol  N senkrecht  auf  NR  nach  aussen  (rechts), 
den  Pol  S,  senkrecht  auf  RS  nach  aussen  (links)  zu  bewegen. 

Ist  fi  eine  Konstante,  so  ist  die  in  N wirkende  Kraft  bekanntlich 

* / 


die  in  £ wirkende  Ist  der  Winkel  NOR , 

den  am  Ende  der  Zeit  t die  Nadel  mit  der  Linie  OR,  die  wir 
als  Axe  der  x annehmen,  bildet,  gleich  a,  und  nehmen  wir  OB 
als  Axe  der  y an,  so  ist 


NRPzxaP+l2 — -2a/cosa,  iV£a=öa-f-  + 2a/cosa,  (I) 
wenn  OR^za  gesetzt  wird. 

Die  Koordinateo  des  Punktes  R sind  /cosa,  Zsina;  somit  ist 
die  Gleichung  der  Linie  RN: 
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y — /sin«  = --—nc — (x  — / cosa) , 

,7  /cos« — a v ' 

% 

die  Gleichung  der  im  Punkte  N darauf  Senkrechten  somit 


, . « — /cos«.  , . 

y — /sin«  = — — (:r — /cos«) 


Fällt  man  vom  Punkte  O auf  diese  letztere  Linie  eine  Senkrechte, 
so  ist  deren  Länge : 


= ± 


/^sin2«  — a/cosa  + /^oos2« 

“"•V  > + (tS5)' 

/ (/  — Gcosa) 


Z2  — a/cos« 


(3) 


V/2  + fl2  — 2a/cosa  V Z2  + a2  — 2a/  cos« 


Man  zerlege  nun  die  in  ZV  wirkende  Kraft  in  zwrei  andere,  wovon 
die  eine  P senkrecht  auf  ON , die  andere  Q nach  ON  gerichtet 
ist.  Das  Moment  der  ersten  in  Bezug  auf  O ist  PI.  Dieses  Mo- 
ment wird  auch  gefunden,  wenn  man  die  Kraft  in  N multiplizirt 
mit  der  Länge  (3),  d.  h.  es  ist 

p,  /(/  — fl  cos«) 

~ \ra2  -f-  Z2  — 2a/  cos«  V P a2  — 2a/cos« 

— a cos«) 

~ a2  + Z2  — 2a/ cosa 

Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  setze  man  «=0,  so  ist  das 
Moment: 


. /*/(/  — a) 

■ ±1^-- 

Da  dasselbe  die  Nadel  rückläufig  (d.  h.  umgekehrt,  wie  die  Zei- 
ger einer  Uhr)  zu  drehen  strebt , und  a > /,  so  ist  das  obere  Zei- 
, chen  zu  wählen,  so  dass  das  Moment  (Kräftepaar),  welches  in 
N die  Nadel  rechtläulig  zu  drehen  strebt,  ist: 

ft/(/ — flCOS«)  • ' 

a2-f-/2 — 2fl/cos«  * 

Ganz  eben  so  findet  man  für  das  Kräftepaar,  das  in  £ die  Nadel 
rechtläufig  zu  drehen  strebt:  ...  < 

— fl  1(1  + «cos«)  ^ 

a2+/*  -f  2a/cos« 

Das  Gesammtmoment , das  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt, 
ist  also 
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pl  (Z— «qcos«) qcosft)  _ ‘i^ZfZ2  — q2)acos« 

a2-f-Z*- — 2«Zcos«  «a-f  Z2 -f  2a/cosa  (c^-fZ2)2 — 4a2/2cos2a 

* » 

Da  diese  Grosse  pegativ  ist,  so  sucht  also  die  Nadel  sich  rück- 
läufig zu  bewegen,  d.  h.  den  Winkel  « zu  vergrussern.  Ist  somit 
k das  Trägheitsmoment  der  Nadel,  in  Bezug  auf  O,  so  ist  die 
Gleichung  der  Bewegung: 

ö2«  2 gZ(a2 — Z*)acosa  2(il(a2 — Pl)aco8a  ' . 

k W ~ (a2  + Z2)2  — 4a2  Z2  cos2«“”  (a2 — Z2)2  -f  4a2 Z2 sin2«  * (4) 


Hieraus  folgt; 


, - 1 7 • »y  > • ‘ * 


ft) 


^ /a«\2  / 2aZsina\ 

27  U;  =arcltg=«wv+c- 


Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ( = -^)  im  Anfänge  der  Bewe- 
gung, für  welche  «=y  sei,  Null,  so  ergiebt  sich 

£ /0«\*  / 2 «Z(a2 — Z2)  (sin« — siny)  \ 

2ji  W ) ~ aFC  VS  ~ (o2  — /*)*+  4aa/2sinKsinyj/  5 (5) 


durch  welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  (=^,  in  so 

ferne  sie  « zu  vergrussern  strebt)  gegeben  ist.  Daraus  folgt  nun 
zunächst,  dass,  wenn  Z—  a,  d.  h.  wenn  der  Punkt  R auf  dem 
Umfange  des  Kreises  ist,  den  die  Pole  der  Nadel  beschreiben, 
keine  Bewegung  Statt  hat,  wo  auch  anfänglich  die  Nadel  sich  be- 
finde, so  dass  sie  also  in  jeder  Lage  in  Kühe  bleibt,  was  auch 
aus  (4)  folgt.  Ist  ferner  a >Z,  d.  h.  der  Punkt  R ausserhalb  des 
Kreises,  so  folgt  aus  (4),  dass  die  Nadel  anfängt  sich  nach  rechts 

75  ’ 

zu  bewegen  (rückläufig),  wenn  y<^  * und  aus  (5)  folgt , dass 

immer  «>y  sein  wird.  Ist  dagegen  «<Z,  d.  h.  R innerhalb  des 
Kreisumfangs,  so  wird  die  Nadel  sich  anfänglich  links  bewegen, 

75 

wenn  y<  un^  *mmer  sein.  Aus  (5)  ergiebt  sich  ferner, 
dass  wenn 


a>Z,  die  Nadel  zwischen  «=y  und  «=7r— y hin -und  herschwankt, 
» j>  j>  «=y  >t  «=:  (®"fy)  ff  ft  • 

Im  letztem  Falle  wird  aber  der  Draht  die  Bewegung  der  Nadel 
hemmen , wenn  nicht  y schon  negativ  ist.  R liegt  dabei  immer 
auf  der  Linie  OA. 

Aus  (5)  folgt  nun 
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TO-  — (6) 

__  2al (cP  — /*)  (sina  — siny)  ’ 

(a2 — P)2  + 4a2/*8inasiny 

woraus  die  Zeit  t bestimmt  wird.  Ist  «>/,  so  ist  (Ke  Zeit, 
weiche  von  einer  nussersten  Lage  zur  andern  verschwindet: 

J f*-y  , 8“  (7) 

J if  2 a/(o® — Z5) (sina — siny) 

v \ arc  (tg  — + 4oI/*8ino8iny' 

Für  den  besonderen  Fall,  dass  y=  0,  ist  diese  Grösse: 


da 


v 


„ 2a/sina 

arc^‘g='55 =_-/*-) 


Aus  (5)  folgt,  dass  die  rückkehrende  Bewegung  der  hingehenden 
gleich  ist,  ja  dass  die  beiden  Hälften  jeder  dieser  Bewegungen 
gleich  sind,  d.  b.  die  Bewegung  ist  der  eines  Pendels  ähnlich« 


Im  Vorstehenden  nahmen  wir  den  Punkt  R (Draht)  (Taf.  IL 
Fig.  5.)  als  fest  an,  und  untersuchten  seine  Wirkung  auf  eine 
bewegliche  Nadel.  Nunmehr  wollen  wir  die  Nadel  NS  als  unver- 
änderlich betrachten,  während  der  Punkt  R seinen  Ort  ändern 
könne.  Wir  nehmen  die  Axe  der  Nadel  OH  als  Axe  der  y,  and 
die  darauf  Senkrechte  OF  als  Axe  der  x an;  zugleich  mögen  x , 
y die  Koordinaten  des  Punktes  R sein.  Die  Gleichung  der  Linie 
RN  ist: 


y-v=ilJ(x-x), 

*v 

die  Gleichung  der  im  Punkte  N darauf  Senkrechten: 


l-y 


Fällt  man  vom  Punkte  O aus  auf  diese  eine  Senkrechte,  so  ist 
deren  Länge: 


N 
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Die  Kraft , die  in  N senkrecht  auf  RN  wirkt,  ist 

• i ' > • • - * * , * 

t 

Das  Drehungsmoment  derselben  in  Bezug  auf  O ist 

K (t—y)  ,«>  . 

x*+(f  — y)*’ 

insofern  als  die  Bewegung  wie  die  Zeiger  einer  Uhr  als  recht* 
läufig  angesehen  wird.  Zerlegt  man  die  Kraft  in  N in  zwei  andere, 
die  eine  senkrecht  auf  ON,  die  andere  nach  ON  gerichtet,  und 
betrachtet  man  die  Kräfte  als  positiv,  welche  die  Koordinaten  zu 
vergrössern  streben,  so  findet  man  die  erstere,  wenn  man  (8) 
durch  / dividirt,  so  dass  die  beiden  sind: 


Kl~y)  v* 

x*+(l-y)*’  x*+(l-y)*' 


(»> 


Für  die  in  S wirkende  Kraft  erhalt  man  eben  so  das  Drehungs- 
moment : 


**+(/+»)*’ 


(10) 


uud  die  beiden  Kräfte: 


fU? 


(ii) 


Fasst  man  diese  Resultate  zusammen , so  erhält  man  als  Wir- 
kungen des  Punktes  R auf  die  Nadel: 


ä)  das  Kräftepaar 

S>)  K(!+y)  _ l2li»,y(P—xa—yt) 

x*W-y)*  ~ **+(/+»)*“  [**+(/-y)*]  [*»+ W*]' 

welches  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt; 
b)  die  Kraft 


(12) 


Kl + y) 


2ft/(P-t-a:a-y*) 


Kl-  y)  , 

x^+il—y)2  *"  x*+(l+y)*  (xa-t-(l— yia)(a:a+(^+y)*)  ’ 


(13) 


welche  den  Punkt  O parallel  der  Axe  der  x , nach  der 
Richtung  der  positiven  x zu  bewegen  strebt; 

c)  die  Kraft 

fix  fix  Afilxy 

Tl—y)*~~  *a +(/+,?)* -~  [**+ (/— y)aj|>a+(/-l*y)a] ' 
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welche  den  Punkt  O parallel  mit  «der  Axe  det  «nach 
der  Richtung  der  positiven  y zu  bewegen  strebt. 

Fasst  man  die  Kräfte  (13)  und  (14)  zusammen,  so  erhält  man 
eine  einzige  Kraft  P,  die  mit  der  Axe  OF  den  Winkel  ß macht, 
bestimmt  durch: 

2 IjxV  (l2  -f  r,51 

‘ — [.rH(«-,y)*][^+(/+5)2]  ’ v ; 

ß i , a:2 — y%  ■ m 2 xy 

C08P  ~V(P  + y*)*+  4a: V’  S'n(3  36  V'tfH*2— 3*)*+ 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  das  Gesagte  gilt,  wo  auch 

R liege.  * 

Hieraus  lassen  sich  nun  folgende  Schlüsse  ziehen : 

I)  Die  Nadel  NS  sei  nur  beweglich  um  eine  auf  der  Ebene 
der  Figur  senkrechte  Axe,  und  es  befinde  sich  der  Punkt  II  im 
Raume 

FCNIJ , so  ist  l2—x2 — < 0,  y>0,  also  geht  N von  R weg, 
und  S geht  gegen. R im  Anfänge  der  Bewegung; 

HNDE , so  ist  P — x1  — y2<0,  i/>0,  also  geht  N gegen  Ry 
und  S kommt  von  R im  Anfänge  aer  Bew  egung ; 

EDSG , so  ist  t2 — x2 — ^2<0,  ^<0,  also  kommt  N von  R,  und 
£ geht  gegen  R im  Anfänge  der  Bewegung; 

GSCF , so  ist  l2-~x2 — ^y2<0,  y<0,  also  geht  N gegen  R,  und 
«S  kommt  von  R im  Anfänge  der  Bewegung; 

CON , so  ist  l2 — x2 — «/2>0,  y>0,  also  geht  N gegen  R,  und 
£ kommt  von  R im  Anfänge  der  Bewegung ; 

NOD , so  ist  l 2 — x2  — y2> 0,  0,  also  kommt  N von  R , und 

£ geht  gegen  R im  Anfänge  der  Bewegung; 

DOS,  so  ist  t2  — x2~y2>Q,  y<0,  also  geht  N gegen  R,  und 
£ korrupt  von  R im  Anfänge  der  Bewegung; 

SOC , so  ist  l2—x2 — #2>0,  y<0,  also  kommt  N von  R,  und 
S geht  gegen  R im  Anfänge  der  Bewegung. 

Liegt  R auf  dem  Kreise  um  O selbst,  so  ist 

P—x*—y2~  0, 

/ * # * \ • « , * 

also  hat  kerne  Bewegung  Statt;  dasselbe  bat  Statt,  wenn  R auf 
der  Axe  der  x liegt. 

II)  Die  Nadel  sei  senkrecht  aufgehängt  an  einem  Faden,  sei 
also  nur  beweglich  parallel  mit  der  Axe  x. 

Durch  die  Pole  N und  £ (Tat.  II.  Fig.  6.  ) ziehe  man  die 
zusammengehörigen  Hyperbeln , deren  Gleichung 
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•,  I.  P + a:l^-y*=.0 

sei  und  es  liege  R 

1)  innerhalb  der  Hyperbeln  ANB , CSD , so  ist 

l2 3  + x2 — ^a<0, 

.also  wird  die  Nadel  (der  Punkt  O)  sich  nach  der  Seite 
der  negativen  x (links)  bewegen,  a.  h.  scheinbar  von  R 
abgestossen  werden,  wenn  ife  sich  im  ersten  und  vier- 
ten, angezogen,  wenn  er  sich  im  zweiten  nnd  dritten 
Koordinatenwinkel  befindet; 

2)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln,  also  im  unbegränzten 
Raume  ANBDSC ...  Alsdann  ist 


P + x 2 — U, 


also  geht  O nach  der  Seite  der  positiven  x (rechts),  d. 
h.  die  Nadel  wird  scheinbar  angezogen,  wenn  R sich  * 
im  ersten  und  vierten,  abgestossen,  wenn  er  sich  im 
zweiten  und  dritten  Koordinatenwinkel  befindet; 


3)  auf  einer  der  Hyperbeln  selbst,  so  ist 

Op,  . ' ; "i  / ■ ■ 'w  / ?«,  . 

also  hat  keine  Bewegung  Statt. 


■li» 


ndlich  nehme  man  an , die  Nadel  schwimme  auf  Was- 
sich  also  in  ihrer  Ebene  frei  bewegen  und  untersuche 
wegungsrichtung  des  Punktes  O.  Es  liege  nun  R 


o)  innerhalb  der  Hyperbeln  ANB , CSD , und  zwar: 


t)  im  ersten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos/3  <0,  sin/3>0, 
d. h.  O bewegt  sieh  in  den  zweiten  Koordinatenwinkel; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos/3<0,  sin/3<0, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  dritten  Koordinatenw  inkel ; 

3)  im  dritten  Koordiuatenwinkel,  so  ist  cos/3  <0,  sin/3>0, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  zweiten  Koordiuatenwinkel; 

4)  im  vierten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos/3<0,  sin/3  <0, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  dritten  Kooruinatenw  inkel ; 

i 

6)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln,  also  im  Raume 

ANBDSC....,  und  zwar: 


1)  im  ersten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosd>0,  sin/3>0, 
d.  h.  O bew  egt  sich  in  den  ersten  Kooruinatenw  inkel ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos/5>0,  sin/3 <0, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  vierten  Koordinatenwinkel ; 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cos/5>0,  sin/3>0, 
d.  h.  ö bewegt  sich  in  den  ersten  Koordinatenwinkel ; 


V 
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4)  im  vierten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosö>0,  sin0<O, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  vierten  Koorainatenwinkel ; 

c)  auf  den  Hyperbeln  und  zwar: 

1)  im  ersten  Koordinaten winkel,  so  ist  cos/?=0,  sin/5=l, 
d.  b.  O bewegt  sich  gegen  N; 

2)  im  zweiten  Koordinaten  winkel,  so  ist  cos/3=0,  sinj3= — 1, 
d.  h.  O bew?egt  sich  gegen  S ; 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosß=0,  sinj?=l, 
d.  h.  O bewegt  sich  gegen  N; 

4)  im  vierten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosj?=sO,  sinß— — I, 
d.  h.  O bewegt  sich  gegen  £; 

d ) auf  der  Axe  der  x , und  zwfar: 

1)  auf  dem  positiven  Theil,  so  ist  cosß  = t,  sin/3=0, 
d.  h.  O bewegt  sich  nach  F ; 

2)  auf  dem  negativen  Theil,  so  ist  cosß=l,  sinß=0, 
d.  h.  O bewegt  sich  nach  F,  wie  so  eben; 

e)  auf  der  Axe  der  y , und  zwar: 

a ) innerhalb  der  Hyperbeln  ANB , CSD ; 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  yt  so  ist  cos/J= — 1, 
sinp=0,  d.  h.  O bewegt  sich  nach  F; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  y , so  ist  cosjS= — I, 
sinj3=0,  d.  h.  O bewegt  sich  nach  F; 

ß)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln ; 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  y , so  ist  cos0=l, 
sinp=0,  d.  h.  O bewegt  sich  nach  F; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  cosß=t, 
sin|5  = 0,  d.  h.  O bewegt  sich  nach  F. 

Aus  diesen  Angaben  wird  man  nun  leicht  die  scheinbare  An- 
ziehung oder  Abstossung  ableiten  können. 

Für  den  Fall  U)  wird,  je  nach  der  Lage  von  R , die  Spannung 
des  Aufhängefadens  vermehrt  oder  vermindert  (14).  Ist  R näm- 
lich im  ersten  oder  dritten  Koordinatenwinkel,  so  wird  dieselbe 
vermindert  um 

4 \xlxy 

[a:Hor-y)2][^+(/+y)a] ; 

ist  aber  R im  zweiten  oder  vierten,  so  wird  sie  vermehrt  um 

' 4p/ V x9y2 

(**  -Hl— y)Wm#)  ’ 

worin  natürlich  p ein  Gewicht  anzeigt,  gleich  der  Einwirkung  des 
Drahtes  auf  einen  Pol  in  der  Entfernung  1. 
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Ist  im  Falle  der  Formel  (7)  y nahe  an  5,  a>  f,  so  ist 


sin«  — siny  beinahe  immer  Null,  man  wird  also  ungefähr  setzen 
können: 

arc  (t*  — ^al(a2~l ft)  (sin« — siny)  2 ft/(q2  — ^(sin«  — siny) 

(öa — f2)2  -f-4a2/2 sin« siny  ' (a2-f-/2)2 

Daraus  folgt,  dass  die  Zeit  einer  Schwingung  von  einem  Aeusser- 
sten  zum  anderen  ist: 


wenn  C eine  Konstante  ist.  Daraus  folgt,  dass  die  Schwingungs- 
dauer im  Verhältnis  zu  V~ä  steht,  ein  Satz,  der  bekanntlich 
nach  der  Lehre  vom  Pendel,  die  für  diesen  Fall  anwendbar  ist, 
zeigt,  dass  die  wirksame  Kraft  im  umgekehrten  Verhältnis  zu  a 
steht,  was  eben  der  Satz  ist,  von  dem  wir  ausgingen. 

Für  den  Fall,  dass  l klein  it,  so  dass  man  Z2  gegen  a2  ver- 
nachlässigen kann,  giebt  (7)  ebenfalls 


y 
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V. 

Heber  die  Periodicität  der  Decimal- 

brüclie. 

V°n  . 

Herrn  W.  Looff,  . f . * • 

Direktor  des  Herzoglichen  Uealgj mnasiHtiis  zu  Gotha. 


.[  ; « ' * vi  • *» 

In  meinem  „Leitfaden  fiir  den  Unterricht  im  prakti- 
schen Rechnen  und  in  der  Arithmetik,  erster  Cursus, 
Gotha  1850“  habe  ich  in  einem  Excurse  übet  die  Periodicität 
der  Decimalbrüche  eine  Tabelle  derjenigen  Primzahlen  mitgetheilt 
welche  als  Nenner  eines  gemeinen  Bruchs  eine  Periode  von  be- 
stimmter Stellenzahl  geben.  Die  bei  der  Herausgabe  meines 
Leitfadens  begonnene  Arbeit  habe  ich  fortgesetzt,  wobei  mir  ein 
Auszug  aus  den  ßurekhardt’schen  Tafeln  der  Primzahlen,,  welcher 
mir  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Dr.  Jacobi  mitgetheilt 
wurde,  sehr  zu  statten  kam.  Ich  erlaube  mir  daher  diese  Tabelle 
“ in  grösserer  Ausdehnung,  als  ich  sie  in  meinem  Leittaden  gege- 
ben, hier  mitzutheilen , nachdem^ich  die  wenigen  nothwendigen 
Satze  vorausgeschickt  habe. 

t)  Giebt  der  Bruch  - eine  Periode  von  k Stellen  und  be- 

' ^ • • 
zeichnet  man  die  Periode  der  Dezimalstellen  mit  P,  so  ist 


10*-l=n/\ 


Es  müssen  daher  alle  Factoren  von  10*  — t eine  Periode  von  k 
Stellen  geben.  Eine  Periode  von  einer  Stelle-giebt  daher  10 — 1=9, 
also  3 und  9.  Um  die  Primzahlen,  welche  eine  Periode  von  2, 
3,  u.  s.  w.  Stellen  geben,  zu  linden,  braucht  man  nur  die  Factoren 
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von  — g — aufzusuchen.  Eine  Periode  von  2 Stellen  giebt  da- 
her nur  11,  von  3 Stellen  37  als  Factor  von  111,  von  4 
Stellen  101  als  Factor  von  1111,  von  5 Stellen  41  und  271  als 

106—  l 

Factoren  von  11111.  Bei  6 Stellen  kann  man  — g — durch 

3,  11  und  37  dividiren.  Der  Quotient  91  isl  =7x13,  die  ein- 
zigen Primzahlen , welche  eine  Periode  von  6 Stellen  geben. 

4 » 

Für  sieben  Stellen  müssen  die  Factoren  von  1111111  gefun- 
den werden.  Da  aber  nur  eine  solche  Primzahl  n eine  Periode 
von  p Stellen  geben  kann,  welche  um  1 verringert  durch  p theil- 
bar  ist,  so  ist 


folglich 


n — l = mp , 

. » • * i 


n = mp  -f- 1 . 


Ist  p eine  ungerade  Zahl,  m ebenfalls  eine  ungerade  Zahl,  so 
ist  mp  eine  ungerade,  folglich  mp  -f  l eine  gerade  Zahl,  die  nicht 
Factor  von  1 1 1 1 ....  sein  kann.  Man  braucht  daher  für  m nur  ge- 
rade Zahlen  zu  setzen.  Ist  dann  m = 2ci  so  können  nur  solche 

J07> J " 

Primzahlen  Factoren  von  — ^ — (p  eine  ungerade  Zahl)  sein. 


welche  die  Form  2cp  + l haben.  Für  sieben  Stellen  also  musste 
der  Versuch  mit  allen  Primzahlen  von  der  Form  14 p -f- 1 bis  zu 

V 1111111  gemacht  werden.  Hieraus  ergab  sich 


239  x 4049  = 1111111. 


10»—  1 

Für  die  Perioden  von  gerader  Stellenzahl,  z.  B.  8,  kann  — q — 

durch  11  und  101  ohne  Rest  dividirt  werden,  daher  nur  10001  in 
die  Factoren  73  und  137  zu  zerlegen  war. 


. r # „ 

Für  11  Stellen  giebt  es  129  Primzahlen  von  der  Form  22r-fl, 
von  welchen 

. i 4 * ~ , % t * • • 

21649x513239^=11111,111111 . 

* » 1 » _ . * 

Für  13  Stellen  wurde  die  Untersuchung  dadurch  bedeu 
tend  erleichtert,  dass  von  den  Zahlen  von  der  Form  26r-f-l  schon 
53  und  79  aufgingen.  Der  Quotient  265371653  ist  nach  einer 
durch  162  Divisionen  geschehenen  Ermittelung  eine  Primzahl. 

m - i f » * * i '* 

In  der  nachfolgenden  Tabelle  sind ; die  mit  ? bezeichneten 
Zahlen  nocli  nicht  als  Primzahlen  ermittelt. 


•*  i 


. .hM(t  * I 


, ; 


<«  ♦ 


t?1 


» ♦ * 


✓ 
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Periodenzahl.  Zahl. 


1 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
11 
12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 
21 
22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 


3 so  wie  3*  oder  9. 

11. 

37. 

101. 

41.  271. 

7.  13. 

239.  4649. 

73.  137. 

333667. 

9091. 

21649.  513239. 

9901. 

53.  79.  265371653. 
909091. 

31.  2906161. 

17.  5882353. 

n 

19,  52579. 

?**) 

3541,  27961. 

43,  1933,  10838689. 


23.  4093.  8779. 

lllll,  llllll,  111111,  111111. 

99990001. 

100001000010000100001.  ? 

859.  1058313049. 

757.  440334654777631.  ? 

29.  281.  121499449. 


3191.  x . 

211.  241.  2161. 

2791.  398105020104303515267327521.?  :*• 


353.  449.  641.  1409.  69857,  .. 

• • * . i 


*)  Bei  17  sind  die  Untersuchungen  mit  allen  Primzahlen  bis  230000 
ohne  Erfolg  gewesen. 

**)  Bei  19  haben  *die  Untersuchungen  aller  Primzahlen  bis  100000 
keinen  Erfolg  gehabt. 
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Periodenzahl. 

Zahl. 

33 

67.  1344628210113298373t 

34 

103.  4013.  21993833369? 

35 

71.  12676184367477604353521t 

36 

999999000001t 

37  - 40  ' 

? 

41 

83.  1231.  *. 

42 

127.  2689.  459691.  (7«.  11*.  13»), 

43 

173.  -r. 

44 

89.  1112470797641561909t 

45 

299700000299700299999703 1 

46 

47.  139.  2531.  54979718449191t 

47 

- ? * ; * ’ ' * “ 

48  - « ' 

9999999900000001?  ■>-;  • 

49 

? 

50 

251.  5051.  7170612(12105779291 1 

51 

613.  146965889217112709610099495907? 

52 

521.  1900381976777332243781t 

53 

107.  x. 

54 

999999999000000001t 

. 55  .i;. 

. . 1321.  . X.  .. 

< 56  ‘ 

7841.  127522001020150503761t 

57  *;  : * 

i W ....  ' * i 

* . * 

58  • 

59.  154083204930662557781201849.  t 

59 

? ’ • 

60 

61.  1655736049181983604901641. 

I ' «(  , r4 

• > * * n * 
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VI 


■ ‘ * ; "l 

allgemeine  Auflösung  der  Glei- 
ebun^en  des  vierten  Grades- 


Von  dem 

Herrn  Doctor  W.  Schlesicke, 

. \ . ‘ . i . . ii, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Lucka  ii. 

* > . • • • • I.  *». 


In  ThI.  XII.  Nr.  XII.  des  Archivs  ist  bereits  eine  Auflösung  der  Glei- 
chungen des  Vierten  Grades  gegeben  worden,  welche  ira  Wesent- 
lichen darauf  beruht,  dass  ccz=u-{-v  gesetzt  und  in  derso  transformirten 
und  nach  u geordneten  Gleichung  die  Summe  des  zweiten  und  des 
vierten  Gliedes- als  verschwindend  angenommen  wurde.  Dem  am 
angeführten  Orte  angewendeten  Verfahren  liegt  aber  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde,  dass  das  zweite  Glied  ner  gegebenen  Glei- 
chung, wenn  ein  solches  vorhanden  war,  bereits  fortgeschafft  sei.  Es 
lässt  sich  indess  die  ganze  Rechnung  vollkommen  in  derselben  Weise 
auch  ohne  vorhergegangeneFortschaffung  des  zweiten  Gliedes  in  völli- 
ger Allgemeinheit  anstellen;  nur  ist  man  in  diesem  Falle  genö- 
thigt,  ausser  der  gewöhnlichen  Hülfsgleichung  des  dritten  Grades 
noch  eine  andere  vom  zweiten  Grade  aufzulösen.  Dennoch  scheint 
die  allgemeine  Methode,  welche  in  dieser,  übrigens  der  früheren 
durchaus  folgenden,  Abhandlung  gezeigt  werden  soll,  an  Einfach- 
heit die  aus  den  Formeln  24)  und  25)  in  Theil  XII.  Nro.  XII.  sich 
ergebende  einigermassen  zu  übertreffen,  und  zugleich  wird  aus  der- 
selben erhellen,  dass  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  we- 
nigstens zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grades  unwe- 
sentlich ist. 


Digitized  by  Google 


/ 


Die  gegebene  Gleichung  des  vierten  Grades  sei: 
. ‘ ' t};  x4  f ax*  -f  bä?  -f  cx  -f-r/^O.' 

' • •>  i *•.  \ • • • . . » 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 


so  erhält  man 


2)  xz=.u-\-v, 

» ) * v- : ” 


i 1 


• > 


( u 4*  c)4  -f  «(if-f-ü)8  -f  b (u  -f-r)2  + c(u  -|-  v)  + d = 0 ; 


i. 


i I 


3)  u4  -f-  (4©  ^a)?*8  -j-  (6i??4-3at’  4-^)naj 

f -f  (4ö3-f-  3ac2  -f-  2/>c  4-  c)«*j  =0 . 
4-  o4  4*  ov 3 4-  4-  c»  4*  « 


Die  willkührhchen  Grossen  und  c wollen  wir  nun  so  zu  bestim- 
men suchen,  dass  in  der  Gleichung  3)  die  Summe  derjenigen  Glie-f 
der,  welche  die  ungeraden  Potenzen  von  u enthalten,  verschwin- 
det; so  dass  also 

(4t?4 -a)u3  4-  (4©34-3ao24-26ü4-c) m=0, 

oder  ...  • ü 

4)  u { (4c  4 -a)u*  -f  de3  4-  3nc2  4*  26t?4-c  | =0 

* / 

« ' v c»  ^ , | | 

ist.  Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  man  entweder 
n=0  oder  (Av+a)iP  + Av^-l-Zav^-lQbv+c—to 


annimmt.  Die  erstere  dieser  Auflösungen  würde  nach  2)  x — v 
geben;  mithin  würde  man  durch  dieselbe  in  die  gegebene  Glei- 
chung für  die  unbekannte  Grösse  nur  ein  neues  Symbol  ei n tu h reu, 
ohne  dass  man  zu  etwas  wesentlich . Neuem  gelangen  könnte.  Wir 
werden  daher  die  zweite  Auflösung  anzu wenden  versuchen  müssen 
und  daher 

« ■ I 

5)  (4ü4-ß)tt24-4p34-3flp24-2fo>  4*  c=0 


i ••  i 


annehmen.  Hieraus  ergiebt  sich 

‘i-  •»  .«s  >•> {/  a.  . > fr  < . ,{ 

• /.  - '„/N/  i 4ü34-3pc24-^v-f  C • '/  • ‘1  i • \ y,l 

• • )»  in  iP)  Wi  — r.r—  ' 4* a * r-  " • • 5 * * 'ttt* 


;’*»  /> 


und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  3)  eSrtltihrt:'* 

i «!  • * . ,|  , . ,3  . . . . 3 . «hi  *.  > • * i 4 ' 


( 


4p»  + 3oi'2  + 26j) 


!•>.«*.  t’M  » 

‘ »i.  ! 


»*  • : l 

i- 


4 e f-n 

rl 


)2 


2 f-  3ar  |-  b) 


4c3+3«p24-26c+<; 


' ' • t»  ■<> » 


4c4-«  " (=0, 


1 i* 


,<n  -■  .> 


• f »4+ «w»  1 6t)a+c»+4 ; : * 


60 
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oder.  Indem  man  mit  (4©-|-a)a  multipticlrt : 

7)  (4üs+3au2+2fo-fc)a — (4v-|-a)(6ü*-f3ar+A)(4e,-i-3«t>*+26o-t-c)/ ^ 

*f(4n  -f  a)a(o4+a^8 + 6ra-fct?  -|-  cf )' 

Entwickelt  man  aber  diese  Gleichung,  so  erhält  man 

8)  64t>® + 96aod + (48aa  -f-  326)t>4  -f-  (8a* -f 32a6)ü*l 
-f-  (8aa6+4ac+46a — 1 6cf)0® + (2a6a-|-2aac — 8ac/W  = 0 , 

■\-abc — a2d — c2 


oder , wie  auf  der  Stelle  erhellet : 

9)  (4fla  -f  2 av  -f  j 6)M-(ac— ■ j 6a— 4cf)(4i>a-f-  2at>  -f-  b) 

abc—*ald  — bz  -f  gbd  — ca 

d.  i.  wenn  man 

* 

10)  4ea+2ön-f- j6  = w, 

11)  ac—  |6a— 4cf=/J, 

12)  ja6c — a*d—  ^jb*+gbd—c*z=:y 

setzt: 

13)  <d*-|-/Jw +y=0.**) 


*)  Es  möge  noch  bemerkt  werden,  das«  man  die  Gleichung  8)  auch 
auf  eine  andere  Form  bringen  könnte;  setzt  man  nämlich 

40*-f-2at>  ==<», , 

so  erhalt  man  aus  8) 

+abc— a%d— c*=aO , 

eine  Gleichung,  welche  allerdings  etwas  einfacher  ist,  in  welcher  aber 
das  zweite  Glied,  welches  in  9)  fehlt,  noch  vorkommt.  Nimmt  man  in 
dieser  Gleichung  a als  versehwindend  an , so  erhält  man  die , mit  Glei- 
chung 9)  in  Theil  XII.  Nro.  XII.  übereinstimmende,  gewöhnliche  Hülfs- 
gleichung  des  dritten  Grades. 

#*)  Die  oben  in  10)  durch  tu  bezeichnete  Grösse  erhält  man  offen- 
bar aus  dem  Coefficienten  von  «*  in  der  transformirten  Gleichung  3), 

' 2 , ; 

wenn  man  denselben  mit  - multipiicirt.  Bezeichnet  man  nämlich  die 

Coefficienten  der  einzelnen  Glieder  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 
durch  Vt  i V% , Vi  und  V ; so  das«  also 
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Somit  sind  wir  zu  einer  Gleichung  des  dritten  Grades  gelangt, 
auf  welche,  weil  in  derselben  das  zweite  Glied  fehlt,  zur  Bestim- 
mung von  cd  die  gewöhnlichen  Auflösuiigsmethoden  für  Gleichun- 
gen dieses  Grades  unmittelbar  angewendet  werden  können.  Hat 
man  vermittelst  einer  dieser  Methoden  (»bestimmt,  so  erhält  man 
v aus  der  Gleichung  10) 


4p®  2a»  + ^ 6 =w . 

Hieraus  folgt 

(2p  + ^ «)a=  m + ^ a®  — | b, 

oder,  wenn  wir 


' ■ “ 19  7*  '•  ■ " 

» » I S ^ ?!•!),  i'O'i  < • 

t d)i:u  ti  • * 


1 ■ , , 

“+ 4 ° ~3  b=k 


i !-i 


setzen:  •|i  ■ 

**><!•»  I^lol  puu.l  •:•»!• 1 ' » 

15) 


»Mi: 
l , 


* I)  / 
: i”.  I il 


. i ! 

»1‘t! 

<•*'}> 

ni 

■ . i, f * 


und 


«H  Vgu*+VtU*+V  !«-|-K=0 
ist;  so  wird  aus  Gleichung  7): 

V,,-i-Kir,l'1  + KKa*=0. 

Nun  ist  aber 

F,  V',  ^=4  t,.a + 4 V+ac~y>'-4<D  F,, 


FKs*=(|v,+«‘-|i)K, 


~Vt’  + | VF,  + F j**-  M)  V, 

-Ia*c+«*rf+  — |*rf+c’. 


Demnach 


FtV,Fa— Vx9— FK.*  = 


f nbc—  a'd  —^.Id-^-bd—C1 


welches  wieder  die  obige  Gleichung  9).  oder  weun  man  die  oben  ge 
brauchten  Zeichen  einführt,  die  Gleichung  13)  ist. 
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’ • 16)  - Av  + «=  + 2V^A;‘  »'>  * 

Föhren  wir  nun  aber  für  m seinen  Werth  aus  14) 

• , • • 

1 f ’ / 1 « , 2 

CO  = Ä — j <Za  -f  g-  6 

in  die  Gleichung  13)  ein  und  setzen  auch  für  ß und  y ihre  ent- 
sprechenden Werthe,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 


17)  k 3 + (26  - 1 «a)  Ic*  + (]|a4—  a26  + ac  + 6*— 4*/)/U 

1 1 (=0. 

— (g-a3— ^ fl6+c)Sl 

Diese  Gleichung  ist  keine  andere  als  diejenige,  welche  wir  erhal- 
ten haben  würden,  wenn  wir  nach  Fortschaffung  des  zweiten  Glie- 
des in  der  gegebenen  Gleichung  1)  des  vierten  Grades  nach  den 
in  Theil  Xlf.  Nro.  XII.  gegebenen  Formeln  gerechnet  hätten.  Aus 
der  Beschaffenheit  des  letzten  Gliedes  dieser  Gleichung  folgt  aber, 
dass,  wenn 

’ » 

1 a 1 t 
g-a8 — 2*  «6-f-c=:0 

ist,  ein  Werth  der  Grösse  k ebenfalls  verschwindet;  dass  dage- 
gen, wenn  . 

ga3  — ^ «6-fc^O 

ist,  es  jederzeit  einen  reellen,  positiven  und  nicht  verschwinden- 
den, Werth  der  Grösse  k giebt.  Nehmen  wir  nun  zuerst,  indem 
wir  zunächst  den  letzten  Fall  betrachten,  an,  es  verschwinde  die 
Grösse 


g-«3— 

« » 

nicht,  so  erhellet,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
auch  aus  der  Gleichung  13)  jederzeit  ein  WTerth  für  co  wird  finden 
lassen,  so  dass 

. 2 1 

C0>  cT  O Tfl* 

O 4 

5 

» , 

ist.  Denken  wir  uns  den,  dieser  Bedingung  genügenden,  Werth 
von  co  zur  Bestimmung  der  Grösse  k in  14)  gewählt,  so  erhalten 
wir  offenbar  nach  15)  zwei  reelle,  von  einander  verschiedene, 
Werthe  für  v.  Setzen  wir  nämlich,  wozu  wir  nach  dem  Bisheri- 
gen offenbar  berechtigt  sind. 
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f\'i i ' W*)  /f=4o»,  > 


(.) 


so  erhalten  wir  nach  15) 


'8 

» V 1 ’ 


. - 1 


19)  p = -^i-o±ö, 


oder 


^ •*  . i 


. t • 


* " .>,/  v »>  * • 

•*  4t>-f-  «=4;4ö . 


• > 


. * t i •* 


. *? 


Aus  der  Gleichung  6) 

^ « * * 


v 


: ^a  = — 


4i?3  -f  3«p2  -f  26t?  -f-  c 
iv-\-a 


ergeben  sich  demnach  ebenfalls  zwei  reelle  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  IVir  u 2.  Es  ist  nämlich,  wie  man  sogleich 

findet : 


tt*=  — 


3 11 

4ö3  -| -2(b  — g a2)  ö + (g-  ö3  — ^ n b + c) 


4 6) 


oder,  wenn  wir 


setzen : 


20)  b — ö-  = A , 


21)  g-a3 — 06  + c=B 


ryj.  a 46)3  -f2-4ü4;Z? 

22).;  «2= 40 


und  folglich 


23)  m— 


l_*f_  4cö3  + 2^5  J;g 

2 V » ö 

r i 

I.  iir_4,8-FT^T-g 

L 2 \ ö 


mithin  nach  2),  19),  23) 
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11  .-.Ur  45,+2^5  ±ß 

-4a±“+2\- ö 



l lt  4ö>  + 2^5  ±ß 

-4a±"“2  V ö 

Somit  sind  wir  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  B nicht 
verschwindet,  zur  Bestimmung  der  vier  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  des  vierten  Grades  gelangt  Dieselben  sind  sämmtlich 
von  einander  verschieden,  wenn  keine  der  Grossen 

4ö3 -f  2^ö +2?  und  4o)8-|-2^5 — B 

verschwindet.  Sie  sind  sämmtlich  reell,  sobald 


4o3-f  2.4ö+2?  w n 
Ö 


4o3  -f*  2do — B 
~~  ö~ 


>0 


ist;  dagegen  sämmtlich  imaginär,  wenn 


4ca3-f  2 Aa+B  4cd3+2.df<a— - B ~ 

— <3  'S  j ö ^ 

* 

ist  Ferner  sind  zwei  reell  und  zwei  imaginär,  wenn  entweder 


4cd3  + 2 Ato+B 


ü 


>0,  - 


4<o8+2^cd— B 


G> 


<0; 


oder 


4ü8-f244w+j5 


Cd 


<0, 


4ü3+2  Ato—ß 


o 


>0 


ist.  Endlich  sind  zwei  derselben  reell  und  gleich,  wenn  entweder 

4ö3  + 24ö  + 2?  = 0, 


oder 

4ö3-f  2Aö  — ß=0 

ist;  die  anderen  beiden  Wurzeln  sind  dagegen  reell  oder  imagi- 
när, je  nachdem  respective 


4 g)3  -t  2Jg) — B > 

ö < 


0 und  —• 


4ö8-p2 A(d+ß  > n 

— > V 

ö < 


ist.  Uebrigens  kann  man  sich  davon  , dass  man  in  jedem  Falle 
wirklich  alle  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  obigen 
Formeln  24)  erhält,  völlig  in  derselben  Weise  überzeugen,  wie 
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dies  in  Theil  XII.  Nro.  XU.  gezeigt  ist,  weshalb  wir  hier  diese 
Untersuchung  füglich  übergehen  zu  können  glauben.  Zum  Schlüsse 
haben  wir  nur  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Grösse 


^ab  + c — 


B 


verschwindet  In  diesem  Falle  ist,  wie  wir  das  bereits  oben  ge 
sehen  haben,  ein  Werth  von  k und  mithin  auch  von  4t>-fa  Null. 
Für  diesen  Werth  von  4o-f  a ist  offenbar  eine  Auflösung  der 
Gleichung  5) 


(4®  -f  -f*  4®3  3 av2  4-  26®  4-  c = 0 


in  der  oben  6)  durchgefuhrten  Weise  unstatthaft,  weil  sowohl  die 
Grösse  als  auch  die  Grösse 


4®34-  3«®2  +26®  4-  c=  g-  «3  — ^ 


ab  4-  c=B 


für  sich  verschwindet.  Wir  sind  daher  genöthigt,  zur  Bestimmung 
von  « auf  die  Gleichung  3)  zurückzugehen,  welche  aber,  w eil  so- 
wobl  das  zweite  als  das  vierte  Glied  derselben  für  sich  verschwin- 
det, die  einfachere  Gestalt 

» ■*  ' 

» I*  ' 

ii4  4-  (6®a4-3ö®  4-6)ita  4-  4-  fo>2  4-  cn  4-  d 0 , 

~ . • * . . * • 

oder,  wenn  wir  auch  hier  für  v seinen  Werth  — ja  einführen, 
die  Form' 

► * * » 

% 

u 4 — |a2)n2—~ga4  4-  2^  «26  — jac  4-^=0 

annimmt,  und  mithin  wde  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst 
werden  kann.  Behalten  wir  die  oben  20)  für  b — ga2  gebrauchte 
Bezeichnung  bei  und  setzen  wir  ferner 

25)  “ 2^6  a44*  t?)ßZÖ"~  Jöc4-  d=C,  ' 

so  erhalten  wir 


26)  u4  + Ju2  + C=0, 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 


( + j-^±Vi<*-4cj 

V"i  |-^±vFa«^RJj. 


Theil  XVI. 


5 
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und  demnach  sind  in  diesem  Falle  die  vier  Wurzeln  der  gegebe- 
nen Gleichung : 

28)  *=  4 y: ! 

Aus  dem  Bisherigen  ist  ersichtlich,  dass  die  im  Obigen  darge- 
stellte Auflüsungsmethode  der  Gleichungen  des  vierten  Grades 
in  einem  bestimmten  Falle,  wenn  nämlich 

g-o8—  ^-a6-fc=0 

ist,  ebenfalls  darauf  fuhrt,  die  Grosse  4o-fa=0  zu  setzen,  ganz  io 
der  Weise,  wie  es  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  der 
gegebenen  Gleichung  erfordert.  Hier  aber,  wenn  auch  dasselbe 

Seschieht,  ist  der  Erfolg  ein  anderer.  Mit  dem  zweiten  verschwin- 
et  nämlich  auch  zugleich  das  vierte  Glied  der  Gleichung.  Das 
Allgemeine  bleibt  daher  nichts  desto  weniger,  dass  die  gleichzei- 
tige Fortschaffung  derjenigen  Glieder  der  Gleichung  3)v  welche 
die  ungeraden  Potenzen  von  u enthalten,  bewirkt  wird,  und  die 
übliche  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  erscheint  als  ein,  dem 
allgemeinen  untergeordnetes,  specielleres  Verfahren,  welches  nur 
in  einem  gewissen  besonderen  Falle  direct  zum  Ziele  führt.  Zu- 
gleich scheint  es  der  Beachtung  werth,  dass  die,  mit  3 multipli- 
zirten,  Wurzeln  der  durch  das  obige  Verfahren  erhaltenen  kubi- 
schen Hülfsgleichun^,  gewisse  Werthe  des  zweiten  Differential- 

Quotienten  von  der  Funktion  der  gegebenen  Gleichung  des  vierten 
Irades  darsteilen. 
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Heber  die  Abel’schen  Funktionen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schale  za  Curlsruhe. 


In  den  nachfolgenden  Zeilen  sollen  die  Additionstheoreine  die- 
ser Funktionen  nachgewiesen  werden,  mit  Zugrundelegung  der 
Abel'schen  Abhandlung:  Remarque  sur  quelques  proprid' 
tes  gendrales  dune  certaine  Sorte  de  fonctions  trans-, 
cendantes.  (Crelle’s  Journal  Bd.  III.).  Einige  Anwendungen 
mögen  als  weitere  Ausführung  folgen. 


§.  L 


Es  sei 


6 ( x ) ==  a0  ^ra^x^-n^x1  + -f  anX* , j 

ö1(ar)=c0+c1a:+Ca^2  + + cmxm; » 


(1) 


ferner  seien  <pi(x),  <Pa(x)  zwei  ganze  Funktionen  von  x; 

* • # • 

<pi(x).<pi(x)  = <p(x) 

also  ebenfalls  eine  solche  Funktion;  o eine  konstante  Grösse; 


00  ) ßj  , ....  Oji  ) C o } Cj  y ......  Cm 

\ * l - «...i  i.  • *’ 

entweder  alle  oder  doch  einige  von  ihnen  veränderlich ; endlich 
setze  man:  * * 

5* 
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/ 


F(x)  =(0(#))29>i {x)  ~(0i (xyptpvk v) = A(x — xx)  (x— x^) ...  (x—xr) , (2) 


so  werden  xit  x^,...*xr  bloss  von  a0,  On;  c0,  ^ und 

den  als  konstant  vorausgesetzten  Koeffizienten  in  <Pi(x)  und  rpJx) 
abhängen,  und  eben  so  A von  x unabhängig  sein.  Bezeichnet 
nun  xe  irgend  eine  der  Grössen  xlf....  xr;  so  ist  identisch: 

F(Xe)=0,  (3) 

worin  xe  eine  Funktion  von  den  Grössen  a und  c ist.  Eben  weil 
aber  die  Gleichung  (3)  eine  identische  ist,  hat  man  bekanntlich 
auch: 

F'(Xe)  = 0.  (4) 

Diese  letztere  Gleichung  Hesse  sich  ohnehin  auch  leicht  nach- 

weisen.  Denn  man  gebe  den  Grössen  a0,  aly c0,  die 

willkührlichen  Zuwächse  n’0 > a\ und  sei  x‘e  der  daraus  her- 

vorgehende Zuwachs  von  xe , so  ist  offenbar  auch 


d.  h. 


F(xe  + ar'e)=0. 


F(xe)  -f  x'e  F'{xe)  + = 0 , 

also  nach  (3): 

• • P(a:e)+^-”F"(are)  + ...=0, 

T ’ * . * 

woraus  leicht  (4)  geschlossen  wird. 

Die  Grösse  F(xe)  enthält  nlt,  alt,...an;  c0,  explizite, 

nebst  xe,  also  kann  (4)  auch  foigendermassen  dargestellt  werden: 


wenn 


dF(xe) 

8xe 


dxe  + 


8F(xe) 

da0 


dao  + 

\ 


8 F(xe) 
8a  i 


8ax  -f 


8F{Xe)  8 F{xe) 
8xe  3 8oq  * 


die  Differenzialquotienten  von  F(xe)  in  Bezug  auf  xe,  u0, ....,  in- 
sofern diese  explizite  in  F(xe)  enthalten  sind,  bedeutet.  Diese 
Gleichung  kann  auch  unter  der  Form: 


8.F(xe) 

8xe 


8xe  + 


ö.  F(xe) = 0 


I* 


dargestellt  werden,  wenn  ö das  vollständige  Differenzial  in  Bezug 
auf  die  Grössen  a0 , a, cQiCi ,...,  insofern  sie  explizite  in  F(x9) 
enthalten  sind,  bezeichnet. 
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Aus  (2)  folgt  aber: 

ö.F(xe)  =2  ■8(x.)'pl(x.).öS(X')—2dl(xe).<p1(xt).6.6l(x,) , (6) 

also  aus  (6)  und  (5): 

F'(xe).dxe = 2[öj  (x e)<P2(*e)Ö.  6X  (xe) — d(xe)<pl  (Xe)<5.6(xe)] . (7) 

Nach  (3)  ist  aber: 

(d(xe))2cpi  (xe)  — (6l  (x€))2<p2(xe)  = 0 , 

d.  h. 


6(&e)  • \f  <Pi  (xe)  — £e  ffj  (.Te)  V (p2(Xe) , 

wenn  ce  entweder  -f  ] oder  — 1 , je  nachdem  die  Beschaffenheit 
der  bezüglichen  Funktionen  diess  zulässt.  Hieraus  ergiebt  sich, 
wenn  man  beachtet,  dass  q>x(x) . g>2(#)  = <p(r) : 


Ö(Te).<3P1(^e)  = £eÖ1(Te)Vr  (p(xe),  ) 

Ö|  (xe)cp2(xe)  = £e  ö (xe ) V qp(ore)  . J ^ 

Setzt  man  diess  in  (7),  so  erhält  man: 

F'(: v9)dxe  = 2ee  [ff(are)d.ff,  (ar«) — öj  (a:«)d.ff(a:a)  ] V* 9^) . 
Hieraus  folgt,  wenn  /(ä)  irgend  eine  ganze  Funktion  von  a?  ist: 


f(xe)dxe 


(9) 


(Tfl— a)V^  ^(.Te) 

o E ß(#e)Ö  ♦ (-Te)  (#e)d « ff(#e)1  ^ x k(Xe) 

(Xe—a)F\Xe)  HXe)  “ (Xe—a)F(x7)  9 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

\(x)  =2  (a?)  - ff,  (ar)Aff(ar)]A*) , 

so  dass  A(ar)  immer  eine  ganze  Funktion  von  x ist. 

Bezieht  sich  nun  das  Summationszeichen  Z auf  die  Werthe 
y ^2  f • • ••  »Tr f SO  folgt  aus  (9): 


£ £*f(xe)dxe  _ A(se) 

0re — «)  V^y  (a?«—«)  F\xe) 


(10) 


Setzen  wir 


*(*)-*(«)  . , , 
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so  folgt  aus  (10) : 


*ef{xe)  d.Te 


(Xe—  u)\f  <p(xe) 


+ A(c)  £(x.-a)P(x.)' 


Nach  einem  bekannten  Satze  (siehe  die  Anmerkung  am  Schlüsse) 
ist  aber: 


(x0~-Ct)F'(xe) 


tx«y 


also 


£ef($e)dxe 


,A  i(xe)  A(a) 


**  (xe — a)yf  <P  (xe)  t\Xe)  F(a) 

und  eben  so  weiss  man , dass  der  Werth  der  Grösse  2 

1 


(ID 

Xre 

F(Xe) 


gleich  ist  dem  Koeffizienten  von  — in  der  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  a vorgenommenen  Entwicklung  von  f\ciy  0<ler  g^eic^ 

1 (f 

dem  Koeffizienten  von  — in  der  ähnlichen  Entwicklung  von  p^' 

Bezeichnet  man  nun  allgemein  durch  Ki^(ar)  den  Koeffizienten  von 

— in  der  nach  fallenden  Potenzen  von  x vorgenommenen  Entwick- 

%JC 

lung  von  ty(x),  so  ist  also 


^i(xe)  * r Aj  ( x ) 

t\Xe)  ~ ^ ' F\X)  * 

Da  aber 

AtQg) k(x)  k(a) 

F(x)  (x  — «)  F{x)  (x — <x)  F (x)  * 

und 


da  der  Nenner 
ist  , so  hat  man 


j/  ^(a) n 

*(x-a)F(x)  ~ U' 

mindestens  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  x 


S ^ (^*e) A (x) 

F'(xe)  ~~  ’ (x — a)F(x) 

und 
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eef(xe)dxe  ' i(o)  „ A(a:); 

Hä)  (x  — a)F(x) 


2[ö(«)d.öx(a)— ÖiC^^.öCa)]^^) 

~~  (0(«))  V («)  - (0,  («))294(«) 

-6l{x)8.e{x)'\f{x) 

+ * t(öf^))V(^)  ~ (Ö1(a:))2(3P2(ar)]  (ar-a) 

« 

A°0  $ jo  6(a)%f  yi (cg)  -h  6i(cc)V  <P2(a) 

V (p  ( a ) * 0g  öCa)^ 9>i(«)  — Ö!  (a)  V <p2  (ß) 

. K f(x)  __  A | flfo)  VViOe)  -|-  «PgW 

(a: — cc)  V <p(#)  ö( ar)  <pi  ix)  — 0,  ('ar ) V~ 9aW * 

wie  man  leicht  übersieht  Setzt  man  nun: 


f(x)dx 

(x  — ß)  \f (p(x) 


= ty(x), 


so  erhält  man  hieraus: 


el^(^l)  +*2^2)  + hVM  + + «rt(«r) 

__ __  /fo)  |o  /0(ß)V qpi  («)  4- 

V^qp(a)  S \0(a)  V ^ (ß)  — 0j  (ß)^ <p2(ß)/ 

, K fix)  . (Bjx)  yf^ix)  -f  61  jx)  \f  g>2(a?)\ 

(x — a)  \f  tp(x)  VÖ(a?)V^ 9?i  (x)  — • 61  (x)yf  <p>f,{x)/ 

+ C,  (I). 

Die  Grössen  ee  bestimmen  sich  aus  (8). 

Dieses  Theorem  lehrt  also  die  (algebraische)  Summe  einer 
Reihe  transzendenter  Funktionen  durch  einen  logarithmischen  und 
algebraischen  Ausdruck  finden. 

Man  wird  bei  der  vorstehenden  Differenziation  und  Integration 
kaum  einen  Anstand  haben.  Zum  (Jeberfluss  könnte  man  die 
(Grund-)  Gleichung  (5)  auch  so  ausdrückeu,  dass  man  in  La- 
grange’s  Weise  die  Grössen  xe , a0,  öj,....  sämmtlich  als  Funk- 
tionen derselben  Grösse  § betrachtete,  wodurch  dann  die  obige 
Gleichung  hiesse: 
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ft  \ 3(Xe> 

leflx.)  - jj“ 

(Xe  — «)V  lP(x‘) 

f(a)  d.(o  /e(c)Vy^)  + Ol  («)V~?j(<jh 

V~ <p(&)  ^ 5 ^ \Ö(a) V ? i (^)  — öi 


f(x) S.  / Ö(.r) V~y  t (.r)  + ö.  (*)Vya(*)\ 

+ '(x—  a)\r9(x)  8s  °S\d(x)V <P,(x)  — öi(a-)  VfjW/ 


woraus  sich  (1)  unmittelbar  ergäbe. 

Ein  Anstand  konnte  darin  gefunden  werden,  ob 

K Tp(&)ds  = K ip  (x)ds  =sK 

wie  vorausgesetzt  wurde. 

Allein  sei 


^ ^ + 


so  ist  ^ = K.t und 


also 


ö.yfa)  = 


d. 


K . ==  * 

^ \L'^sty{ac)da;~  Ax  = K.ty(a;) 


/ 


§•  2. 

Es  ist  oben  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass  #j, 

,r«, xr  verschieden  seien,  da  sonst  F\xe)  für  einige  dieser 

Grössen  Null  wäre.  Nimmt  man  aber  zuerst  an,  diese  Werthe 
seien,  statt  gleich,  um  unendlich  wenig  verschieden,  so  wird  die 
Formel  (1)  immer  noch  gelten,  und  da  xx , .r2,....  auf  ihrer  zwei- 
ten Seite  nicht  Vorkommen,  auch  noch,  wenn  diese  Unterschiede 
Null  werden.  Ist  aber  Xa  = .r9}  A , so  folgt  aus  (8),  dass  auch 
£„==$, sein  muss.  Ist  also: 
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(O(ar)>*qo, (jr) — (ö,  (x))*«?»^)  — -d(x— jc,)m'{x—  x,)*s  .... (x— xr)"r , 
so  ist 

”*tfl*K*l)  + + + mrfMSr) 

_ . fja)  | /^(c)V^Tög)  -f  &i(a)\/~V*(a)\ 

9>  ( o)  \0(a)  V qPi(“)  — Ö,  ( «)  V qr*  ( o)/ 

+ K . n*\_u*  + c (ll) 

(x—a)\f  <p(x)  \ß(x)X  tpiix)  — Ö!  (j*)  V <Pr(*y 


§.  3. 


Setzt  mao  in  (II): 

f(x)  = (x— a)A(jr), 

wo  also  i(x)  ebenfalls  eine  ganze  Punktion  von  x ist , und  folglich 

X (x)  dx 


V(x) 


-f 


V cp(x) 


so  ist,  weil  /][«)  = 0: 


»*i*i*K*i)  + mt^(x2)  + -f  mr£rtlj(xr) 

Ci  (1II) 

yf  <p(x)  \6{x)x  (pi(x)  — 0i  (x)\r(p2(xy 


worin  den  Grossen  m und  e die  obigen  Bedeutungen  zukommen. 


S.  4. 

Wird  f\x)  60  gewählt,  dass  der  Grad  von  {fix))*  niedriger 
ist  als  der  von 

(pW—y^x) . q>2(x) , 

so  hat  die  Grösse 

f(x) Jo  /g(ar)V~y7(jr)  -f  0\  (-t)V  ya(ar)\ 

(x—tt)yf  <p(x)  ^ \fl(a?)V" (pi  (x)  — 01(x)\r^2  (XV 

wenn  sie  entwickelt  wird,  die  Potenz  - nicht.  Denn 


Z*' 

r 
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\f  <pt  (x)  + 0,  (x)V  9i(x) 

.ist  von  demselben  Grade,  wie 

ö OOV" 9i(^)  — di  WV"^), 

folglich  enthält 

I /'6(a;)Vry1(a-)  + 0,  (a:)V y,(a:)\ 

“ V0(a:)V ‘fi (x)  — 0,  (a;)V~ <fz(x)J 

bei  der  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  keine  positive  Po 
tenz  von  x , also  enthält 

_JL  |a 

x — " \0(j?)V~ f\(x)  — 0,(x) V y j ( x)ß 

höchstens  die  Potenz  — • Da  aber  f(x)  von  niedrigerem  Grade 

x 

ist,  als  V* <p(x) , so  enthält  also 

f(x)  . / 6(x)\f  (f^x)  -f  6X  Q)V~ y2(^)\ 

(x—a)\f  <p(x)  ° \6(x)\f  (fi(z)  — dt  (x)  yflp^ix)/ 

die  Potenz  ~ nicht. 
x 

In  diesem  Falle  hat  man,  wenn 


■ «-(*)=  r~ 

kJ  (x— a 


f(x)dx 


(x—a)V^  q>(x) 
mlhV(Xl)  +nt2E2ty(*2)  + + mr£rTp(xr) 

f( «) I . _ /ö  (o)  V 9>,(of)  + 01  ( « )Sf  9t  («7 


=_^L=log(: 

V 9(«)  V 


0(“)V  <Pi(«)  — 6i  («)V 9t  ( 


m 

«y 


+ C.  (IV) 


§•  5. 

Setzt  man  nun  in  Verbindung  von  §.  3.  und  §.  4.  voraus,  dass 

f(x)  — (x—a)k(x) 

und  der  Grad  von  x2(k(x))*  niederer  als  der  von  (p{x)y  so  ist, 
wenn 
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■ ■ " 

% 

Wi  + mt62V(x 2)  + -+  mr£r^(xr)  = C . 


(V) 


§6. 

Differenzirt  man  die  Formel  (IV)  (71  — l)mal  nach  einander  in 
Bezug  auf  a,  setzt  also 

f{x)  dx 


-/cS 


(ar— a)nV  <p(x) 


(J(x))2  von  niederm  Grade  als  y(^),  so  ist 

MiSiVfa)  + wvai//(#a)  + + rnr£r^(xr) 

J_  8"-1 1~  fl«)  ,jLir/e(«)V yt(g)  + fli(<OWs(«)~l 

— I\n)  0«n“1LV'9(äj"  s Vö(a)V  ?x(«)  ~ ö,  (a)V 92(0)  -• 

+ c,  (VI) 

da  die  Constante  im  Allgemeinen  von  dem  Werthe  von  a abhän- 
gen  kann. 


Ist  endlich 


und  ist  X eine  beliebige  rationale  Funktion  von  x,  so  wird  man 
setzen  können: 


Xz=f0(x)  + 


/iW 


(x  ' (a? — cc2)n* 


/2W  * , , /•(*') 

+ ••  • T , 


(:r — a«) 


71 _ 


worin  f0(x),  fi(x), /*(#)  ganze  Funktionen  von  x sind. 

Genügen  nun  fi(x)y  f%(x)> f»(x)  der  Bedingung,  welcher 

f(x)  in  §.  6.  genügen  muss , so  folgt  aus  §.  3.  und;  §.  6. : 
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m,*,  v(-r,)  + ...  4 mr£rii<(xr) 


- K V^(i) log0(ar)  “ An,)  e»,'»-1  (vvfe  ,OSff(a,))_ 

“ ÄS)  oa,"*“‘  l0g<7(Cr*})  + C’ 


(VII) 


worin 


__ö(J?)V~^i(ar)  -f  (^)\rgc2  (.r) 
<Pi  (*)  — #i(x) V (jp*  Ca:) 


§.  8. 

; 

Man  setze  in  §.  3. 

(Pi(x)=:xt  952(^)  = l + «i^  + «2^a  + + avnX2n, 

ö(or)  = + + anxn , <9iCa:)=c; 

i.’  \ V 

so  ist 

F(o:) =x(6(x))2—  c*((p%(x))  = (or— ar1)cor~a:2) (x—x2,,+l) 

(12) 

rro^+i  + ft*2»* + /Vfi 

eine  ganze  Funktion  vom  Grade  2n+l.  Ist  nun  noch  k(x)=xm, 
so  wird,  so  lange  2m-|-2<42w-fl,  2m<2n— 1,  also  m^n— I,  der 
Satz  $.  5.  gelten,  also , für 


(x) 


=/v 


xmdx 


V x(l+ttlx+a2x2+...+  cc2„x2") 

h V(x’i ) + ^(^a)  + + «an-i-iiK^an+i)  = C,  (VHI) 

worin  allgemein  te  durch  die  Gleichung 

Xe6(Xe)  — SeC  V"ie$>a("  •) 

bestimmt  wird. 


'•  Jf  ,,*>  //  ^ ^ f,  j ! # 

Ist  aber  w_n,  so  tritt  §.  3.  in  sein  Recht.  Sei  wi  = «-|-r  und 


1 , a + cV  -jfi  , , 

V xcp%  (x)  B\0(x)Vx  — cV^&J  *"+1  *"+2  ’ 
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so  ist  klar,  dass  " »*«•  i •••  . : • * | * 

--  _ 

) + *2ty(*2)  f 4 f2»il^(*r2«+l)=  C+Ar. 


(IX) 


Setzt  man 


so  ist , da 


also 


c,y  (p2(x)  _ 

VTTäT)  y 


yfx . ö (x)  =z\[ F(x)  + c2cp2(x) , 


1 lo  / 0(x)V x + c\T 
V x(p2(x)  \Q(x)  V'x  — cV  y2(x)) 


= 1 | / \TF(x)  -1-  c2y2(a:)  4-  c V cp2  (ar)\ 

V xcp2(x)  V V F(x) + c2y2(x)  c Wa  (.r)/  * 


auch 


log  r -f  ^ v 

\0(a:)  # — cV  cpiixy 

.=  log('^ffi±y)=2/*» 

W l+^-y/  </  V 1+y» 


daher 


a&cb  fT'i'ti  3 . , 3.5  » r :•  >1  :\  uHm«»  -u 

, T,4.5  V 4.6.7#- T"**'»  . i otiir.I 

:•  ‘ !»  >■  i;(l  :;  J-- . / TTi'<5 


i 'I » i ■ • 1 • 


A°  + Al~+  — 
T „oLI  I * 


2c 


1 czcp2  (x) 


T xni~* 


woraus  leicht  folgt,  dass 


V xF(x)  3 \TF(x)* 

. 3 c6(cp2(x))2 

^ • 5 V.r  V~  F(  x )6 


At=2c. 


Aus  (12)  folgt 


C ■ «3T *2  • ••  1 • 


Demnach  erhält  man  aus  (IX): 
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wenn 


+ + *a»+i  ■’K^v+i) 

= C+W  > 


x*dx 

yTxip^(x) 


§.  9. 


J>T>  Z Iw  O 


Man  setze  in  §.  7. 


X= 


»i 


»2 


~2  0 2a 


. T . < 

— «+#  a + a: 


(xtaröK  V 


so  ist  dort: 

fo(x)  = 0,  /\(x)=z  — ^a,  f2(x)  =ty  a,  w,=w2=l. 


l 


ßj  O.  t ßij  — — fl  . 

Ferner  sei 

• L . * J | | 

^,(0:)  = ],.  (p2(x)  = (l—  x2)(l-c2x2),  c*<\, 

und  endlich  seien  6(x)  und  61(x)  so  beschaffen,  dass  die  erste 
lauter  gerade,  die  andere  lauter  ungerade  Potenzen  von  x ent-  - 
halte.  Alsdann  wird  man  setzen  können: 

F(x)  = (0(x))2—(6l  (x))2cp2(x)  = Aix't—x^ix'* — x^) ...  (x2—xr*) 
und  also,  wenn 


iaI 


»tict«*’ 


t^lo!  (si1)  n*». 


/*  u*.  ijj.ift  Hftdi*#  dotutitt^ 


I 

I 

I 
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II 


tO 

Jp 

a 

& 

o 

5b 

'a' 

IT 

Vw/ 

T 

+ 

Cb 

Qi 

>— 

a 

'a' 

< 

■« 

S 

ts 

t» 

IT 

1 

KO 

< 

§ 

a 

? 

a 

CTQ 

Qi 

Cb 

r 

j 

T 

I 


1 

1a 


+ 

T 

a 

f 


Nf 

-k 


-4 

I 

+ 

t? 

£ 

+ 

m 


» 


tn 

% 

f 

+ 

i 

T 

H 

•» 


C5  >S* 


IT 

II 


e i 

»I  »9 


S 


'S 


ar 


Da  aber,  der  Annahme  nach. 


ö,  (— a)  =—  öi(a) , 6 (a)  = 0(  — a) ; 


so  ist  die  zweite  Seite: 


a . /Ö(o)  -I-  6\{a)Sf  V*(a)\  t >'**  ffßnr 

V%W°8  Wo  -e^VWiW  + 6>  • (14)  — »'>q 


n\:i'A  toi) 


Die  Vorzeichen  fe  und  €'«  bestimmen  sich  aus: 


Digitized  by  Google 


80 


6(xe)  = SeOx  (xe)  V" (p2(Xe)  * 

6 (—Xe)  = S'e  di  (—Xe)  V (p*(Xe)  5 

also  da 

Öj .(— Xe)  — — O^Xe), 
so  ist  €/e=  — £e,  und  da  auch 

7p(—Xe)  = — t^(oTe)  , £'ety(  —Xe)  = Se^(Xe) 

und  folglich 

£lf(Xl)  + ^(X*)  + + £rlf>(xr) 

= log  (M+°i + c,  (Xi) 

2V  g>(a)  \ö(a)  — 0!  (o) \f  <p%(a)J 

i 

wo  «*»  durch  die  erste  Gleichung  (15)  bestimmt  ist. 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  ip(x)  sind  sogenannte  ellip- 
tische Funktionen  der  dritten  Art. 


§.  10. 


Setzt  man  im  vorigen  Paragraphen  a = oo  und  also 

r 8x 

so  ist : 

fl  1K*r i ) F £»jty(X2)  F F £fty(Xr)  — C.  (XII) 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  sind  elliptische  Funktionen  der 
ersten  Art. 


§.  U. 


Bezeichnet  man  durch  Knf(a)  den  Koeffizienten  von  a~n  in 
der  Entwicklung  von  f[a)  nach  fallenden  Potenzen  von  a,  so  erhält 
man,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (XI)  nach  fallenden 
Potenzen  von  a entwickelt  und  setzt 


tp(X)  — ( 1 — .r2)  ( 1 — c2x2) : 


9 
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j *lH'(*l)+*a’K**)  + + «r^K^r) 

r ■ a , , /0(q)  + 0i(«)V<)p(g)yi 

L2 V <p(a)  \Ö (a) — Oj  (a) V~ q>(a)/- * 


✓ 

+ C.  (XIII) 


Die  hier  vorkommenden  Funktionen  sind  elliptische  Funktio- 
nen der  zweiten  Art.  (Archiv.  Theil  XIII.  S.  J2.). 


§.  12. 


Man  setze  in  j.  4. 

f(x)=l , y2(x)  = - (x—m^  (x—m^) (x~m%„) , 

<Pl  (#)  = (#— m2n+i)(#-— Wl2n-hi)  , 

. J 1 «'* 

6i (x)  = 1 , ö(ar)  = C(# — Ax ) (x — A2) . ... (x — An-i) ; 


so  hat  man  zur  Bestimmung  von  xt,  x2,....x2n  die  Gleichung: 

i 

. C\x— A1)2(x—A2)*....(x—An-l)2{x- /n2«+i)  (*-n*a»+a) 

lujtfwi?  K.u (i  (.1  ii  _ ,,_v 

iöf*  (^  ••••  (**■  ^a»)  y (lö) 

• -IS"/*’ 

deren  Wurzeln  jene  Grössen  sind.  Ist  also 

. -nioms^UA  -'ui  s.‘jt  : 

ril  . ^ 

= / rr~=^  > ?(*)  = 9>i  (#)<Pa(*)  r 

-i  • m.  d J (#— a)V  qp(ar) 

so  bat  man ; 

«1 Ifj(x ! ) F ^(^a)  + + fyntyfa n) 

= — ^1=  log  + c,  07) 

V>(«)  <Pi(a)  — <p2(u)' 


worin  ee  durch  die  Gleichung 

0 (Xe)  V" (pi  (Xe)  = f«V  <Pa(#e) 

\ 

bestimmt  wird. 

Setzt  man 


<Pi(*)=  — l(x)f 

so  ist  der  zweite  Theil  der  Gleichung  (17): 
Theil  XVI. 


✓ 


6 
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C - - J 

V-iVVf  («)*(<*)  ''ö(«)V'9>i(«)— V^lVIcö)/ 

ß(a)tp,(a) 


also  ist 


wo 


2 


V <Pi  (of)A(a)  arC^tg  \T Cp1  (a)A(a)^ 


*l*K*l)  + M'tafi)  + + *2»  ^ (*^n) 

2 


= C + 


nP„  rfo.  — 0(«)yi(«h 

» / j— r arc  (I§  ‘ — . / 7~ v ) * 

V— y(a)  V ~g?(«) 


(XIV) 


(p(x)  = — (x — mt)  (x  —in*) (x — m^n+t) , 

während  fj , f2,...  e2»  auf  die  so  eben  angegebene  Weise  zu  be- 
stimmen sind. 


I 


§ 13. 


Im  Vorstehenden  wurden  xx , .r2,....arr  (§.  1.  ff.)  als  Funktio- 
nen der  Grössen  a0,  Oi,,.an;  c0,  c1,..cm  angesehen.  Nun  kann 
man  umgekehrt  einige  der  Grössen  xlt  x.if...  als  gegebene  Ver- 
änderliche ansehen  und  aus  ihnen  die  Grössen  o0,  nl9..;  c0,  Cy. 
zu  bestimmen  suchen.  Man  sieht  leicht,  dass  es  der  Allgemein- 
heit keinen  Abbruch  thut,  wenn  man  eine  dieser  letztem  gleich 
1 setzt , so  dass  noch  m -|-  n + 1 solcher  Grössen  übrig  bleiben. 
Sei  m-f-n-fl  = r/,  und  nehmen  wir  r (§.  1.  (2))  gleich  oder  grösser 
als  r*9  so  kann  man  sämmtliehe  r'  Grössen  a0, ...  on;  c0>.*  ^m,  von 
denen  eine  gleich  1 ist,  bestimmen  durch  die  r*  Gleichungen: 


, V <pi  (ar,)=f1Ö1(^1)V  q>^(x,), 

d(X*)V <pl(.T^)=€2ö,(x2)Xr <Pf(xt)  , 

: 

6 (xr' ) V «jPi(tfr')  — Sr  Bl  (Xr ) V' <p*{xr) ; 

in  denen  die  Grössen  e1,  s2 i ef'  beliebig  gleich  ±1  gesetzt 

werden  können.  Man  setze  z.  B. 

I 

fl  — ^2  =:  — SrT  — -fl,  ^ fr,+2  — •••  — £r'  — — 1 ? 

4 

1 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  a0,  c0, 
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fl O^l)  (fl j#i)  , — #1  (&1  )^'(P2.(a:l)  t 

* ^ (*2)V  ^li^J'!'=2=  M*2)VW#2), 

•I  . : ' i ' • ’.  »!.••••'.*’  » 


M ♦ 


ö^rjVW^)  = Oi(xTl)\f  <p2(Xrx),  \ (\S.) 

ö(3Fr(+i)V  7>l  (.Tr,4i)=  - fl,Ur  + 1)^  qP.2(^rt+,  ) , 

H(Xr'  )Vyi(xv)  = ö|  (dv)  V" <JP2(^r' ) • 

Diese  Gleichungen  geben  nun  die  Werthe  von  Oq,  aL , c0,  cA.... 

vollständig  als  Funktionen  von  arl,  #2,  ...av  (r  >V),  und  der  in 

cp(x)  und  gpj  (x)  enthaltenen  Koeffizienten.  Setzt  man  diese 
Werthe  von  o0,... , c0,...  in  die  Gleichung  (2),  so  wird  ihre  erste 
Seite  durch  (x — Xi){x — .r2)...  (x — xrf)  theilbar,  und  man  findet: 

= -*— ^ <*-*  * 

Setzt  man  nun: 

» • * * 
i * , 

^r'+l  —yi  i ^r'  +2—^2»  i 

so  sind  ylt  y2f-y»  die  Wurzeln  der  Gleichung 

tf=0,  (19) 

welche  vom  Grade  s = r — r*  ist.  Es  wird  somit  immer  möglich 
»ein,  diese  Grössen  zu  bestimmen.  Die  nachfolgenden  Grössen 
(+J)  f j , f2,...fÄ  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 


ö(^i)V  =h  (yi)V' y-iQji), 
n(y*)  — f2^i  tariVWys)» 

* 

0 ( y») S/~q>! (y,)  ~ ^6l(ye)\r (p2(y*) 

und  inan  findet  (§.  7.),  wenn  man  setzt: 


(20) 


pW 


=/, 


Jif&r 


V*  ?(a)’ 

X,  ?(x)  was  in  §.  7.  und  denselben  Bedingungen  genügend: 

<K#i)  *f  ^(rr2)+  ...  + ffai+i)— V(rA+ß)  —ty(Xr’) 

+ *i^(yi)  + f21/;(y2)“l--  + f«^(^o)=  F+C,  (XV) 

wo  F sich  aus  §.  7.  ergiebt. 

6* 
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Aehnlich  kann  man  in  die  übrigen  Formeln  substituiren. 

Sei  der  Grad  von  (p\(x),  der  von  q%{x),  e = Pi+e*  der 
von  so  ist  der  Grad  der  Funktion  F(x)  (§.  1.)  entweder 

oder  2wi-|-p2;  er  sei  z.  B.  =2w-fpi , also 

r=2n  -fft 


und  folglich 


mithin  auch 


also , da 


auch 


r ^ 2m  -f  g2  > 

2 r ^ 2m  + + 2n  + pj , 

r > m + n -f  > w»  + n -f  | , 

/ 

j=r  — r'  = r — (m-f  n-f-1) , 


77!-f  (m+w-fl) 


Oer  kleinste  Werth,  den  also  s haben  kann,  ist  — 1,  wenn  g 

gerade,  und  ^ wenn  g ungerade  ist  Man  sieht,  dass  dieser 
Werth  von  m + n gar  nicht  abbängt. 


§.  14. 


Wir  wollen  ferner  annehmen,  man  mache  die  Voraussetzung 
des  §.9.,  und  nehmen  wir  an,  in  0(x),  Si(x)  seien  gerade  r Koef- 
fizienten , also,  da  einer  =J  zu  setzen  ist,  ihrer  r — 1 zu  bestim 
men.  Beiläufig  bemerken  wir  auch,  dass  in  §.  9.  Alles  dasselbe 
bleiben  würde,  wenn  man  annähme,  in  6(x)  seien  nur  ungerade 
und  in  $i(x)  nur  gerade  Potenzen  von  x. 

Sei  nun  r gerade,  =2 n. 
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Mao  setze: 


0(ar)  = ö0  -f-  axx2  -f ....  -f  an-iX2n~2  -f  x2* , 
öl (x)—  (b0  + bxX2  + ....  -f  bn-iX2*-*)  x , 

*i=f2= ...  = &jn-i=  — 1,  so  werden  a0t...  b0...  bestimmt  durch: 

öfoH  öi  (&i)  V~  91(^1) = 0 , 

ö(#2)  + (^a)  V"  9>a(#a)  = 0 , 

Ö(^2n-i)+öi(^,an-i)Vr9(^2»-l)  “ 0 

wenn  die  27i~l  = r—  1 Grössen  xx,  x% , ...  x^n-i  ,als  gegeben  an- 
gesehen werden.  Ist  diese  Bestimmung  geschehen , so  hat  man 
in  §.  7: 

(22) 

(6(x))2—(e1(x))2<p(x)  = (x*—xx 2)  (x2—x22)  ...  (x2—x\n-i)  {pP—y1) , 

woraus  leicht  folgt: 


(21)  <p  (x)  — (l— .r2)  (1— c2:r2) , 


«o 

y — '*  • 

•l'  1 “•*! 

Sei  zweitens  r ungerade,  =2n  + l. 
Alsdann  setze  man:  - 


(23) 


• 6{x)  = (<70+ öx.r2  -f  . ...  -f  a,ix2n)x , 
di(x)=b0+bLx2  -f- ....  + 6/i_1a:2«-2; 

bestimme  ferner  cr0,...  60....  durch  die  Gleichungen: 

6(xt)  + BifadV  <p(x i)=0,  \ 

\ ( (U)  ‘ 

Öfen)  -f  ö,  (^2«)  ^ <Jp(^2n)  = 0 ; ) 

so  erhält  man 

v= • (25) 

y XxX2..X2n 

Setzt  man  nun  die  Werthe  von  xx , x2,....xr-x , y in  die  Formeln 
(XI.),  (XII.),  (XIII.),  so  erhält  man  Theoreme  über  die  ellipti* 


\ 
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gehen  Funktionen.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  ^=«3  = 

= £r_j  = — 1 genommen  wurde,  #r=jy,  und  cr  aus  der  Gleichung 

6{y)  = er0i  (y)  V*  ( p(y ) (26) 

bestimmt  wird. 


§ 15. 


/ • • 


« , 

Setzt  man,  um  ein  Beispiel  zu  wählen,  im  vorigen  Paragra- 
phen r=3,  so  ist 

6{x)  = (a0+x2)x , 61  (x)  = 60 , y(x)  = (1—x2)  (1—  c2x2) ; 

also  werdeb  a0  uiid  60  durch  die  Gleichungen 

(«o+^i2M  +^0^  <p(d?1)=0, 

(a0  + x22)x2  + b0\T  (p(x2)  =0 

» . • *'  _ \ j ^ “ * * * * 1 * * 

bestimmt,  woraus  folgt: 


* * • v < 


p yfa)  -^i3VVw  ^ x2xx  *—xxx23 

xY  \T op{x2)  —x2  \f  (yxj)  ‘ xl  STy{x^j  — x2V^Jj\)  * 


b0 

y — zzr—  — 


xx2-~x22 


X\X1  Xx  \f  (p(x2)  — X2\T (p  (xx  ) 

V y (x2)  +x2V (p(xx) 

1 — c2xx2x22 


Zur  Bestimmung  von  c3  hat  man: 

t • 

(°0  +y2) y=hb0\T (p(y) , (a0  -\-y2)  = s3xxx2 V (p(yj~. 
Denken  wir  uns  , x2  unendlich  klein,  so  wird 

V <p(xx)  ~V y(x2)~ti  i 

also  (24)  sind  xl9  x2  die  Wurzeln  der  Gleichung 


ö(*)  + 0i(*)=o. 


d.  h.  von 


. (flo+#a)^ -Ffy)=().  . ’ 

' ■ * ■ ► . . 1 > / * > ,< 

Diese  Gleichung  hat  noch  eine  dritte  Wurzel  x,  und  es  ist  offenbar 
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also  ist 


zxkx2=  — ö0 , 2= — y ; 

— (öo+y%  + ^o=0, 

(Oo+#2)#=V> 


also 


V .*  l = £3VV(y)» 

und  für  xlf  x2  unendlich  klein , auch  V~ y(i/)  = l,  ist  f3  = l. 
Bezeichnet  man  nun,  zur  Unterscheidung: 


/ vfe>  M . 

F*<f>- 


■j  I 


h 


dx 


1 S).V»(») 


durch  F3(x)  ; ] 


<p(a:)=:(}-x2)(l-~c*x*) 

c*<l,  und  a?a  nicht 
über  1 und  unter  — 1; 


• » 


so  findet  man  nach  (XII.)»  (XIII.)  und  (XI.): 

' ' (26)  - ’ > 
F,(*,)+F,(*,)  *;#•,(*)  1 €,  " ' . ) \ 

' r V , 

Ft(*x)+F^)= F,{y)- 

+ C, 


t ' 


(a0-[-a2)a-\-boV  <p(a) 
(cr0+a2)a— b0  \T (p(aj 


i»ii 


& / ' v « w*i  / x *^  / v a i J if|ota  )gtfjoT  y ( g; 

^(»O+F^-F.ty)  2V-(o)'  <K+a*)al6^P^ 


/(%+“8)«4ii)V y (g)\  ( J 

a)/ 


worin : 


_ xk  V (p(x2)  -f  x2\rq>(xt)  t 
y i — c^x-i^x^ 


Nun  ist  aber: 


W, 

*)a)  + 


1,  /(q0-ffla)a-l-^()V  y(«)\  _6pV  <p(«)  , 1 <p< 

2 *°8\(flo+a2)a  -boV^ay  («o+«2)«  ‘ 3 V(<'o  + « 

u /(tfo-bq2)a+60V  y(a)\  _ b0  l 608y(«) 

2V £(Sj  °8V(a0+fl2)fl-60 V jfa)/  «o+  «*  3 «aK+«a)3 
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Demnach  ist  der  Koeffizient  von  ^ gle*ch  und  folglich  werden 
die  obigen  Gleichungen  definitiv  zu: 

^1(^1)  + ^ \(^z) = F i(y)+  f'» 

^ zO^i) + ^ 2(^2)  ~ F i(y) — ^0 + f' » 

F.(*,)+F,(.r,)  = F3(y)  - 

sv  */  sv^  2VW)  bMoo+a2)o-*oV^9(«K  ) 


>(XVt 


worin 


y = 


Xxx 2 


a0,  60  bestimmt  durch  die  Formeln  des  §.  15.  Die  Formelu  (XVI.) 
enthalten  die  Additionstheoreme  für  zwei  elliptische  Funktionen 
der  verschiedenen  Arten. 

Da  für  x1  = 0 auch  ao  = 6o  = 0 und  y=0,  so  sind  die 
Konstanten  in  diesen  Formeln  Null,  wenn  man  ö als  untere  Gräoze 
der  Integration  nimmt.  Setzt  man  #=siuqp,  so  ist 


F3{x)  — 


Jf*9 dcp 

(l_8j£|!jVT^W 


Darnach  stellen  sich  diese  Gleichungen  auch  so  dar: 

(27) 

/Vi  dtp  ^ f*<P*  dtp  dg) 

V 1— casinm2  *J  V 1 — c2sinop2  t / V I — c*si 


c*sinqp* 
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1 sin» 


ft)  sftwd'W’jJt) 


ftt  IMT  ni i*> 

© 

• iKi  V 

f . i . 


(Io) 


tO'H  f<rn*=u 
i.obrn:  fctrtoiti  x> 
eb  <w  tS!<j  f ,vj  ibn 
\)«t  x aov  '»Ifo)'* 
:(.! 


l£)  *{'*»;»»  o-\r,  . I 


i 

»in  Ui  =’ 

ifl 

f'i  •>}  -1  • .;>' 


'S 

1 1 *® 

5‘ 

'Q 


Digitized  by  Google 


t 


worin  tf;  bestimmt  ist  durch: 


sinip  ss 


(30) 

sinyj  cosyt  V"  1 — casiny2a  -f  sinqp2  coscpt  1 — c^sin^* 

1 — casin  (fi  asin  gp22 


* 

Die  Gleichung  (30)  ist  nichts  Anderes  als  die  Gleichung  (1)  in 
Archiv  Theil  XI.  S.  395.  ff.  §.4. 


Die  Integrale  in  (*28)  gehören  «ir  den  in  Archiv  Theil  XIII. 
S.  12.  ff.  betrachteten  und  zwar  zu  der  dortigen  Gattung  snawto; 

die  in  (29)  zu  den  dort  S.  19.  ff.  betrachteten. . 

i 

Bezeichnen  wir  den  Werth  von 


dx. 

v (1— 


(31) 


durch  v , so  ist  (Archiv  Theil  XI.  ST395.  IS.  $.  2.)  :r=snt>,  wenn 
c der  Modulus  ist,  während  die  obige  Grösse  cp  nichts  anderes 
als  die  Amplitude  von  v ist.  Bezeichnen  wir  durch  vx , t>2 , tc  das, 
was  aus  (31)  wird,  wenn  man  xt , x2*  V an  die  Stelle  von  ersetzt, 
so  giebt  die  Gleichung  (27)  oder  die. erste  (XVI.) : 


ci-fü4=w>,  > 

#* 

während  sinip=sme,  sin^j— snrj , singr2=sm?2;  also  nach  (30): 


Snfo+tfc)  = 


snricnu]  dn»2  + snracntjdn^ 
1 — c^sri^sn^r* 


was  absolut  die  Gleichung  (1)  des  6.  5.  a.  a O.  ist.  Von  dieser 
ausgehend,  ist  die  ganze  dortige  Theorie  leicht  zu  entwickeln. 

Da  aber  fiir  xt,  ar2  keine  besonderen  Bezeichnungen  festge- 
gestellt  wurden,  so  gilt  die  Formel  (32)  für  alle  möglichen 
Werthe  von  a *,  und  x2,  so  wie  von  c,  was  die  Herleitung  der 
Formeln  der  §.  6.  und  §.  11.  sehr  erleichtert. 

Die  Grösse 


sinVöy 
Vl — c%ina</> 


wurde  in  Archiv  Theil  XIII.  S.  1.  ff.  §.  18.  durch 


sa2vdv 


be- 


zeichnet, worin  v den  obigen  Werth  hat.  Diese  letztere  Grösse 
fand  sich  dort 


% 
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v 


* i | ( ( ( t » I ( 


1 (c— E(v)), 


.2 


. <* 


also  giebt  (28)  oder  die  zweite  Gleichung  (XVI.): 


EM  + EM  =*  E(«t  +»4)4.  - ^incisnc^sn^-sn«^  ,, 

sn^  cnpadnü2  — snü^cnuidnp!  * 
= E(vt  + t>2)  -f  c2snp,  sntjgsnfo  -f  t>2) , 


was  eben  die  Gleichung  (I)  in  J.  19.  a.  a.  O*  ist.  . 

Auch  hier  ist  keine  Beschränkung  für  die  Werthe  vorhanden. 

| 4 ' ^ « *m 

Eben  so  gehört  endlich  Fz(x)  (XVI.)  zu  den  mit  J in  §.  23. 
a.  a.  O.  bezeichneten  Funktionen  der  dritten  Art,  ' und  zwar 
ist  sie: 


Ist  also 


so  ist  sie  gleich 


e + c2sn26y(ü,6) 


«5  i>  i 


* > 


nach  (4)  des  angeführten  6.  23.  Die  Gleichung  (29)  drückt  dann 
ebenfalls  eine  Summirungsformel  dieser  Grössen  aus,  deren  Ent- 
wicklung nicht  schwer  ist.  Dass  hieraus  die  Theorie  der  drei 
Arten  elliptischer  Funktionen  fliesst,  ist  klar.  Das  Gesagte  mag 
aber  für  den  Augenblick  genügen.* 


Es  bleibt  uns  zum  Schlüsse  noch  die  in  §.  1.  versprochene 
Entwicklung  der  vor  (II)  stehenden  Gleichung  übrig. 

Der  schönste  Beweis  ist  wohl  der,  den  Liouville  in  seinem 
Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquöes, 
tome  XI.  pag.  462.  gegeben,  der  auf  das  Folgende  heraus- 
koramt.  Man  habe  die  Funktionen  ip(:r)  und  (p(x),  ao  beschaffen. 


'ip(x)=xm  -f-  a0xm~l  + 
cp(x)z=b0xm~l  4-  bxxm-2  + . .. 


\ 


Digitized  by  Google 


/ 


92 


dass  also,  wenn  60,  blt...  nicht  Null  sind,  q>(x)  vom  Grade  in — 1 
ist,  wenn  i/j(x)  vom  Grade  m.  Sei  nun  ß irgend  eine  Grösse,  so 
bestimmt,  dass 


V(x)+ß<p(x)=0,  (33) 

und  bezeichne  £ {x)  die  Summe  der  Wurzeln  dieser  Gleichung, 
so  ist  , 


2(x)  = — -ao  — b0ßt 

also,  da  diese  Wurzeln  von  ß abhängen: 


(34) 


Differenzirt  man  aber  (33)  in  Bezug  auf  ß , so  ist 


dx 


[tp'(x)  + ß(p'(x)]  m + (p  (x)~0, 
dx 


dß 

(px 


Demnach  in  (34): 


dß  ip'(x)  -f  ßcp'(x)  ’ 


«.  ?(*)  — I b 

£r(*)  + ßv’w  -+  0> 


(35) 


« : • 

Da  ß ganz  willkührlich  ist,  so  setzen  wir  es  =0,  so  ist: 


g>(ar) 

ZV(x)  — Ö°' 


oder  wenn  tp(x)  = 1,  also  6o=0: 

£_l 

v(*) 


=o 


(36) 


Sei  nun 


ip(x)  = (x  — a)F(x) , 

und  habe  F(.r)- die  Wurzeln  xlf  xi%,...xr,  so  ist 

ty'(x)  = F(x)  + (x—  ct)F'(x) , 
und  die  Gleichung  (37)  heisst  eigentlich: 
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(x,— ct)F(x,)  (xa— o)P'(a:1)"*' 

+ B=Ä»W-- 

da  <*,  die  Wurzeln  von  ip(a:)  = 0 sind.  Diess  ist  aber 


Orj  — «)  fv(xt ) "*■  (x.z  — a)  F(xt)  "** 


+ (xr-«)F‘(xr)  ~ F(ct)  ’ 

also  wenn  das  Zeichen  2 sich  bloss  auf  die  Wurzeln  von  F(x)= 0 
bezieht: 


Z 


l_ 1 

(x  — a)F'(x)  F(a)’ 


(38) 


was  eben  die  zu  beweisende  Gleichung  ist. 


»4 


t 


VIII. 

De  Integralibus  quibusdam  deflnitis. 

Auctor  Christianus  Fr.  Lindman, 

Lector  Strengnesensia. 


1. 


ln  Tom.  Yl.'praec.  pag.  187.  seqq.  Cel.  Arndt  integralia  definita 

/*n  * pnn 

ISincpdfp,  / (pls\n<pd<p 

o * o 

tractat,  ubi  n=  nura.  integro.  Beneficio  theorematis 

/&  pb-a 

f(x)dx  = / f(a—x)  dx (ff) 

» o 

quod  in  Tom.  IV.  praec.  pag.  119.  commemoratnm  et  in  Calc.  in- 
tegr.  Cel.  Moigno  pag.  45.  quoque  inest,  illa  integralia  paullo 
brevius  inveniri  videntur,  ita  ut  sequitar. 

Ut  maximani  generali tatem  consequamur , pro  /Sin?  ponamns 

l ((Sin?))  = /Sin?  ± 2 Jen 
et  pro  /( — Sin  9)  itidem 

/((—Sin?))  = /Sin?  ± (2i  + 1)  * V -=P) . 

Ex  theoremate  («)  babebimns 


*)  Ilde  Cauchy,  Cours  d‘ Analyse  de  t'Ecoie  polytecltnique.  pag.  3 19. 
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/**/((Sin*)>/,  = ^ ± A*V-1 , 

k*  • ° ' • i ' - •.  ’ \ 

« , 

J */((-Sin»))rf»>  =|/|  ± V~=l*) ; 

f o ; . . * \ 

unde  beneficio  theorematis  notissimi  inveniemus : 

i • * 

ß\(S\n<t))d*= ß*l((S\n<r))d<r+ ß((S\n9))d^i ßh((Sm<p))  d. 


71 

* 


' ‘ *'  ‘ ‘ =ff^4;2Ä'?t2Vr-l, 

l(( — Sni9))rf9= J ^ 5/((— Sin?))*/?  -f  /((  — Sin?))*/? 


71 

* 


/*7t 

= ? f 2 
O 

, = >t7s-+(2i+l)5iaV^l. 


= 2y  2/(( — Sing>))</?) 


Ex  theoremate  nuper  citato  sequitur , ut  sit 

r 7T  />7T  f*  2/T 

/((Sin?))  */?>=  / /((Si»<p))*/qp  -f  / /((Sin<p))*/<p  + • ♦ •* 


n 


/nn 

/((Sing>))c/? 


(n-l)zr 


Quum  vero  secundum  theorema  («)  sit  (m  = num  integro): 
^^/f(Sin ?))</?  =/  / ((Sin  (2mft — *p)))d(p  —J*  l (( — Sin?))*/?, 


(im- -1)71 


f*{?.m-{-l)n  f*n  . /*7i 

/ /((Sin?))  dtp  — j /((Sin(2m-f  I,  n — 9))  dtp=zj  l ((Sin?))  dtp ; 

Zm7i  o 0 


Imn 

habebrmus 

! 


*)  Vide  Grunert  Archiv  Tom.  IV.  pag.  läO« 
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dum  est  n = num.par  =2m 

/Imn  pn  pn 

/((Sinqp))rf9=m  / /((Sin9)jd9+w» / /((Sinq>))rf<p 

o 6 o 

= mJt{2/|-±  2 kn^\  ± (21  +1)  n V^Ifc 
dum  est  n=  num.  imp.  = 2m-f-l 

/(2m+l)7r  pn  Pn 

/((Siny))rfy  = (m  + 1) J l((ß\Ti<p))d(p -f ml  l (( — Sin<p))<i<p 
0 'O  0 

= n i(2m  -f 1)/  i 2 )7tV  — 1 ± (2A-|-l)m7r V — 1}» 

/nn  • j? 

<p/((Sin9))c?9(n=:num.  integ.).  Ex- 
o 

sistit  enim 

/nn  Pn  p%n 

(pl((ßin(p))d(fr=z J <pl{(ß\n(p))d(p  + / <p/((Sin<p))d9+  .... 

0 0 * 

/nn 

(pl((Sin(p))d(f> 


(n — l)?r 


et,  si  est  r = num.  integro,  secundum  theerema  (a)  fit 

pirn  pn  pn 

J <p  l((S\ri(p))d(p=2r7tl  /((  — Sin<jp))<Z<p—  I q>l((— S\n<p))d(p (0) 


(2r— l)n 


/(2r4-l)7r  pn  pn 

9/((Sinqp))rf9  = (v2r+ ])  7t  J l{(ß\i\<f>))d(p  — / 9/ ((Sin9))d9 . . . . (y) 

2T7T  O O 


2rn 

Praeterea  est*) 


J*  yl(Sß\ n9))rf9>=^  l\±k7t%\f—\t 

0 

f%l((-Smcp))dcp^~l~±  ^ 7t*V-. L 


Si  ad  invenienda  integralia,  in  quae  integrale  quaesitum  distributuni 
est,  formulae  (ß)  et  (y)  adhibentur,  addendo  et  reputando,  coöffici- 
entes  termini  narum  formularum  prioris  in  progressione  arithme- 
tica  esse  obtinebimus: 


*)  Vidc  Grunert,  Archiv.  I.  c. 
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(«  = num.  par.=*2m) 

/ 9>/((Sin9)))rf9=7ü2m(2m/|- ±kn(2m— 1) V^+^i](2m-f-  l)7f V^I} 


o 


(n  = num.  imp.=~2m-f  1) 

/(2m+ l)7t 

Cpl(Sp\l\<f))dcp 

0 

= «2(2m+l)  • 


II. 


rin  Tom.  X praec.  pag.  341.  Cel.  Dienger  proposuit  integrale 
xa  dx 

1 -f- x1  -f  * ^uo<*  casus  tantum  est  specialis  integralis  gene- 

o 

ralioris 


xa-xdx 


o 


1 +a;2-f  x4+ ... 


quod  hoc  modo  inveniri  potest.  Termini  denominatoris  sunt  in 

, . 2 — > x2n 

progressione  geometrica,  cujus  summa  est  = ■ g , quamobrem 

evadit  X 


I /**(! — x^)xa~1  dx {*T-xa~l(lx  f 'xxa  I ldx 

—J  l —J  J IZZ^r«  ■ 


O 


. 1 1 1 

Posito  x^zzy,  ideoque  x=yi n,  dx  — ^y^n^dy,  habebimus 


a-f-2 


»_!  ‘du  i /**.>/ 2"  V.y 

2»c/  1-3,  ~2«,/  1-3,  • 


0 


Ex  cognita  vero  formula*) 

/Xza—  lfl2 

-j— — = 7tCota7r,  l>a>0 


sequitur,  ut  sit 


*)  v*d.  ex.  gr.  Moigno,  Calc.  integr.  pag.  69. 

Theil  XVI. 
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(a  + 2)#  ] 


'-£(*•5-  Co‘^ 


TT 

2« 


Sin- 

n 


, 2(«-l)>a>0.  . . 


• (0 


Formula  (i)  differentianda  respectu  ipsius  a prodit 
t/0  1— .r2«  * \2/i/  c.  „a*rc. 


c.  » 

Sin  — 

n 


Hic  posito  x — yn  prodit 


Jf*®  ? < 

[ (l— y”)y"  (*\*  J 

i-j,.  WSi 


Sin  <£±I>?Sil” 

71  71 


Sh,.f>.ü§? 


. (*) 


Si  ponimus  a=n — 2,  invenimus 

ubi  necesse  est,  sit  w^2,  quia  alioquin  a evadit  = <0.  Cel. 
Sch lö milch  hanc  formulani  proposuit  in  Tom.  XU.  praec.  pag.  208, 
ubi  contcodit  fieri  non  posse,  quin  quantitas  fi  sit  fractio  propria 

negativa.  Quod  per  fi  designat,  idem  est  atque  — — in  formula 

mea.  At  veru  quum  2(w— l)>n>0  esse  debeat,  ut  antea  demon- 
stratum  est,  nihil  prorsus  impedire  videtur,  quominus  in  formula 
(A)  ex.  gr.  a=zn  ponatur,  dummodofsit  n>2.  Haec  suppositio  dabit 


Eodem  modo,  quo  integrale  (i)  inventum  est,  cognoscere  quo- 
que  licet 

/® X*-'  dx 

1 — X2  -f  x*  — . . . + ( - l)n-I^2(n-l)  • 
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F.nimvero  quum  termini  denorainatoris  sint  in  progfessioffe  geo- 
...  " V1 — ( i^n^n  ° ” 

metnca,  cujus  summa  est  = — - — - — *•-*■ 


l-x* 


evadit 


C* x«~'dx  _ /**(l+.z2)  xa~xdx 

ty  I X*~t~X^ ....  -f- l)  j I~~( l)n.T2n 

Substil uendo  y pro  x2n  et  formulis  cognitis*) 

/®2 ct~1dz  * 7E  PXla~ldz 

l-f-z  Sincm*  / 1 — — rcCottm,  l^a^O 

° 0 

adhibendis,  hac  pro  7i=num.  par.,  illa  pro  7i=num.  imp.,  invenitur 

(n  =num.  par.) 

r(t  +a?a)ar°— 1 tc/  «Tr  (a+2)n\ 

1-**»  Ax  ~ 2n\Cot  2n  + Cot  “ST  ) 

n = num.  imp.  , 0 ...  . A 

r(l+,V->  - ■ - ^ 2(n— 1)>  o>0, 

J ‘ + *s 


-2»  dx  — 2» 


K»£+«*4?0! 


III. 


FaciUime  inveniuntur  integralia  («>Ö) 

^ S\nuydy  = — (1),  J'  Cos uydy  — ^^- (2) 

O O 

quae  multiplicata  per  e~c“rfM(o=quant.  posit.),  integratione  abw=Ö 
usque  ad  m=q q facta,  dabunt: 

/Ä  . /*“  . /**1  — Cosaw  _ 

e~cudu  J Sin  uydy  = / - e-~0Uduf 

o o o 

/OO  />o  /» 

e~ctldu  / Cos  = / 


c“Sin 


Ordine  integrationum  permutato,  beneficio  formularuni 


*)  Vid.  Moigiio  I.  c. 

I* 
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/»  _ b2  /*«  , , ö 

r“ö,Sin  bx  dx  — » / e ®*Cos  o:ra# — a2_|.^2 

n 


mvememus: 


/ 


] 


®e_cuSin2 


y 

o 


0 M 

ocß— <?«SinaM 


du 


u 


'(*+*) ' ' ' 

(3) 

a*) 

* mm 

(4). 

Posito  c=Ü  io  formula  (4),  habebimus  formulam  cogoitam 

/®Sincm  , rc 
-ü~du=T 


Si  my  pro  y in  formula  (1)  substituitur,  differentiatio  respectu  m 
dalut 


/ 


yCosmuydy— 


a Sin«« 
ma  m 


2 Sintern 

TO2  tt*  . 


Hoc  quoque  integrali  per  e~cudu  multiplicato  et  integratione  intra 
limites  w=0,  w=o o mstituta,  prodit: 


_a  /> 

~~m2J 


f e~cuduJ^myCosmuydy 

O 0 

2 r 

1 ™2J 


<x>e~cu  Sin  au 
u 


w 


du. 


Ordine  integrationum  permutando  et  formula  (4)  recordanda  ob- 
tinebimus 

«e-*0“  Sin2iaw  . 

— d 

Posito  a=2,  c=0,  form.  (5)  dabit,  quia 


♦)  Hoc  integrale  Cd.  Arndt  aliunde  proccdens  invenit  io  Tora.  XL 
praec.  pag.  77. 


Digitized  by  Go 


101 


r 


«Sin2i*  _ 7i 

(lU  — 7T 


u 


quod  integrale  etiam  hoc  modo  probari  potest.  Per  partes  inte- 
grando  reperiemus 


PSh 

J u 


Sin2w 


Sin2tt 


u 


du, 


quod  intra  limites  0 et  oo  sumtum  formulam  (6)  suppeditat. 
Enimvero  quum  Sinw  pro  indeterminatus  evadat,  limites 

tarnen  +1  et  — 1 supergredi  nequeat,  fiat  ~~~  = 0 pro  m = qo. 


necesse  est. 


IV. 


De  integrali 


■-A 


Ixdx 


(a2.-|-  62#2)f* 


Posito  a:  = g-tgi/;  accipimus 


n i n 

J = aitn—  ^ ~ Cos2^“1)^  n2"“1  b j*  Cos2^-1)  rfj/tgip  dty. 


Cognitum  vero  est 


/ 

o 


„ ..  , 1.3 (2n  — 3)  7t 

Cos  <"  'Vdty— 2— ».I.2...(n— 1)‘  2 


et  per  partes  integrando  invenimus 


ß 


Cos2(n_ ipl  tg  ip  dty 
SiuTp  ' _ 2n—  3 ~ 0 . 

!Sti-b  |tos  * + 2(^=2)  • Cos  * + 


. 3.5....(2»-5)  (2//-3)„ 

••••+  2"—*.  1.2.3.... (»—2)  Cos^I^S1/' 

, 1.3.5 ...  (2n — 5)  (2n—3)  , 

^ 2"-1. 1 . 2.3.... (n—  1)  **** 


% 


Digitized  by  Google 


102 


3.5...(2n— S)  (2n— 3) ) 
+ 2»-*.  1.2. 3.  ,.(»-2)1 

].3.5...(2w— 5)(‘2w — 3)  P if/rlty 
2n“A, I.2.3.. ..(»—])  ^Sin^Cos ' 

Quum  hoc  integrale  intra  limites  sumitur,  prima  pars  dextri 
membri  evanescit,  quoniamSim/>£tgi/>:=0proi/;=0,  et  Cosa?+  lt/>/tgi/>=0 

7t  ' ' 

pro  termynis  secundus  et  quartus  simul  sumti  aequales 

li 

sunt  . 

n ” ? 

r /Si  ntydty  —J  /Cost/;di/;=0, 

o ' o o 

quamobrem  existit 


71 

j Cos*!»-«  ipl  tg  ydi/) 

o 

I n (1.3.  ..(2t* — 5)  2« — 3 1.3...(2»«— 7) 

— — 2(»j— l)‘2”-i  f 1.2... (n — 2)  ' n— 2 ' 1.2.3...(n— 3)  + 

. 3.5....* (2n — ö)  (2n — 3)/ 

" + 1.2. 3. ...(«— 2)  i 

1.3.5 ... (2«— 3)  n l 1 1 1 ,j 

“~1.2.3..  (»— 1)'2”  ' 2?i  —3  + 2»-5+,+3  +1| 

r(n — i)  lT-  

= ~^~-~{C-{-l2Z\2.n-i)-Z\n-\)),  (C  =0,5772...) 

si  functio  F et  Z'(a)=^-/F(a)  introducuntur. 

Quum  vero  sit 

'(2  a)-Z'(a)=^£=  * 


2 Z 
reperitur 


n p f n l\ 

J * Cos*»-ity<tgiM*  = Z‘(n- |)+2ß|, 

P 
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unde  denique 


7 = 


w 

r("~g).v* 

u2n- lfr  T\n)  4 


Quaestiones  ad  tirones  exercendos. 


1.  In  venire  conditiones  necessarias,  ut  num.  integer 

10  "a  + lO"-^  + 10»-2c  -f + 10*  A + 10/+|ro . 

divisibilis  sit  per  3,  9,  11.  (Applicatio  Theor.  binoro.) 

2.  Geometrieum  invenire  locum  intersectiomim  linearura, 
quae  per  duos  angulos  trianguli  rectilinei  ductae  iatera  opposita 
sub  eodem  angulo  aut  in  eandem  rationem  secent. 

3.  Invenire  triangulum  aequicrurum  maximum,  quod  in  seg- 
raento  circulari  dato  des  mb  i possit,  |ita  ut  vertex  unius  anguli 
in  eo  puncto  jaceat,  ubi  chorda  in  duas  partes  aequales  divisa  est. 

4.  Demonstrare  formulam  integralem 


/ 


» xdx a 

Cos;rCos(a — ;v)  Sina 


ISeca. 
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Ueber  die  Durchschnitts  - Curven 
zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit 
mehrfachen  Punkten. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Beer, 

Priratdocenten  an  der  Universität  zu  Bonn. 


Unter  den  Durchschnitts-Curven  zweier  Flächen  des  zweiten 
Grades,  die  ihrer  Mannigfaltigkeit  wegen  eben  so  schwer  einen 
Ueberbliek  gestatten,  als  sie  sich  in  Folge  ihrer  doppelten  Krüm- 
mung einer  klaren  Vorstellung  eutziehen,  bieten  diejenigen  noch 
die  meisten  Anhaltspunkte  dar,  welche  mit  der  einfachsten  Singu- 
larität, dem  Doppelpunkte,  versehen  sind.  Für  sie  nämlich  tritt 
eine  natürliche,  d.  n.  eine  durch  die  Natur  der  Curve  selbst  gege- 
bene, Projeetions- Ebene  und  ein  ebenfalls  natürlicher  Mittelpunkt 
der  Perspective  entgegen,  wirmeinen  bezüglich  die  durch  die  Tan- 
genten des  Doppelpunktes  bestimmte  Ebene  und  den  letzteren 
selbst;  dazu  kommt,  dass  sich  ftir  die  Beziehungen  zwischen  der 
Projection  der  Curve  auf  die  eben  erwähnte  Ebene  und  den  sich 
schneidenden  Flächen  ein  »fasslicher  Ausdruck  findet,  der  oben- 
drein die  Classilication  dieser  Curven  unmittelbar  liefert. 

1.  Zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  und  eine  Ebene  haben  im 
Allgemeinen  und  also  höchstens  vier  Punkte  gemein , den  Fall 
ausgeschlossen,  wo  die  Flächen  sich  in  ebenen  Curven,  in  Kegel- 
schnitten, schneiden  und  somit  unendlich  viele  Punkte  gleichzeitig 
auf  den  drei  Oertern  liegen  können.  Eine  Folge  dieses  Facturas 
ist,  dass  die  Durchschnitts -Curve  zweier  Flächen  des  zweiten 
Grades  höchstens  zwei  Doppelpunkte,  keinen  dreifachen  Punkt 
und  unter  den  mehrfachen  Punkten  höchstens  einen  vierfachen 
Punkt  aufweist.  Legt  man  durch  zwei  hiernach  als  möglich 
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denkbare  Doppelpunkte  and  einen  dritten  Punkt  einer  solchen 
Curve  eine  Ebene,  so  müssen  alle  Punkte,  in  welchen  diese  die 
eine  Fläche  schneidet,  auch  auf  der  zweiten  Fläche  liegen.  Die 
beiden  Flächen  schneiden  sich  folglich  in  einer  ersten,  mithin 
auch  in  einer  zweiten  ebenen  Curve.  Besitzt  also  die  Durch- 
schnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  zwei  Doppel« 

E unkte,  so  besteht  sie  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich  in  den 
eiden  Doppelpunkten  schneideo  oder  die  zusammen  fallen  und  die 
Doppelpunkte  aufnehmen.*) 


*)  Zu  diesem  Resultate  gelangt  man  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nnng  durch  folgendes  Verfahren,  wobei  nur  der  allgemeine  Fall  vor  Au- 
gen gehalten  wird.  Es  seien  P und  P*  die  beiden  Doppelpunkte;  in 
ihnen  fallen  alsdann  die  Tangential-Ebenen  der  beiden  sich  schneidenden 
Fluchen  zusammen  (2).  Diese  Tangential -Ebenen  nehme  man  zu  Ebe- 
nen der  xz%  und  yzt  ihre  Durchschnittslinie  also  zur  z - Axe,  und  man 
lege  die  x * Axe  und  z - Axe  resp.  durch  P und  P '.  In  Bezug  auf 

dieses  Coordinaten  * System  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen: 

• / 

/!=  ax%  -f-  by * -f  cz*+dxy  -f-  ex z +fy% +gx  -f-  hy  -|-  kz  + 1 =0 

und 


p—a'xt+b'y'+c'z'+d'xy+e'xz+ryz+g'x+k'y+k'z+l  = 0. 

Da  nun  die  x-Axe  sowohl,  als  auch  die  y-Axe  die  eine  wie  die  andere 
Fläche  berührt,  so  ist: 

g9—Aa= 0,  #'*— 4ß'=0 ; d®— 4d= 0,  A'9— 4d'=0; 
a=za‘;  b-=A*. 


Die  Coordinaten  des  Punktes  P sind  alsdann  2=0,  y— 0,  x= — 

1 


die 


des  Punktes  P ' 3 = 0,  J?=0,  y=* 


Vbm 


Va  5 

Und  weil  die  Ebene  x%  beide 


Flächen  in  P berührt,  so  ist  für  die  Coordinaten  dieses  Punktes 

£=o,  ¥= 0 , d-f=o,  %=0, 

dy  dz  1 dy  dz 


sowie  andererseits,  da  auch  die  Ebene  yz  gemeinschaftliche  Tangential- 
Ebene  beider  Flächen  ist,  die  Coordinaten  des  Punktes  P*  den  folgenden 
Gleichungen  Genüge  thun  müssen : 


£=0,  £ = 0,  ^ = 0,  f =0. 

dx  dz  dx  dz 


Ausser  den  bereits  gefundenen  erhalten  wir  hiernach  noch  folgende  Be- 
dingungen: 


V« 


;+Ä  — 0, 


e* 


\/a 


<+Ä'=0, 


\/b 


-H— o, 


r 


X'b 


7+*'=0> 


so  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen,  wenn  nur  die  nothigen  Con- 
stauten  beibehalten  werden,  in  folgende  übergehen : 


f^=:ax‘l+by’l+cz'l\ dxy\k\/a.xz  + kVb.yz  + 2Va.x-[-2\/b.y-\-kz+  1 = 0, 

f*~ax*\  by * + c'a2  -f  d'xy  -f  k‘  V a.xz  + k‘  V b.yz  + 2 \/a.x+2  \^b.y 

+ ^*+1=0. 


i 

i 
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Denken  wir  uns,  was  dein  Obigen  gemäss  noch  gestattet  ist, 
die  Durchschnitts  - Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit 
einem  dreifachen  Punkte  versehen,  so  schneiden  sich  in  diesem 
drei  verschiedene  Aeste.  Wenn  daher  durch  den  singulä- 
ren Punkt  eine  Ebene  gelegt  wird,  welche  zwei  dieser 
Aeste  schneidet,  so  muss  sie  die  letzteren  ganz  enthalten, 
da  sonst  einer  Ebene  und  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  fünf 
und  nicht  mehr  Punkte  gemein  wären.  Die  beiden  Flächen 
schneiden  sich  hiernach  in  einer  ebenen  Curve,  mithin  auch  in  ei- 
ner zweiten  ebenen  Curve,  die  aus  dem  dritten  Curvenzweige  und 
einer  vierten  Geraden  bestehen  muss.  Diese  Gerade  liegt,  da 
die  soeben  angestellte  Betrachtung  auf  je  zwei  der  drei  Aeste 
übertragen  werden  kann , mit  einem  jeden  der  letzteren  in  dersel- 
ben Ebene,  d.  h.  sie  geht  durch  den  singulären  Punkt.  Die  Durch- 
schnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  kann  nie  ei- 
nen dreifachen  Punkt  besitzen ; weist  sie  einen  vierfachen  Punkt 
aut,  so  besteht  sie  aus  vier  geraden  Linien,  die  sich  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Von  diesen  Geraden  kann  ein  Paar  oder  beide 
Paare  imaginär  werden.  Wir  unterscheiden  dem  Obigen  gemäss 
folgende  Arten  der  Durchschnitts  - Curven  zweier  Flächen  des 
zweiten  Grades: 

1)  Die  Curve  besitzt  keinen  mehrfachen  Punkt. 

2)  Sie  weist  einen  einzigen  Doppelpunkt  oder  einen  einzigen 
vierfachen  Punkt  auf. 

3)  Sie  bat  zwei  Doppelpunkte  und  besteht  alsdann  aus  zwei 
reellen  oder  imaginären  Kegelschnitten,  die  sich  in  den  Doppel- 
punkten schneiden 


Für  die  Gleichung  einer  Fläche  de«  zweiten  Grades,  die  den  Durch- 
schnitt von  /'und  f'  anfnimmt,  ergibt  sich  hieraus: 

f\Xf  = («#2  + by*  + 2 Vö.f  -f  2 yö.y  -f  l ) 

d\Xd4 


+ 

+ 


i-H 

k+Xk4 


* o a k-\-Xk* 

-.xy-\-  -ttt-z  r , , i Va.x% 


..  . k+Xk' 

i+i  VA  *'*+  hT  *=°- 


Vergleichen  wir  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  dem  Ausdrucke 

<p Er:  (V ct.x -|-  b-y-\ -az -f-1}  (V “f*  V b.y-\-o>4  Ä-f-l) 

by*-\-  2 \/n x-\-2 yk.y-j- 1 )-f-2  \/ab  .xy 

-f- (a-fa')  \Sb.yz-\-(a-\-a‘')Z, 

so  leuchtet  ein , dass  jene  auf  die  Form  von  tp  gebracht  werde,  wenn 
man  X,  a und  a4  so  wählt,  dass  sei : 

d+Xd'  A/—  c+Xc  ' k+k*X 

T+x=2VaÄ’  a“'=TF r “+“  =i+r 

9=0  stellt  aber  alsdann  zwei  Ebenen  dar,  deren  Durchschnitt  die  Punkte 
P und  P*  enthält,  woraus  wir  entnehmen,  dass  sich  die  Flächen/*  und 
f4  in  zwei  ebenen  Curven  schneiden. 
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^ejJer  Punkt  der  Durchschnitts-Curve  ist  ein  Doppelpunkt, 
und  die  Flüchen  schneiden  sich  in  zusammenfaUenden  ebenen 
Lurven,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  einem  Kegelschnitte. 

Bei  den  im  Folgenden  mitgetheilten  Entwicklungen  haben  wir 
aus  den  im  Eingänge  vorgeführten  Gründen  unser  Augenmerk 
nur  auf  den  zweiten  Fall  gerichtet,  dessen  analytische  Auffas- 
sung die  Fälle  3)  und  4)  involvirt. 

2.  In  dem  Punkte  P,  der  den  beiden  Flächen  /\und  /'  vom  zwei- 
ten Grade  gemein  ist,  seien  an  diese  Tangential-Ebenen  e und  e' 
gelegt.  Der  Durchschnitt  von  e und  e'  berührt  den  der  Flächen 
/ und  P , so  dass  die  Tangente  dieser  Curve  in  dem  Punkte  P , 
dessen  Coordinaten  x9  y,  z seien,  durch  folgende  Gleichungen 
dargestellt  wird: 


Der  Punkt  P tritt  nun  erstlich  als  singulärer  auf,  sobald  die 
Durchschnittslinie  von  e und  e'  dadurch  unbestimmt  wird,  dass  die 
beiden  Berührungs-Ebenen  e und  e'  zusammenfallen,  also  für  die 
Flächen  in  P ein  Contact  eintritt.  Der  analytische  Ausdruck 
für  diese  Bedingung  ist  das  Bestehen  folgender  zwei  Gleichungen : 


Wird  diesen  Gleichungen  von  den  Werthen  der  Coordinaten 
des  Punktes  P Genüge  geleistet,  so  lässt  sich  zur  Bestimmung 
der  Geraden,  welche  die  Curve  in  dem  singulären  Punkte  P be- 
rühren, folgender  Weg  einschlagen. 

Es  seien  i und  z*  bezüglich  die  Ordinaten  von  f und  f , und 
aus  den  Gleichungen  /=Öund  /*= 0 ergebe  sich  z zJ=z'x,y. 

Für  einen  der  Projection  (xlf  yx)  von  P zunächst  gelegenen  Punkt 
(jxx-\-dx9  Vv+dy)  drückt  sich  alsdann  die  Differenz  A der  z- 
Ordinaten  beider  Flächen  so  aus: 


df  dp  df  dp 


dfj~df>  df^dfj 


dz  dz  dz  dz 
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Es  redncirt  sich  dieser  Ausdruck,  da  P beiden  Flächen  gemein- 
sam ist,  und  iu  Folge  der  Gleichungen  A. 

dz  dz‘  , d.i  _ dz ' 

dx  dx  Un  dy  dy 

ist,  auf: 

/ cPz  d*z‘\dx*  / dH  __  d?z*  \dxdy 

^ \ckra  dx2J  2!  ■ \dxdy  dxdy)  2! 

(dH 

+ Uy1-  dy*)  2!  + - 

Sollen  nun  xl  -{-dx  und^-frfy  einem  Punkte  entsprechen,  der 
auf  f und  f befindlich  und  dem  Punkte  P nächst  anliegend  ist, 
so  muss  sein : 


,(d*z  dV\  _ . , 0 / d*z  d*z‘  \ 
\dx*  dx V X + \dxdy  dxdy)  $ 


+ (— 


d?z 
dy 2 


l)dyl=0. 


Hiernach  gibt  es  zwei  durch  —m  bestimmte  Richtungen,  nach 

welchen  dem  Punkte  P ein  Punkt  der  Durchschnitts-Curve  nächst 
anliegt.  Zwei  nach  eben  diesen  Richtungen  durch  P gelegte 
Gerade  berühren  die  Curve.  Diese  Tangenten  liegen  in  den  zu- 
sammenfällenden Tangential -Ebenen  e und  e'  und  die  Gleichung 
ihrer  Projection  auf  die  Ebene  xy  ist: 


y—yi—mix—xj.' 

Berühren  sich  also  zwei  Flächen  * des  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte,  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchschnitts  Curve.  Wenn 

dy 

die  beiden  aus  B')  sich  ergebenden  Werthe  von  ^ reell  sind,  so 

ist  der  singuläre  Punkt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  i.  der 
Durchschnitt  zweier  reeller  Zweige,  und  wenn  ausserdem  die 
du 

Werthe  von  einander  gleich  sind,  so  ist  P eine  Spitze  oder 

es  berühren  sich  in  ihm  zwei  reelle  oder  imaginäre  Curven-Aeste. 

Liefert  aber  andererseits  die  Gleichung  B')  für  ^ imaginäre 

Werthe,  so  tritt  der  singuläre  Punkt  als  eigentlicher  Einsiedler, 
d.  i.  als  der  Durchschnitt  zweier  imaginärer  Curven -Zweige  auf. 

Um  in  der  Gleichung  B ')  die  Functionen  f und  f in  Evidenz 
zu  bringen,  differentiire  man  die  Gleichungen  /==0,  /*= 0 der  bei- 
den Flächen  zweimal  nach  x,  zweimal  nach  y und  einmal  nach  x 
und  y Man  erhält  alsdann,  nachdem 

dz  dz ' dz  . dz ' 

~dx*  fa'’dj/  und  djf 
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mit  Hülfe  der  ersten  partialen  Differentialien  jener  Gleichungen 
eliminirt  werden,  sechs  Gleichungen  des  ersten  Grades  zur  Bestim- 
mung von 

d?z  d2z  (l2z  d.2z ' d2z'  d?z‘ 

da :2  * dy2  9 dxdy  * da2  9 dy2  un  dxdy  9 

sodass  alsdann  an  die  Stelle  dieser  Ausdrucke  in  die  Gleichung 
2 '?)  Ausdrucke  in  Differentialien  von  f und  f gesetzt  werden  können. 

Lassen  wir,  was  der  Allgemeinheit  der  Betrachtungen  keinen 
Abbruch  thut,  die  z-Axemit  der  gemeinsamen  Normalen  der  bei- 
den Flächen  zusammenfallen,  so  nehmen  die  Gleichungen  der 
letzteren  diese  Gestalt  an: 

✓ 

f~  ax2  + by 2 -f-  cz2  -f  dxy  -f  exz  -f-  fyz  -f  gzz=.  0 , 

f~a!x2  -f  b'y2  f-  dz2  + d'xy  -f-  e'xz  -f  f yz -f ^'z= 0. 

Da,  wie  wir  unterstellt  haben,  weder  f noch  f in  dem  Doppel- 
Punkte  Pf  dem  jetzigen  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  mit  einer 
Singularität  behaftet  "ist,  so  ist  es  gestattet  für  g und  g ' die  Ein- 
heit zu  setzen,  und  dadurch  erhalten  wir  nach  Ausführung  der  so- 
eben erwähnten  Substitution  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der 
Durchschnitts -Curve  in  P folgende  Gleichung: 

_ J5£_\4l  . (*f~  «CY4Y_ft 

\d;ra  dx2)'  \ dxdy  . dxdy ) dx  ' \dy2  dy2)\dx)  * 

oder: 


« dHf-f)  , dHf-f)  dy  dHf-f) 
' dx*  + dxdy  'dx  + dy* 


=0. 


Die  Gleichung  f — f— 0 gehört,  da  sie  nur  Glieder  der  zweiten 
Dimension  enthält,  einer  allgemeinen  Kegelfläche  des  zweiten  Gra- 
des an,  auf  deren  Singularität  (der  Spitze  oder  der  Kante)  der 
Anfangs -Punkt  der  Coordinaten,  oder  der  singuläre  Punkt  der 
Curve  gelegen  ist  und  die  den  Durchschnitt  von  / und  f aufnimmt. 
Die  Richtungen  der  beiden  Geraden , in  denen  diese  Kegelfläche 
von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  bestimmen  sich  durch  eine 
mit  B")  identische  Gleichung,  woraus  wir  schliessen,  dass  jene 
Geraden  die  Durchschnitts-Curve  von  f und  f berühren.  Schnei- 
den sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einer  Curve 
mit  einem  Doppelpunkte,  der  durch  das  Zusammenfallen  der  Ta  n- 
gential-Ebenen  beider  Flächen  entstanden  ist,  so  liegt  die  Durch- 
schnitts-Curve auf  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades,  deren 
Singularität  durch  den  Doppelpunkt  geht,  und  die  gemeinschaft- 
liche Berührungs- Ebene  schneidet  diesen  Kegel  in  den  Tangen- 
ten des  singulären  Punktes  der  Durschnitts-Curve.  Eine  Perspec- 
tive, deren  Mittelpunkt  in  der  Singularität  einer  Curve  der  er- 
wähnten Art  liegt,  liefert  mithin  als  Ansicht  der  letzteren  einen 
Kegelschnitt. 


Digitized  by  Google 


110 


3.  Wenn  die  Coefficienten  einer  der  beiden  Gleichungen 
c=0,  «'=0  (S.  Anfang  der  vorigen  Nummer)  z.  B.  der  ersteren, 
verschwinden,  so  wird  die  entsprechende  Ebene,  also  e,  und  als- 
dann auch  der  Durchschnitt  von  e und  e * unbestimmt;  die  Durch- 
schnitts -Curve  weist  in  P eine  Singularität  auf,  die  sie  dem  Um- 
stande verdankt,  dass  eine  der  Flächen,  nämlich  f , in  demselben 
Punkte  eine  Singularität  besitzt,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass 
f eine  Kegelfläche  ist,  deren  Singularität  durch  Pgeht.  Obgleich 
nun  hiernach  die  hierher  gehörigen  Curven  sich  von  den  sub.  2. 
betrachteten  in  Nichts  unterscheiden*),  so  wollen  wir  dennoch 
den  Weg  zeigen,  auf  dem  sich  hier  die  Natur  der  Singularität 
unmittelbar  finden  lässt.  Es  sei  f die  konische,  f*  die  andere 
Fläche.  Eine  erste  partiale  Differentiation  liefert: 


dx^dt'  dx—V’  dy  ‘dz  ’ dy ~V’ 

0 dlL±df-  — —n. 

dx  ' dz*  dx  * dy  ' dz'  dy  9 


dz1  dz*  . 

woraus  sich  für  -r—  und  -7—  bestimmte  Werthe  ergeben,  während 

dx  dy  " 

die  von  -5-  und  -7—  unter  der  unbestimmten  Form  -5  auftreteu, 
dx  dy  . t)  * 

(indem  wir  immer  ein  orthogonales  Coordinaten- System  unterstel- 
len, dessen  Anfangspunkt  in  den  singulären  Punkt P,  und  dessen 
z - Axe  mit  der  Normalen  von  f in  P zusammenfallt.) 


^ dz 

Sucht  man  nun  den  wahren  Werth  von  z.  B.,  so  findet 

man: 

d*f  . d*f  dy  (Pf  \dz  dz  dy 1 
dz  dx7,  ' dxdy  * dx  ' dxdz  ‘dx  _ dy  ' dx  j 

dx  d7f  d7f  dx  d2f  1 dz_  dz  dy) 

dxdz  ' dydz  dy  • dz 2 * dx  ' dy  dx  j 

dz 

Ein  ähnlicher  Ausdruck  ergibt  sich  für  ^ • Wir  setzen  zur 
Abkürzung  ^^fy’^lx~  a*s^ann  wird  : 


dz  X+l.  V dz  _ Y+m.  V 

dx  Z-\-p.V  dy  Z- f/>.  F 

Die  Ausdrücke  Xy  Y,  Z und  V sind  in  Bezug  auf  vom  ersten 

Grade,  /,  m,  p vom  nullten,  d.  i.  constant.  Durch  Verbindung 
der  beiden  letzten  Gleichungen  erhalten  wir  die  neue: 


*)  Dies  leuchtet  auch  daraus  ein,  dass  /‘-f-A/>=:0  die  Gleichung  ei- 
ner Fläche  des  zweiten  Grades  ist,  die  ohne  Kegelfläche  zn  sein,  durch 
den  Durchschnitt  von  f und  p geht,  und  die  Fläche  P in  P berührt: 
gerade  der  in  2.  betrachtete  Fall. 
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dz  dz 
dx*  dy 


^r=(A  + r£)+F(/  + mä) 

dx  ^ .17  i 


Z + pV 


woraus : 


*-F’+l  z-'-"‘£l  r-x-r&=o. 

Bezeichnen  wir  dem  Früheren  analog  -f- -j-  • mit  F',  so 

j * 

muss  für  die  durch  ^ bestimmte  Richtung,  nach  welcher  man 

von  dem  singulären  Punkte  P aus  fortschreiten  muss,  um  zu  dem 
ihm  nächst  anliegenden  Punkte  der  Durchschnitts-Curve  zu  getan« 

Sen,  F=  F'  sein.  ' Zur  Bestimmung  der  Tangenten  der  Curve  er- 
alten  wir  sonach  die  Gleichung 

Pp*+  V - X - rg-= o. 

Diese  Gleichung  ist,  wie  zu  erwarten  war,  in  Bezug  auf  ^ 
quadratisch ; P ist  folglich  wiederum  ein  Doppelpunkt 

Lassen  wir  die  Ebene  xy  die  Fläche  f in  P berühren  und 

**  ([z‘  foi 

legen  wir  durch  P die  z-Axe,  so  verschwinden  und  ^,und 

demzufolge  auch  V . Unsere  letzte  Gleichung  geht  alsdann  in  die 
folgende  über: 

*+  F.  +2 + &(t)U. 

dx  dx 2 dxdy  dx  dir  \dxj 


Diese  Gleichung  entspricht,  wie  leicht  einzusehen,  vollständig  dei 
Gleichung  B")  in  2.;  wie  dort  f—f,  so  bezeichnet  hier  f die  ho- 
mogene Function  des  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen. 


4.  Wenn,  was  den  dritten  möglichen  Fall  ausmacht,  die  Coef- 
ßcienten  in  e=0  und  c'=  0 sämmtlich  verschwinden,  so  sind  beide 
Flächen  konisch,  und  ihre  Singularitäten  gehen  durch  den  Punkt 
P.  Dehnen  wir  hier  das  in  der  vorigen  Nummer  für  f beobach- 
tete Verfahren  auch  auf  f aus,  so  gelangen  wir  zur  Bestimmung 
der  Tangenten  des  singulären  Punktes  der  Durchschnitts-Curve  zu 
folgenden  zwei  Gleichungen : 


pp*+  V\Z-l-m%\-X-T.^=0, 

P r*  + V X-  r £=0 
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Ausserdem  hat  man  V—  V\  so  dass  sich  V and  V'  eiiminiren  las- 

dy 

sen  und  dadurch  eine  Gleichung  resultirt,  die  in  Bezug  auf  ^ 

vom  vierten  Gerade  ist.  Der  singuläre  Punkt  ist  hiernach  ein 
vierfacher,  und  die  Durchschnitts-  Curve  besteht  aus  vier  Geraden, 
die  sich  in  demselben  Punkte  begegnen,  ein  Resultat,  welches 
leicht  a priori  hätte  gewonnen  werden  können.  Von  jenen  Ge- 
raden können  je  zwei  zusammenfallen,  sowie  ein  oder  beide 
Paare  imaginär  werden. 


5.  In  dem  Vorhergehenden  haben  wir  dargethan,  dass  es 
für  die  Durchschnitts-Curven  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades 
mit  einem  mehrfachen  Punkte  immer  eine  konische  Projection 
des  zweiten  Grades  gebe,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  sich 
jene  Curven  als  Kegelschnitte  konisch  projiciren  lassen.  Die  Sin- 
gularität des  projicirenden  Kegels  geht  durch  den  singulären  Punkt. 
Sehen  wir  uns  andererseits  nach  einer  einfachen  cylindrischen 
Projectionsart  um,  so  bietet  sich  uns  am  ehesten  diejenige  dar, 
deren  Axe  in  dem  allgemeinen  Falle  mit  der  Normale  der  Curve 
im  singulären  Punkte  zusammenfällt,  und  deren  Projections-Ebene 
die  beiden  Tangenten  des  singulären  Punktes  enthält.  Ausser 
dem  letzteren  liegt  alsdann  kein  Punkt  der  Curve  in  jener  Ebene. 
Nehmen  wir  wiederum  diese  zur  Ebene  xy , die  Normale  zur 
i- Axe,  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichungen  beider  sich 
schneidenden  Flächen  die  folgende: 


F~ax2  -f  by2  -f-  cz1  -f  dxy  -f  exz  -f-  fyz  + gz 
= (ax*+by*+dxy)  + cza  -f  {ex+fy+g)z=fa  + cza+/z=0 

und 

F'=  (a'x*+b'y* -f- d'xy)  -f- 

In  dem  allgemeinsten  Falle,  wo  weder  F noch  Ff  dadurch,  dass 
g oder  g*  verschwindet,  sich  auf  eine  Kegelfläche  zurückzieht, 
erhält  man  durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  für  die 
Projection  der  Durchschnitts-Curve  auf  die  Ebene  xy  folgende 
neue: 


+ (fc’  —f'c)z  = <pt+(pz=zO 


und 

K = (ftg'—Wg)  + (cg'-c'g) z*  -f  (fg'—fg)z  ==  k%  + cz*  -f  £z= 0. 


Wir  können  nun  die  fragliche  Curve  als  den  Durchschnitt  der 
beiden  Flächen  <P  und  K betrachten.  An  die  Stelle  von  Ö tritt, 
wenn  c oder  c'  ^verschwindet,  bezüglich  F oder  F \ und  wenn 
beide  Constanten  verschwinden,  irgend  eine  dieser  Flächen. 


Wenn  im  Besonderen  g oder  g\  z.  B.  das  letztere,  der  Null 
gleich  wird,  so  führen  wir  die  Fläche  K nicht  ein,  sondern  be* 
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trachten  die  Curve  als  Durchschnitt  der  Flächen  O und  FJ.  Ver- 
schwindet aber  ausser  g'  auch  noch  c',  so  führen  wir  gar  keine 
neue  Fläche  ein. 

; 1 — ' \ L\"  I ' ' ' ... 

___ . t \\  — - ly  , j \ yt  . j I ' • 1 \ s . ' 

Verschwinden  endlich  g und  g ’ zumal,  so  führen  wir  nur  in 
dem  Falle  die  Fläche  Q>  ein,  wenn  weder  c noch  c*  verschwindet, 
und  betrachten  dgnn  die  Curve  als  den  Durchschnitt  von  O und 
einer  der  beiden  Flächen  F und  F*. 

Wenn  wir  auf  die  angegebene  Weise  verfahren,  so  können 
wir  die  fraglichen  Curven  hinstellen  als  den  Durchschnitt  zweier 
Flächen  O und  K , deren  Gleichungen  die  folgenden  sind: 

1.  0=cp2^-  cpz=0 , II.  K=k2-^-az^-\- kz  = 0 , 

wo  cp2  und  k2  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades,  k und 
cp  aber  allgemeine  Functionen  des  ersten  Grades  bedeuten.  Als 
allgemeinster  Fall  ist  alsdann  derjenige  zu  betrachten,  wo  k ho- 
mogen ist,  während  derjenige  ausser  Acht  gelassen  werden  kann, 
wo  k sowohl  als  auch  cp  konstanten  enthalten.  Als  besonderer 
Fall  scheidet  sich  hiernach  derjenige  endlich  noch  ab,  in  welchem 
k |eine  konstante  enthält,  cp  aber  homogen  ist. 

G.  Indem  wir  zunächst  den  allgemeinen  Fall  unserer  Betrach- 
tung unterziehen,  nehmen  wir  an,  dass  k homogen  sei.  Wir  zer- 
legen cp2  in  die  Factoren  p und  q vom  ersten  Grade,  sowie  k2 
in  die  Factoren  r und  s,  und  setzen,  um  eine  homogene  Bezeichnung 
zu  erhalten,  cp~t  und  k=u;  die  Gleichungen!,  und  II.  schrei- 
ben sich  alsdann  wie  folgt: 

I.  Q=pq  + tz=:0,  II.  K=rs-\- ai1  -f-  wz = 0 . 

Die  Gleichung  1.  stellt  eine  nicht  geschlossene  Fläche  des  zwei 
ten  Grades  dar,  welche  von  der  Ebene  xy  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  berührt,  und  gleichzeitig  in  den  beiden  Geraden 
;?=0,  <y  = 0 geschnitten  wircl.  Die  z-Axe  ist  eine  Asymptoten- 
Hiclitung  dieser  Fläche,  da  diese  von  jeder  mit  jener  Äxe  paral- 
lelen Geraden  nur  in  einem  einzigen  in  endlicher  Entfernung  ge- 
legenen Punkte  geschnitten  wird.  Es  wird  diese  Fläche  von  zwei 
durch  die  z-Axe  und  die  Geraden/?  und  q gelegten  Ebenen  in  zwei 
mit  der  z-Axe  parallelen  Geraden  geschnitten,  die  in  derEbcnct=0 
liegen.  Die  Gleichung  II.  gehört  einer  Kegelfläche  an,  deren  Sin- 
gularität durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  geht,  und  die 
von  der  Ebene  xy  in  der  Geraden  r und  s geschnitten  wird.  Zwei 
Ebenen,  welche  die  z-Axe  und  die  Geraden  r und  s aufnehmen, 
schneiden  jene  Kegelfläche  in  einem  Paar  anderer  Geraden  r'  und 
s\  die  in  einer  Ebene  liegen,  deren  Gleichung  o:-|-«  = 0 ist.  Diese 
schneidet  die  Ebene  xy  in  der  Geraden  n.  Die  Natur  der  Fläche 
^liefert  uns  die  Unterscheidung  von  drei  Fällen  : es  können  nämlich  p 
und  </ beide  reell  und  ungleich  oder  reell  und  gleich  oder  endlich  beide 
imaginär  sein.  Wir  wollen  diese  Fälle  einzeln  untersuchen.  Es  seien 
nun  erstlich  p und  q reell  und  ungleich.  Die  Fläche  O gehört 
alsdann  im  Allgemeinen  einem  hyperbolischen  Hyperboloide  an 
und  geht  im  Besonderen  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  in 
einen  Kegel  über.  Das  Product  rs  lässt  sich  immer  auf  die  Form 
ßp2  + YfJ2  “F üpq  bringen,  so  dass  sich  also  für  die  Gleichung  der 
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Projection  der  Durchschnitte-Curve  aof  die  Ebene,  #jr  die  folgende 

ergibt . >, ' «*  i ,'t  »*.,  * f •. « « il'iiifi  '\j  v^'-un  i **4b  teb,*»i*fl<- 

f|f<»  fttlDlii  ’I  *»J*  #* 

C.  ap2q2  + ßp2t*+yq2f*  + pqHdt-u)=fO, 

,*  • t «.  j * ’.i  \\  *9  * nHiyu  *'■;•>*  c*  / 

wo:  \ »t  . ■ »<*  n >\  i *•»  • t \ *>:b  J J i I * 4 ' '! 


Vf 

ib  *irw 


• \ t’<  \ •?  « : v*  ri  . i’  *\  i • t 

‘ . * ‘ £ ' *«'' 

«=*<7-|-7r/?  und  {(Mi 

so  dass  sich  (ur  C.  auch  schreiben  lässt:  , , 

t‘p*q*+ßp*(t+rq*P+pft(9t±Xfl—np)=Q.  . 

Diese  Gleichung  bat  die  allgemeine  Form  derjenigen  einer  Curve 
des  vierten  Grades  mit  drei  Doppelpunkten.  Diese  liegen  in  den 
Durchschnitten  der  drei  Geraden  »,  q und  i;  dendjfür  rf=0  z.  B. 
wtrd  ^ die  Gleichung  durch  und  q2  ==  0 befriedigt,  so  dass 

also  t in  seinem  Durchschnitte  mit  p und  mit  q je  zwei  Punkte 
mit  derCurve  gemein  hat,  ohne  sie  jedoch  zu  berühren,  da  auch 
p und  q in  denselben  Punkten  die  Curve  zweimal  schneiden.  Es 
verrücken  diese  Doppelpunkte  der  Projection  phre  Lage  nicht,  so 
lange  0 dieselbe  Fläche  bleibt  und  wie  auch  die  Kegelfläche  K 
der  Gestalt  und  Lage  nach  sich  ändern  möge,  — Wir  wollen 
sehen,  wie  die  Lage  der  Doppelpunkte  von  der  Natur  der  Fläche 
0 und  ihrer  Lage  abhängig  sind.  Wenn  t die  allgemeine  Function 
des  ersten  Grades  darstellt  und  sowohl  p als  auch  q enthält,  so 
ist  0 ein  hyperbolisches  Hyperboloid.  Alsdann  besitzt  die  pro- 
jection  ausser  dem  Punkte  (p,  o)  noch  zwei  in  endlicher  Eutfer- 
nung  gelegene  Doppelpunkte.  Verschwindet  in  t der  Coeflicient 
einer  der  beiden v Variabel» , so  dass  also  die  Gerade  t einer  der 
Geraden  p und  q parallel  läuft,  so  geht  0 in  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  über,  und  die  Curve  behält  ausser  dem  Punkt  ( p , q) 
nur  mehr  einen  In  endlicher  Entfernung  gelegenen  Doppelpunkt. 
Dadurch  dass  der  dritte  Doppelpunkt,  welcher  ( p , t)  sei,  in  das 
Unendliche  rückt,  erlangt  aie  Curve  zwei  Asymptoten,  die  den 
Geraden  p und  t parallel  sind.  — Die  Axe  des  eben  erwähnten 
Paraboloiaes  fällt  mit  der  Normalen  des  singulären  Punktes  Pzu* 
sammen,  sobald  sieh  t auf  eine  Constante  zurückzieht,  ln  Folge 
dessen  rücken  die  Doppelpunkte  (p,  t)  und  ( q , t)  ‘unendlich  weit 
weg,  und  die  Projection  behält  nur  den  einzigen  Doppelpunkt 
( p , q),  während  gleichzeitig  ihre  Gleichung  in  die  folgende 
übergeht:  j f • ^ 

• -’O  i 

, ,‘uiA 

, i ■. 'i  »■  - . / • . . - - • . *.:irw 

Wir  ersehen  aus  ihrer  Form,  dass  die  beiden  Geraden  p und  q 

, . ft*  7t* 

und  ein  zweites  Paar  ihnen  paralleler  Linien  p — q — als 

Asymptoten  der  Projection  auftreten.  Die  Grund-Curve  der  letzte* 
ren  besteht  aus  zwei  durch  den  singulären  Punkt  gehenden  Ge- 
raden. — Wenn  endlich  t in  die  homogene  Function  des  ersten 
Grades  übergeht,  so  artet  <P  in  eine  Kegelfläche  aus.  In  der  Glei- 
chung der  Projection  1 erscheinen  dann  nur  Glieder  von  vier  Di- 
mensionen, sie  gehört  also  vier  geraden  Linien  an,  die  sich  im 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  begegnen.  ,*  . • I £ 


■ ’ • » * « - 

pq  { u*pq — ftfq — nfp  } -f  ß'pfl -f  / q2  -f  d'pq~Q. 
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Die  Gleichung  C.  hört  aut  einer  eigentlichen  Curve  des  vier* 
ten  Grades  anzugehören,  wenn  k in  zwei  sich  schneidende  Ehe* 
nen  übergeht.  In  diesem  Falle  nämlich  lässt  sich  die  linke  Seite 
der  Gleichung  II.  in  zwei  Facloren  des  ersten  Grades  und  folg- 
lich auch  die  der  Gleichung  Q.  in  zwei  Factoren  des  zweiten  Gra* 
des  zerlegen,  so  dass  diese  letztere  Gleichung  zwei  Kegelschnitte 
(reelle  oder  imaginäre)  darstellt,  die  den  Punkt  P gemein  haben. 
— Eine  besondere  Lage  der  Kegelfläche  K bedingt  eine  Reduction 
des  Grades  der  Gleichung  C . Fällt  nämlich  aie  Normale  in  P 

mit  einer  Seite  des  Kegels  zusammen,  so  verschwindet  in  der 
Gleichung  II,  der  Coelficient  a,  und  anstatt  der  Gleichung  C. 
erhalten  wir  die  folgende: 

j,  . * . *• 

IX.  ßp*t -\-yq2t+pq{St — x?  — np)szO, 

4 » • ; 1 1 • 

and  diese  stellt  eine  Curve  des  dritten  Grades  dar,  für  die  der 
Punkt  (p , q)  ein  Doppelpunkt  ist.  Geht  die  Kegelfläche  m die- 
ser ihrer  Lage  in  zwei  Ebenen  über,  so  zerfällt  die  Curve  des 
dritten  Grades  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  die  mit 
jenem  den  Punkt  (py  q)  gemein  hat.  Wir  überheben  uns  der 
weiteren  Specification  der  möglichen  Fälle,  um  zur  Betrachtung 
der  Natur  der  Doppelpunkte  überzugeben.  Die  Tangenten  des 
Doppelpunktes  ( p , q)  werden  repräsentirt  durch  Gleichungen  von 
der  Form: 

«jf-'  • 1 * 

P + *i?=0,  f>  + A2?  = 0 ' 

und  die  Werthe  von  A,  und  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung:.  u i*  * 

. j**  * \ • * * 

1)  |SP-r3i  + y=0. 

Aus  den  Coefficienten  dieser  Gleichung  ersehen  wir,  dass  die 
Tangenten  mit  den  beiden  Geraden  r und  r,  in  welchen  der  Kegel 
K von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  zusammenfallen.  Jenach- 
dem  S2 — 4 ßy  positiv  oder  negativ  oder  der  Null  gleich  wird,  d.  h. 
jenachdem  K von  der  Eben«  xy  in  zwei  reellen  sich  schneiden- 
den oder  zusammenfallenden  Gferaden  oder  nur  in  einem  Punkte, 
dem  Durchschnitte  zweier  imaginärer  Kegelseiten,  geschnitten  wird, 
ist  P ein  eigentlicher  Doppelpunkt , eine  Spitze  oder  ein  isolirter 
Punkt.  An  die  Stelle  der  Spitze  tritt  in  dem  Falle,  wo  der  Kegel 
in  zwei  Ebenen  ausartet,  der  Berührungspunkt  zweier  reeller  oder 
imaginärer  Curvenzweige. 

/ 1 1 , • *,  • • • '!•  1 

Die  Tangenten  der  beiden  auf  t gelegenen  Doppelpunkte 
haben  Gleichungen  von  der  Form: 

?"  p + t*it~0,  p + =0;  ? + V|f=0,  q + v2t—Ö.  * 

* , V i ’ * * i 4 v 

Die  Werthe  von  etc.  bestimmen  sich  durch  die  quadrati- 

schen Gleichuugen: 

nlun': 

2)  afx2  — Xft-Ey=0,  3)  «v* — nv-\-ß=0. 

ö* 


Digitized  by  Google 


116 


Um  die  Abhängigkeit  der  Natur  dieser  Doppelpunkte  von  den 
Flächen  O und  K kennen  zu  lernen,  bringen  wir  den  Ausdruck 
K auf  die  Form 


(<ua  -f  xqz  + yq7)  + p ( ßp  f öq  + nz) , 

• * J * 

* 

so  dass  in  Folge  der  Gleichung  2)  die  Gleichung  der  Kegelfläche 
übergeht  in:  • ; . . 

T<-  / + +p(ßp  + öq  |-rcz)  = 0.  * ' , • 


z Pi7==0 , sind  hiernach  die  Projectionen  der  beiden 

Geraden,  in  welcnen  K von  der  Ebene  p=0  geschnitten  wird, 
auf  eine  durch  z und  q gelegte  Ebene.  Wir  folgern  hieraus,  dass 
der  Punkt  (/?,  t)  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  eine  Spitze  oder 
ein  isolirter  Punkt  ist,  jenachdem  eine  durch  die  Normale  in  P 
und  die  Gerade  p gelegte  Ebene  mit  der  Kegeifläche  K zwei 
reelle  sich  schneidende  oder  zusammenfallende  oder  zwei  imagi- 
näre Gerade  gemein  hat.  Ganz  Gleichlaufendes  gilt  ftir  den  Punkt 
(q,  t ).  Von  Wichtigkeit  ist  hier  folgende  Bemerkung.  Für  einen 
jeden  Punkt  der  Projection  mit  Ausnahme  der  zuletzt  betrachte- 
ten Doppelpunkte  liefert  die  Gleichung  I.  einen  bestimmten  Werth 
von  z,  so  dass  es  nur  für  diese  Punkte  unentschieden  bleibt,  < ob 
ihnen  ein  reeller  Punkt  der  Durchschnitts-Curve  entspreche.  Es 
rührt  dies  von  dem  Umstande  her,  dass  die  Gleichung,  welche 
durch  Substitution  des  aus  I.  gewonnenen  Werthes  von  z in  die 
Gleichung  II.  erhalten  wird,  zur  Herstellung  der  Gleichung  C.  mit 
dem  Factor  t multiplicirt  wurde.  Wenn  nun  aber  der  Kegel  K 
von  der  Ebene  p=0  in  zwei  reellen  Geraden  geschnitten  wird, 
so  trifft  die  Gerade  (pz=zO,  2=0)  die  Kegelfläche  in  zwei  Punk- 
ten, deren  gemeinsame  Projection  in  den  Doppelpunkt  (p,t)  fällt. 
Sind  aber  die  Geraden,  die  jenen  beiden  Oertern  gemein  sind, 
imaginär,  so  sind  es  im  Allgemeinen  auch  die  Durchschnitte  der 
Geraden  (p  = 0,  2=0)  und  des  Kegels  K,  während  jedoch  ihre 
reellen  Projectionen  in  den  Punkt  (p,  2)  fallen.  Nu*,  : wenn  , im 
Besonderen  der  Kegel  in  zwei  imaginäre . Ebenen  zerfällt  ^ und 
deren  reelle  Durchschnittslinie  die  gerade  (pzz 0,  2=0)  trifft, 
entspricht  dem  isolirten  Punkte  (p,t)  ein  reeller  Punkt  der  Durch- 
schnitts - Curve,  der  ebenfalls  ein  Einsiedler  ist.  - Besteht  also  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  nicht  aus  zwei  ebenen  Curven,  so  entspricht  einem 
isolirten  Punkte  ihrer  Projection  auf  die  Tangential-Ebene  des 
Doppelpunktes  kein  reeller  Punkt  der  Curve.  — Das  Factum, 
dass  für  die  den  Doppelpunkten  entsprechenden  Punkte  der  Curve 


“=?  und  — =7-  ist,  bietet  ein  leichtes  Mittel  dar  die  Tan- 
qt  p i 

genten  jener  Punkte  zu  construiren.  — Wir  bemerken  noch,  dass, 
so  oft  die  Fläche  0 ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  die  Fun- 
ction t dadurch,  dass  man  die  2- Axe  mit  der  Axe  des  Par^boloi- 
des  zusammenfallen  lässt,  auf  eine  Constante  reducirt  wird.  Pro- 
jlcirt  man  also  nach  der  Richtung  jener  Axe,  so  verliert  die  Curve 
C»  zwei  ihrer  Doppelpunkte,  und  es  bleibt  nur  mehr  der  Punkt 
( p , q ) als  solcher  zurück.  ...1 
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Wenn,  was  den  zweiten  der  zu  Anfang  der  vorigen 
Nummer  aulgezählten -Fälle  au sm acht , die  Linie  q mit  der  Linie 
p Zusammenfall  t,  so  stellt  die  Gleichung  1.  im  Allgemeinen  einen 
Kegel  dar,  dessen  Singularität  durch  den  Punkt  ( p , t)  geht,  und 
der  von  der  Ebene  f = 0 und  der  Ebene  xy  in  zwei  zusammen- 
fallenden Geraden,  und  zwar  von  der  ersteren  in  solchen,  die  der 
x-Axe  parallel  sind,  von  der  zweiten  in  den  zusammenläll enden 
Geraden  p und  ^ geschnitten  wird.  Die  Gleichungen  der  Flädhen 
0 tind  K lassen  sich  durch  gehörige  Wahl  der  in  der  Ebene  xy 
durch  P gehenden  Geraden  o umformen  in: 

Mf'jb  0'  • . • . 


— »11 
Sd  -I. 


<P=pa-Mx=Q,  K=(ßpa-Fyoa) -f-<ua-l- tiz==:0, 


I ' • » » 

woraus  sich  für  die  Projection  der  Durchschnitts-Curve  folgende 
Gleichung  ergibt: 


flpi/  •• 
')dal9  rt 


C.  «p4  + ßpW+yoH*— p*ut—0. 


.1 


ln  dem  allgemeinen  Falle,  d*  L wenn  t sowohl  als  auch  p und  o 
eirie  Gonstante  aufweist,  und  sonach  0 einen  Kegel  darstellt,  ge- 


ge- 

hört  die  Gleichung  O . einer  Curve  des  vierten  (Grades  mit  zwei 
‘ ntäten  an,  yon  denen  die  eine  in  dem  Doppelpunkte  (p,o), 
lere  darin  besteht  , dass  sich  zw  ei  Curvenzweige  in  dem 
0,  i=xQ)  berühren;  von  den  drei  im  allgemeinsten 
le  zum  Vorschein  kommenden  drei  Doppelpunkten  fallen  die 
len  auf  t befindlichen  zusammen.  Die  Tangenten  des  ersteren 
iktes  fallen  wiederum  mit  den  Durchschnitten  des  Kegels  K 
und  der  Ebene  xy  zusammen,  wie  in  den  Fallen  der  vorhergehen* 
den  Nummer;;  die : gemeinsame  Tangente  der  sich  tangirenden 
Curvenzweige  ist  die  Gerade  t — * Geht  die  letztere  Gerade  durch 
den  Punkt  iP,-  so  treffen  sich  die  Singularitäten  der  beiden  Kegel- 
flächen,  da  sich  denn  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  O.  in 
vier  Factoren.  des  ersten  Grades  zerlegen  lässt  und  die  Projectiou 
wie  die^Dürchschiiitts^Curve  selbst  in  vier  gerade  Linien  übergeht*» 
Fläche  geht  i in  einen  hyperbolischen  CyJindet  über/ 
wenn  die  Gerade- 1 der  Gerädert  p -parallel  wird.'  Die  Axe  dieses- 
Cylinders  läuft  mit  t und  p parallel,  und  die  Gleichungen  seine** 
asymptotischen  Ebenen  sind,  wenn  t=np  -f-  Vf  ist,'1***  *•" 

halfest- 

t=np  \ 7]z^:0  und  itp  + n2z  — rj  = 0 . 

*+ ' • *■' 

Dadurch,  dass  der  Berührungspunkt  (p,  t)  zweier  Aeste  auf  t 
unendlich  w'eit  rückt,  fallen  in  diese  Linie  zwei  Asymptoten  der 
Curve,  oder,  was  dasselbe  besagt,  es  wird  l eine  vierpunktig 
osculirende  Asymptote  der  Curve.  « — Die  Fläche  0 kann  endlich 
in  einen  parabolischen  Cylinder  ausarten,  vvas  eintritt,  sobald  sich 
t auf  eine'  Constante  zurückzieht.  Die  Gleichung  O.  bringen  wir 
dann  auf  die  Form  !l*  ‘ * 

M J .i 


* 

* « 
i f 


• i *ti' 


r«  n 


pars  -f-  (ßp*  + yo1)  fi  = 0 , 


' -i 


c » 


und  ersehen  aus  ihr,  dass  zwei  der  Asymptoten  der  Curve  mit  p 
zusammenfallen,. während  die  beiden  ändernden  singulären  Punkt 
durchsetzen«  Die  Grund-Curve  besteht  in  dem  Durchschnite-.der, 
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Ebene  xy  und  des  Kegels  K.  — Was  den  unmittelbaren  Einfluss 
des  Kegels  K auf  die  Gestalt  der  Projection  betrifft,  so  tritt,  wenn 
a verschwindet,  an  die  Steile  der  Gleichung  O.  die  folgende: 


D*.  ßp2t  -f-  yoH  — p2u—0. 


Sie  gehört  einer  Curve  des  dritten  Grades  an , die  in  (p— 0,  o=0) 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  und  von  der  Geraden  t in  deren  Durch» 
schnitt  mit  p berührt  wird.  -«•  Geht  der  Kegel  K in  zwei  Eibenen 
über,  so  besteht  die  Projection  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich 
im  Allgemeinen  im  Punkte  P schneiden,  während  sie  in  dem 
Punkte  (p>  t)  von  der  Geraden  t gleichzeitig  berührt  werden.  — 
Für  eine  specieltere  Unterscheidung  der  hier  möglichen  Fälle  ist 
in  den  obigen  Bemerkungen  eine  Ueberblick  gewährende  Grund- 
lage gegeben. 


8.  Die  Betrachtungen  und  Entwicklungen  der  sechsten  Num- 
mer übertragen  sich  leicht  auf  die  dritte  Art  der  Curven,  welche 
den  Vorwurf  dieser  Abhandlung  ausmachen,  auf  diejenigen  näm* 
lieh,  welche  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  beiden  Geraden 
p und  q,  die  in  der  Gleichung  I.  in  Evidenz  treten,  imaginär  wer* 
den,  zusammenreihen.  Die  Fläche  0 ist  alsdann  im  Allgemeinen 
ein  elliptisches  Hyperboloid.  Dasselbe  wird  von  der  Ebene  xy 
im  Punkte  P berührt,  und  mit  einer: Seite  seines  Asymptoten* 
Kegels  lauft  die  z-Axe  parallel*  Die  Gleichung  der  Projection 
lässt  sich  wiederum  auf  die  Form  C.  bringen  , und  wir  ersehen 
aus  ihr,  dass  von  den  drei  Doppelpunkten,  welche  jener  ira  All* 
gemeinen  zukommen,  hier  nur  einer,  nämlich  P,  reell  wird,  wäh* 
rend  die  beiden  anderen,  als  die  Durchschnitte  der  reellen  Gera- 
den t und  der  * imaginären  Geraden  p nnd  q imaginär  werden. 

' Die  Natur  des  ersten  Punktes  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  in  6. 
erkannt.  Die  Fläche  0 kann  nun  erstlich  in  einen  Kegel  aus&r- 
ten  — ein  leicht  zu  discutirender  Fall  — ferner  auch  in  ein  ellip- 
tisches Paraboloid,  wenn  nämlich  t keine  der  Variäbeln  enthält.  - 
Wenn  letzteres  eintritt,  so  rücken  die  beiden  imaginären  DoppeL 

S unkte  ins  Unendliche.  Sämmtiiche  Asymptoten  der  Curve  wer* 
en  imaginär,  und  zwar  bestimmt  sieb  der  eine  Asymptoten-Punkt 
durch  die  Gleichungen  • . >■ 


pt=0,  q—0 

und  der  zweite  durch  solche  von  der  Form 

p -f-  (m-pni)  =0,  q -f-  (m— wi)=0. 


1 1 


j r 


. » ■ # , i * * * 

Da  die  Modificationen  der  Projection,  welche  eine  Folge  der  Ver- 
änderung des  Kegels  K in  Gestalt  und  Lage  sind*  leicht  über- 
sehen werden  können , und  überdies  in  den  Betrachtungen  der 
sechsten  Nummer  ihr  Analogon  finden*  so  überheben  wir  uns  ihrer 
Angabe. 

‘/JmÖ.  Es  erübrigt  nun  noch  den  in  >5.  beeeichneten  Ausnah me- 
; zu  betrachten,  dessen  Charakter  ddrin  besteht,  dass  <p  eine 

T 
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homogene,  k eine  nicht  homogene  Function  des  ersten  Grades 
darstellt  Auch  hier  nimmt  die  Gleichung  der  Projection  die  Form 
C.  an,  unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  jetzt  t homogen, 
u aber  als  mit  einer  Constanten  versehen  gedacht  werde.  Die 
Gleichung  C.  stellt  dann  ersichtlich  eine  Curve  des  vierten  Gra- 
des dar,  die  in  P einen  dreifachen  Punkt  besitzt;  alle  drei  Dop- 
pelpunkte des  allgemeinen  Falles  sind  in  einen  einzigen  Punkt 

izusammenge rückt.  Die  Curve :j>  wird  in  ihrem  dreifachen  Punkte 
von  den  Geraden  ü,  q und  t berührt.  Was  die  Bedeutung  der 
Gleichungen  I.  und  II.  betrifft,  so  stellte#  einen  Kegel  dar,  des- 
sen eine  Apotheme  mit  der  Normalen  in  P,  mit  der  i-Axe,  coinci- 
dirt.  Die  Gleichung  II.  aber  kann  irgend  einer  Fläche  des  zwei- 
ten Grades,  die  Kegelfläche  ausgeschlossen,  angehören.  Wir  be- 
merken schliesslich  noch,  dass,  wofern  ma«  die  im  Obigen  immer 
beibehaltene  ausgezeichnete*  PVojectlons-Ebene  aufgeben  will,  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  im  Allgemeinen  immer  so  projicirt  werden  kann, 
dass  die  Projection  einen  dreifachen  Punkt  erhält;  man  braucht 
zu  dem  Ende  nur  als  Projections-Ebene  eine  solche  anzunehmen, 
die  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  auf  einer  Seite  des  die 
Durchschnitts-Curve  ausnehmenden  Kegels  senkrecht  steht,  oder 
allgemeiner  noch:  man  braucht  nur  als  Projections-Richtung  die 

einer  Geraden  zu  wählen,  welche  den  Doppelpunkt  mit  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  Durchschnitts-Curve  verbindet. 

?f  — 
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Einige  Sätze  aus  der  Zahlenlehre. 
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(Frei  naeh  den  Annales  de  Mathdmatiques  von  Terquera. 

Septembre  1849.)  *»..i  >,hi.  t«\  ein**  «*>* 


i « t ' ■ 


tl 

(. 


Von  dem 


t->  i 'i* 


► I 


Herrn  Professor  Dr.,J. :|)ie.nger,|!)jijy.^i’,f“ 

» * • ; an  der  polytechnischen  Schule  zu  CarftVuhe;  ’’  •*  » **•’** 

. • i!  -•{  • l-*'  .•  .<  . i « * * : • * u • »•  • • -i/.  m»  '»JiluilM* 

f ' » • . i,  * , , ; . ; •••  ..  «v»  * f ituil  * «;  ;M  *>i!>  *.+  '•  :* 

. • . ‘ei  i «*■•*.**  I * » •*»  m il,‘  * 

» , «.’«>  I.  * , • ' ■ ■ <i.i  {•  t> «*»*»?.  i ..*:!*  ff  V !>  ’ * 

. 1 ....  } . . ! • ••  . . • !•  "Uh.  - J /II  ’d.l»  i I»  iS  »*.»t  t 

. . , '*  .<i*  t 5?  lt  . < ;•*)»»’..  _*f  > 

J . ;.tt  ’<•'*«  ..  r ',*i  .•  •• ./  \ I“  * * i *-■» 

Wie  viel  Ziffern  sind  > in  ’ der  Reihe  der  Zahlen  von  1 bis 

Von  10*  bis  lO’H*1— 1 sind  offenbar  lO^1— 10"  =9.10"  mal 
n -f- 1 Ziffern , also  im  Ganzen 

9(»+l).I0"=9fi.l0»  + 9.10» 

Pie  verlangte  Summe  ist  also 


2 (9n.  10"  + 9.10") , 


o 


99 

wo  £ bedeutet,  dass  man  n alle  Wertbe  von  0 bis  n beilegen  soll, 
o 

Nach  den  in  Theil  VII.  Abhandlung  XLV1I.  niedergelegten 
Grundsätzen  erhält  man : 


'c..  H^r-  1— «>+•—  (r+l)(l-*)a:M-» 

f (B+1)a*  “ ö^* ’ 


also  für  r=n,  10=#: 


9 . 2(n  + 1)#*  = 


l-l0n+l  + (n+]).9.10»+I 


=(n-+l).10,*+1- 
vrelches  die  verlangte  Anzahl  ist. 


9 

l0*+i— 1 1 
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V 


i * 

{■•»11  t Ml  11'O‘JI» 


• * . < . 1 *5  ff  1,4 


Man  soll  die  Aiizah!  däj  Ziffern  finden,  die  2n  der  Reihe  der 
Zahlen  von  1 bis  A enthalten  sind,  / 


..  1 ..  w *•  .?•!  itüii;  • • .»•»;  n . v«.*i  . > ..  »•  > 1 • ..*••• 

Sei  JV^  10*+ 1 und  <10"+a,  also  = 10*+i-f.&;  , Von i I bis 

10"+*  -1 


10«+» — 1 sind  ($.1.)  (7*-|-l).l0»+1  — 


Ziffern ; nun  sind  noch 


I flV  .-  ' M 9 

4-f  1 Zahlen  von  10"  f1— 1 bis  N,  jede  von  n-|-2  Ziffern;  dem- 
nach hat  man  im  Ganzen 


(»+1).10”+*-'-^-q— : + (A:+l)(n+2) 

Min  i V 


I0«+1— 1 


,i..*  i: 


Ziffern.  Es  versteht  sich  von  selbst,'  dass  k auch  Null  sein  darf. 


(Sri 


i : * 


\\ 


mb  n‘jldr»\  näh  aov  !•  iv  oir/  .oili  nun  b»-*.  risinM  oitl 

V < ' .i’  X 3 :i  •:  ■ ; f ) * •’  * 

ltf  i k ii  v ki  V i • • 

Man  schreibe  alle  Zahlen,  von  1 an,  in  eine  Linie  von  rechts 
nach  links,  eine  nach  der  andern;  welche  Ziffer  ist  an  einer  ge- 
wissen Stelle,  von  rechts  her  gerechnet? 

JL  L.;;  4 

Man  verlange  z.  B.  die  Ziffer,  welche  die  1849ste  Stelle  ein- 
nimmt. Diese  Ziffer  gebürt  zu  einer  gewissen  Zahl,  die  man  zu- 
erst aufzusuchen  hat,  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  die  Anzahl 
der  Ziffern  aller  Zahlen  vor  ihr,  die  von  ihr  zugehörigen  mitge- 
rechnet,  1849  beträgt.  Sehen  wir  zuerst,  ob  sie  unter  den  Zah- 
len 10”  H — 1 enthalten  ist.  Die  Summe 


10«+ J— 1*  .» 

(n-fl).10n+1 g giebt  für  n=l:  189, 


nun  n 


lohn 


+ 0 «=2:2889.  i*  I * 

Die  Zahl  liegt  also  zwischen  99  und  999;  in  der  Summe  ($.  2.) 
muss  also  n=  1 sein,  und  k so,  dass 

hliif  l ,1.  (Kl  /«•  . »:•  I * ; »t ri*r - ) i-Mth  Ini/i  r*l  oiKl 

« ,ft.  io2— i Isln 

i'10 g— + (*+l).d  — 1849, 


.toboilr)  iüi 


,1,1 


1657 


;*U:  | 


d.h.  . (4 -f  1)3.  = 1660,  4=  — =-=552 

I o •» 

I 'U'J*/  . f !‘> » I » : ! ••  ■ •»  • 

demnach  ist  in  §.  2.  Ar=102-|-552  = 652.  Allein  ZV=  652,  also 
4=552  und  n=l  entsprechen  • \ 4t.~ 


. i ft  4- 

M]  »V'  f 


2.10*  — — 0~  + (353)  3 - 1848 


I ,1 .1 


Ziffern;  die  I849ste  ist  also  die  erste  Ziffer  rechts  der  folgenden 
Zahl,  d.  h.  der  Zahl  653;  die  1849ste  Ziffer  ist  also  3.  (In  den 
Nouvelles  Annales  ist  hierin  eine  Unbestimmtheit.) 
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Man  betrachte  die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

I— t/SV+i- 


« . 


1 rYl+vöv**-  /a— v5v+l~l  ib  - . 

V5  Lv  2 / 1 2 ) J i 

und  deren  Glieder  man  findet,  wenn  man  hier  n = l,  2,  3,...  setzt, 
wodurch  man  erhällt:  ' ^ ^ 1 . ' I 

J.  2,3,  5*  8,  13,  ...  , . . (1)  ..  , . 

Nach  den  in  Theil  VIL  S.  434.  entwickelten  Grundsätzen 
findet  man,  dass  diess  die  Reibe  ist*  die  man  aus 

1 ~\-x  ‘ «•  * • I .i 

1 — X — X* 

erhält,  wenn  man  darin  xxzl  setzt  Zugleich  folgt  hieraus,  dass 
drei  auf  einander  folgende  Glieder  dieser  Reihe  durch  folgende 
Gleichung  bestimmt  werden: 

* ji  . ’ ' «’  * * < - • • 

an+t—an+i+a» (2) 

Die  nächste  Frage  sei  nun  die,  wie  viel  von  den  Zahlen  der 
Reihe  (1)  die  nämliche  Anzahl  Ziffern  habe?  , 

Wir  wollen  die  Reihe  abtheilen  in  Gruppen , so  dass  die  Zah- 
len der  ersten  Gruppe  mit  1,  die  der  zweiten  mit  2,  der  dritten 
mit  3 u.  s.  f.  Ziffern  geschrieben  werden.  Betrachten  wir  nun  die 
(m+l)te  Gruppe  und  nehmen  von  ihr  an,  ihre  zwei  ersten  Glieder 
seien  2 . IO7”  + A$ , wo  At  und  A^  beide  kleiner  sind  als 

10**,  d.  h.  nehmen  wir  an,  die  erste  Zahl  enthalte  als  erste  Ziffer 
links  1,  die  zweite  als  solche  Ziffer  2,  so  würden  näch  obigem 
Gesetze  (2)  die  fünf  folgenden  Zahlen  sein:  •i-;.. 

3,10m  f4i+4a»,5fl(^B4-4|'f24., 

13.10"*  + 3 At  21  JO*  + *84*-  n . -il  „•*: 

wenn 

A,'+A2  < 10^  i \ 

0(jer  .‘•vl  I“-  »*  ^ ' •" 

4.10",+/?l,  6. 10mif  , I6.10m-f3ß| 

wenn  Ax  +4>r~10m,  wo  dann  Daraus  folgt.,  dass  diese 

♦ . rrjr.-'  : •**  ‘ : t.:i  . * . * * •,  I •.  . 

Gruppe  höchstens  fünf,  mindestens  aber  vier  Glieder  habe.  . Fünf 
Glieder  wird  diese  Gruppe  haben,  wenn  Ax  -f-  A2  < 10OT  und 
2Al  + 3 48<2.10m,,  in  welchem  Falle  das  erste  Glied  der  folgenden 
Gruppe  mit  I,  das  zweite  mit  2 anfangt.  Wäre  aber  zugleich 

2AX  + 3^*~2.IOm,  so  hätte  die  Gruppe  bloss  vier  Glieder,  das 
• * ^ X r * j ^ fj  f 

erste  Glied  der  folgenden  Gruppe  finge  jedenfalls  mit  1 , und  das 

nächste  gleichfalls  mit  1 an.  Man  hätte  nämlich,  wenn 

5 A,  + 8/1,  <6. 10» 


2/1,  + 3+,  < 2. 10***,  auch  3 Ax  + 4J*<3.10» 

3^4,  + 5A2  < 4.10"* 

>2.10  


j i • i ‘ 
I * * * > 1 » 


il  *Ou  * > *1 
.!'»!•  t l' 


2A,  +3 At  <3  10  auch  3Ai+4Ai  < 4 io™ 

, 3/4, +>5A  <5,10* 


6Alf7At<,7.l0m 
ist  aber  Av-{-  so  ist  ß*  < 10«*  und die  Gf  upp«  hat  •bloss 


i 

■ I. 
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vier  Glieder«  Das , erste  Glied  der  foigend&CGhippe  fangt,  da 
2Z?i  +J2  <10m+1,  ikjt  1,  das  zweite  kann  mit  1 oder  2 anfangen. 

. Ist ....  2Ai 3^4^ ^2. 10**,  .also  ^4.10m,  w [ 

|m|>  < P »>!  * 1 < ft  I * * , 1 ' t . 1 'I  < \j  i 

13.10™  + 3^.  + 5^4=10»+»  + C.,  C,  =3.10"  +3.3,  + 5At 

Ci<10"+i 

21.10"  ~y  5 Ai  -f-  2.J0-+*  -J-  Cji  .1^  = 1 0 " -1 3 .3 J 83j . 

C2<10>»H; 


ist 


i - •’ 


2At  +2Aa=  2.10",  90  ist  8.l0"+2^,+3^,=10^H- A.  1>i<10»»+* 
•'  13.10'*+3^l+5yl2<2.t9"+i 

“i  * • . ' >.»  • . > . . • * • » t 

» »f  i iji,  . , t1»  , • ,,  • 

* Ai  +1^2^10»,  Bö  ist  2J?t  + A2  < 


1 lli  t i ft 
s :« 

« • • ; • : 


» * \* 


I * « 

r a 


' l 
.1  I 
‘i.l 


Ans  Allen  folgt,  dass  wenn  die  zwei  ersten  Glieder  einer 
Groppe  durch  ' 1 ■*  * v-  • s:  *p.  n*>l>  ; * fi > 

u Zi  j)o*+4>  ito*+j',  A<üb,  ; "TT* 

dargestellt  werden  kennen  y diese  Groppe  entweder  vier  oder  fünf 
Glieder  bat,  und  dass  die  zwei  ersten  der  folgenden  Groppe  durch 

l(KH-f- j?lf  2.10m+l  + 2^  < lO'H-1,  J?a  <UFH‘ 

dargestellt  werden,  wobei  sogar  /?2'  negativ  sein  kann.  Wäre  oben 
A * negativ  gew  esen,  so  bitten  offenbar  alle  Schlüsse  ora  so  mehr 
Statt  i In  fdiesern  Falle  bitte/  die  Gruppe  sogar  fünf  Glieder. 
Da  non  die  erste  Gruppe  (w=0),  I,  2,  3,  5,  8 ist,  also  ihre  zwei 
ersten  Glieder  der  Bedingung  • • . *•!  ■ * i* !• 

’i  .*•  ■'!  10”+Ai,  Z10”  + A2,  At 

genügen,  so  genügen  in : allen  Gruppen  die  zwei  ersten  Glieder 
dieser  Bedingung,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  oft  A%  ne- 
gativ sein  kann,  d.  h.  das  zweite  Glied  auch  noch  mit  1 anfangen 
kann4(  eine  solche  Gruppe  hat  dann  nothwendig  fünf  Glieder,  wäh- 
rend jede  andere  mindestens  vier»  höchstens  fünf  hat  (Der  Be- 
weis in  . den  Annales  ist  ganz  ungenügend.) 

S.  5.  • > > . < * 

Eine  weitere  Frage  in  Bezug  auf  die  Reibe  (t)  wäre  die,  wenn 
ein  Glied  der  Refhe  gegeben  wäre , zu  finden,  das  wie  vielte,  os  seil 
Offenbar  kann  man  diese  Aufgabe  vermittelst  der  Form  des 
allgemeinen  Gliedes  lösen.  Allein  man  kann  auch  anders  veffah-| 
ren.  Es  habe  die  gegebene  Zahl  p Ziffern,  so  gehört  sie  in  die 
pte  Gruppe  (§.  4.).  Hätte  jede  Gruppe  fünf  Glieaer,  so  wäTe  das 
gegebene  Glied  eines  derer  vom  (5p~4)ten  bis  zum  Spten;  hätte 
jede  Gruppfe  bloss  vier,  so  wäre  das  gegebene  Glied  eines  derer 
v&in  *{4/>~-3)ten  bis  zum  5/?ten.  Da  es  aber, ‘wie  man  sich  gleicht 
überzeugen  wird,  mindestens  dreiGTuppen  von  fünf  Gliedern' giebt, 
so  sieht  man  leicht,  dass  das  gegebene  Glied  mindestens  das 
4/?te,  höchstens  das  5pte  ist.  Setzt  man  also  in 
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1 ■■  ,4  » r/t-f  V5) \*\ 'i.  i/l-T V5  Y+i~l  ,i 

LA'*  * jr:  V"  2 •/’.  *‘Jl  .*•!  y <•*  ♦ 

für  71  alle  ganzen  Zahlen  von  4p  bis  5 p,  so  wird  einmal  der  Werth 
des  gegebenen  Gliedes  herauskommen  und  man  wird  also  n finden. 

» 1 ‘ *♦!  - - 1 * ’ :1  f-  I “(•*  f 

0 • o# 

Da  , 

an-|-a=:aB+f  -f  o»-  1 tl 

und  auch 

ttn—l = Un-f-1  — Qn  > 

so  folgt  hieraus,  dass  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  keinen 
Faktor  gemeinschaftlich  haben  könneri,  ’ der  grösset  als  1 ist,  da, 
wie  man  aus  vorstehenden  Gleichungen  ersehen  kann,  sonst  sämmt- 
liche  Glieder  diesen  Faktor  hätten.  Da  aber  die  drei  ersten  t,  2, 
3 keinen  solchen  Faktor  haben,  so  ist  diess  unmöglich.  (Die  Anna- 
les  behaupten,*  alle  Glieder  seien  zu  einander  theilerfremd , was 
falsch  ist.) 

Macht  man  die  gleiche  Rechnung,  als  wenn  man  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Gliedern  suchen  wollte,  so  werden  die  nach  einander  zum  Vorschein 
kommenden  Reste  offenbar  alle  den  zwei  vorangegangenen  Glieder 
sein,  d.  h.  die  Anzahl  der  nöthigen  Divisionen,  bis  der  Rest  0 
erscheint,  wird  angegeben  durch  den  Rang  des  geringeren  Gliedes. 
Nimmt  man  also  z.  B.  das  19te  und  20ste  Glied,  so  sind  19  Divi- 
sionen nütbig.  - > . 


• 1 

• 1 r'' 


>.no  > 


• li'}  * 1«;  f ( .f|(  ...  /i\  _ •••.  $**  . * I )*».  ■ ■ f 

....  Sind  zwei  Zahlen  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Glie- 
dern der  Reibe  enthalten,  so  kann  keine  das  Doppelte*- öder  mehr  als 
das  Doppelte  ;der  i anderen  sein.  , , Denn  an n t selbst  ist:  f><  2anfi- 
Eben  so  ist  der  Unterschied  jener  zwei  Zahlen  • kleiner*  * als  .das 
Glied  der  Reihe,  das  den  genannten  zwei  , voraugeht-  , Denn  sind 
die  zwei  Zahlen  Zwischen  än^i  untl  an+i  enthalteh,  so  ist  ihr  Un- 
terschied .kleiner  als  •)  di  h.  kleiner  als  m » m .>m 

•;,»l  tk  f!o  «<v,U  »iTUgflitmll  •*«.  »i? 

uo«»*if 1 |:iti  :r  ><wi  .l.iia  om.v  »<  \ **i;b  ,il  .!>  .mirJ  in*»*  /•* • v 

Sucht ' mlip  den  ‘ grössten  gemeinschaftlichen  "Theilet;  zweier 
Zahlen,  so  hat  man  nicht  ihehr  Divisionen  zu  machert,"  als  durch 
die  fünffache  Zifferanzaht:  der  kleineren  Zahl  angegeben  ist,  bis 
man  den  Rest  0 erhalt. 

Sei  P die  kleinere  Zahl,  R der  erste  Rest,  und  sei  Pr  wi- 
ll **.,  ***•  r.  . p . •?  >?’  i1'  * ...  ” '»inTrt (rjni  1 

sehen  und  tt„.f  1 ; wehrt  *7^2,  so  ist  Ä<«n(§.  7.);  tei  *><2,  so 

1 ü • • ••'/«**>.  I:*;  *>  ■ 'hi  . .il  riünj  jiulffi,  O , 

kann  R zwischen  a„  und  a*  f 1 sein  (§.  7,);  aber  alsdgpn  ist.  der 

folgende  Rest  P—R<Z,au—i  (§.  7.) ; daraus  folgt,  dass  man  nicht 
menr  male  zu  dividiren  habe,,  als.  wenn  es  sich  um  die  Zahlen  an 
und  flnfi  handelt,  d.  h.  nicht  mehr  als  »mal  (§.  6.).  ..((lat  an  nun 
p Ziffern,  so  ist  n nicht  grösser  als  5p  (§. 5.),,also  hat  man  nicht 
mehr;  als  5p  mal  zu  dividiren.  Da  die  Zahl  der  Zifferii  fvpn,,^ 
nicht  kleiner  als  p ist,  so  ist  damit  der  $afz.  bewiesen.  . 

- ■».*  . * i ! * * »d  _r  *»  ,.*  . .1"  »»' 

,ii  . >.  . <1  t.i  »)•  . t l **!*^i 
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lieber  den  Zusammenhang  einiger  das 
Tetraeder  betreffenden  Aufgaben. 

' si • Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baltzer, 

Oberlehrer  an  der  Kreuzschule  zu  Dresden* 


Üie  Gleichung  zwischen  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  von 
vier  beliebigen  Richtungen  im  Raume  gebildet  werden,  ist  bekannt 
und  rührt,  wie  es  scheint,  von  Sturm  her,  welcher  im  XV. Bande 
S.  330  ff.  von  Gergonne’s  Annalen  dieselbe  durch  die  Methode 
der  rechtwinkligen  rrojectionen  entwickelt.  Bezeichnet  man  die 
vier  Richtungen  mit x,  y , z,  r,  und  den  Winkel,  um  welchen  die 
Richtung  x in  bestimmtem  Sinne  gedreht  werden  muss,  bis  sie 
mit  der  Richtung  y (nicht  mit  der  entgegengesetzten)  zusammen- 
fallt,  mit  xy  u.  s.  w.,  so  ist 

sin2^zcos2;rr  -f-  sin2zarcos2^r  -f  sm2xycos2zr 
—2(cosxy—cosyzcoszx)cosxrcosyr—2(cosyz—coszxcosxy)cosyrcoBzr 
— 2(co szx — cosxycosyz)  coszrcosxr 
= 1 — cos2xy—cos2yz — cos2zar  -f  2cosxycosyzcoszx . (A) 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  für*  das  Tetraeder  soll  im  Fol' 
genden  nachgewiesen  werden,  ßas  Tetraeder  sei  OFGH , 

OF=fy  OG=<Jt  OH=zh 

und  die  gegenüberliegenden  Kanten 

GH~at  HF=b,  FG=c. 

Theil  XVI. 
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I. 

OF,  OG,  OH  haben  die  Richtung  x,  y,  t,  der  Durch- 
messer d der  dem  Tetraeder  umgeschriebenen  Kugel 
habe  die  Richtung  r,  so  ist 

cos<2T:cosyr:cosn,:l  =:f:g:h:d. 


mithin  nach  (A) 


f^sxvflyz  -f-  g2s\n2zx  -f  h2s\n2xy  — 2fg(cosxy—cosyzcoszx) 
(1)  — 2gh(cosyz — coszxcosxy)  — ^hf^oszx — cosxycosyz ) 

=d2(  1 — c os-xy — cos2yr— cos2x#  -f-  2cosxycosyzcoszx ) . 


Diese  Gleichung  zur  Berechnung  des  Durchmessers  der  dem  Te- 
traeder umgeschriebenen  Kugel  aus  drei  zusammenstossenden 
Kanten  und  deren  Winkel  hat  Legend  re  in  seinen  Elementen 
(Anin.  V.)  gegeben. 

Anmerkung  1.  Um  sämmtliche  Kanten  des  Tetrae- 
ders statt  der  Winkel  in  diese  Gleichung  einzuführen,  hat  man 


q2-\-h2— a2  h2  f2 — b 2 /^-fo2 — c2 

cosyz=z  Vgh — * C0S2X== ’ cosxy= 2 fg 

und  giebt  der  linken  Seite  L der  obigen  Gleichung  die  Form: 


ii  ti 


h—  f 2 + g2, -\- h2 — Qfgcosxy — *2ghcosyz — 2hfcoszx 
+ i/'gcosyzcoszx  — (fcosyz+gcosix— hcosxy)2. 


Dann  ist 


uulif 


f 2 d g2  -f-  h2  — <2fgcosxy—clglicosyi — *2hfcoszx 

, , r c2h2 — a2/2 — b2(f2  -f  f2g2+a2b2 

+ Afgcosyico&zx  — ^ — , 


- . . c2h2-a2f2-b2q2  + (Zf2q2 

^ COSyZ"|*^fCOSW  "ÄCOSfcTy — j 1 i 


und  daher 


»Iv 


4 PgVPL—  \{2g2a2b2  - {c2h2-a2f2~b2g2)2 

= ( cif  \ bg -f  ch)  ( af  -f  bg  — ch)  (er/- — bg  +ch)  ( — af+bg  \-ch ). 


Nimmt  man  hinzu,  dass,  wie  bekannt  (vgl  Anm.  2.), 


/ I 
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frjhS/  1— cos  *#//  — cos2 t/z— cos2zx  -|-  2cos#ycosyzcosz:r 
das  6 fache  Tetraeder  V bedeutet,  so  erhält  man 

(2) 

144  V2d*  — (o/-f  bg  + ch)  {af+bg— ch)  ( af-bg  -f  ch)  (—af+bg+ch) , 

eine  Gleichung,  welche  C re  Ile  (Sammlung  mathem.  Aufsätze  1. 
S.  117.)  direct  entwickelt  hat 

'Will  man  auch  V durch  die  Kanten  ausdrticken,  so  braucht 
man  nicht  bei  dem  Ausdruck  stehen  zu  bleiben,  welchen  Legendre 
a.  a.  O.  gegeben  hat,  indem  er 

gHh2— a2  = F,  A2+/2-A2=G,  p + g*—c2 =H 

abkurzend  einfiihrt,  wobei  mehrere  gleiche  und  entgegengesetzte 
Glieder  ungetilgt  bleiben.  Die  weitere  Entwickelung  giebt 

•i/VW  — cos2.Z;y  — cos2gz—cos2ix  + 2 cosxycosyzcoszx ) 

= a2/2(g2Yh2 — f2-^-  b2+c2-~a2) 

+ b‘lg\}iL\f2 — g2  -f  c2  -f-  a2  — b2) 

+ c2AVa  f^2  — Aa  + a2+62-ca) 

— u2g2h2  + b2h2n  - c2f2g2  - a2b2c2 , 

wie  schon  Weier  Hirsch  (Geoni.  Aufg.  11.  S.  112.)  bemerkt  hat, 
ohne  den  symmetrischen  Bau  des  Ausdrucks  durch  geeignete  Be- 
zeichnung kenntlich  zu  machen. 

Anmerkung  2.  Es  scheint  unbeachtet  geblieben  zu  sein,  dass 
aus  (3)  sich  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Seiten 
und  Diagonalen  eines  ebenen  Vierecks  hinschreiben  lässt, 
welche  Lex e 1 1,  Euler  und  zuletzt  Carnot  (Geom.  de  posit.  §. 331.) 
ohne  Zusammenfassung  der  Glieder  entwickelt  haben.  Es  ist  im 
Allgemeinen 

I • 1 1 , * *>  fj  j 

1 — cos2.ry  — cos2gz — cos2zjt  | 2cosxycosgzcoszx 
= s\u2xys\n2yzsin2  Y 
= sin2^2sinazarsin2Z  (4) 

= s i na2#si naarysi  n2  A , 

wo  X der  Winkel  der  Ebenen  ist,  von  denen  eine  x und  y.  die 
andere  x und  z parallel  ist  u.  s.  f.,  und  nach  der  sphärischen  Fun- 
damentalformel 


_ v co syz  — coszo:  cos xy 
OOS  — ■ • • 

smzjrsin^y 


s.  s.  f. 
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Die  obigen  Gleichungen  (4)  ergeben  sieh  hieraus  sofort 
durch  Entwickelung  von 

(1 — cos^^sin^rarsin2^  u.  s.  f. 

und  bedeuten  das  Quadrat  des  6fachen  Tetraeders  OFGH , des- 
sen Kanten  f,  g,  h Längeneinheiten  sind,  dessen  Grundfläche 

z.  ß.  OFG  = ^ s’inxy , und  dessen  Höhe  sinzarsinA  ist.  Sind 

nun  die  Richtungen  x,  y,  z derselben  Ebene  parallel,  so  ist  Xt 
F,  Z und  das  Tetraeder  =0,  mithin 

1 — cos2.ry — cos2^z— cos2za;  -p2cos.r^cosyzcosz:r  = 0, 
und  daher 

a2/*2  ( g 2 + A2  — f1  + ä2  + c2  - ö2) 

+ 6 V (A2+/*2— 02  + c2+a2—  62) 

+ c2A2(/*2  + £2- A2  + a2  + 62- c2) 

- aVA2  — 62A2/2 — c W - a262c2=0 . 

Zu  diesen  Gleichungen  gelangt  man  direct,  wenn  man  davon 
ausgeht,  dass  in  diesem  Falle  die  Winkel 

xy  f yz  -f-  zu : = ! brat 

sind,  wo  m eine  ganze  Zahl  oder  0 ist,  daher 

cosa:^  = cos(yz  + zx)  u.  s.  w. 

Anmerkung  3.  Ausl-f-cosA  und  1 — *cos  A,  welche  in  Facto- 
ren  zerlegbar  sind,  lindet  man  bekanntlich  sin2Asin2z#sin2;r^  oder 

1 — cos  2xy  — cos  2^z — cos2za:  -p  2cosxycosyzcoszx 

= 4-ha±|?-+-  „in  **  * y:f~— sin  6ia-fy 

Dieser  Ausdruck  liir  das  Ofache  Tetraeder,  dessen  zusam- 
menstossende  Kanten  die  Richtungen  x,  y,  z haben  und  Län- 
geneinheiten sind,  hat  unverkennbare  Analogie  mit  dem  bekannten 
Ausdruck  zur  Berechnung  der  Dreiecksfläche  aus  den  Sei- 
ten,  welche  sich  wie  folgt  erklären  lässt.  Es  sei  O Mittelpunkt 
einer  Kugel,  auf  deren  Oberfläche  ^die  Punkte  F , G , H liegen, 
so  dass 


OF=zl)G=OH-r 


und 


f 

OFGH 2 = «^(1 — cos2jry— cos2^z  — cos2za:-|'“cosarycosy2COSI‘T) 
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Ist  p der  Abstand  des  Mittelpunkts  O von  der  Ebene  FGHt 
so  hat  man  auch 


i« 


und  daher 


OFGH*  =r~  FGH », 


* i,  W\« 


W.\><Vh 


|tW 

FGH2z=,  4^2(1 — cos2xy— cosayz— cosaxr  -f  ^cosxycosyzcoszx) 


= ^^sin2z;rsin2.zysin2A  u.  s.  w. 


_ r°  xy\yz—zx  . xy—yz-\-zx  . — 

^2  ®,n  2 sin  2 2 2 


Für  r=oo  fallen  die  Bogen  FG , GZ/,  Z/F  mit  ihren  Sehnen 
a,  6,  c,  die  Sinus  der  verschwindenden  Mittelpunktswinkel  mit 
den  Winkeln,  p mit  r zusammen,  und  da  der  Bogen  das  Product 
seiues  Winkels  mit  dem  Radius  ist,  so  kommt 


FGH2=  j (6csin<<4)  u.  s.  w. 

a+6  + c a -f  6 — c a — b -f-  c — a-f-6-f-c 

— 2 2 * 2 * 2 


wo  der  Winkel  A,  der  im  Dreieck  FGH  der  Seite  a gegenüber- 
liegt, kein  anderer  ist,  als  X. 

Da  zugleich  das  Verhältnis»  des  sphärischen  Dreiecks  FGH 
zur  Kugeliläche  verschwindet,  so  ist 


A-f-  F+  Z — 2 Rechte  =0  oder  A -f  B -f  C=  2 Rechte. 


Dieser  neue  stereo metrische  Beweis  des  alten  Satzes 
von  der  Summe  der  Dreieckswinkel  setzt  die  Gleichheit 
zwischen  einem  sphärischen  Dreieck  und  seinem  Gegendreieck 
voraus,  welche  sich  ohne  Parallelentheorie  durch  Congruenzen 
beweisen  lässt. 


» Xlt  "t 

hl  <s  I 


<*v« 

trp  »* 


II. 


1 


Iu  der  Gleichung  (A)  sind  die  Gleichungen  zwischen 
denWinkeln  des  Tetraeders,  sowie  zwischen  den  Sei- 
ten und  Diagonalen  eines  sphärischen  Vierecks,  ent- 
halten, welche  Meier  Hirsch  (Geom.  Aufg.ll.  §.107.  und  §.55.) 
durch  gesonderte  Methoden  gewinnt. 
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Sind  nämlich  zuerst  x,  y , z,  r die  Richtungen  der  Normalen 
äuf  den  Innenseiten  OGH,  OHF,  OFG,  FG/J  des  Tetraeders 
OFGH,  und  bezeichnet  OF  den  Winkel  der  Ebenen  OFG  und 
OFH  u.  s.  w. , so  ist 

cosÖJP=  — cos^r,  cos  O G — coszx , cos  G//  = — co  sxy% 

co&GHzzz  — cosar,  cos  HF—  — co  syr , co  sFG  = — coszr ; 

folglich 

1 — cos2OF—  cos2OG — co s20H — 2cosOFcosöGcosG// 

= sin20/<  cos2G  H -f- sin2  OG  cos2  HF+siifiOHcoaPFG 
(5)  2(cos  O H+ cos  OFcosOG)cosGHcqs  HF 

~f*  2(cos  OF  [-cos  OGcos  OH)cosHFcosFG 
+ 2(cos  O G+cos  OH cos  OF)  cosFG  cos  GH . 

Sind  zweitens  x,  y,  z,  r die  Richtungen  von  den  Radien  MF, 
MG,  MH,  MO  der  Kugel,  deren  Mittelpunkt  M ist  und  welche 
dem  Tetraeder  OFGH  umgeschrieben  ist,  und  bezeichnet  man 
die  Seiten  und  Diagonalen  des  zugehörigen  sphärischen  Vierecks 
wie  die  gleichnamigen  Kanten  des  Tetraeders,  so  ist 

cosf—cosxr,  cosgz=cosyr,  cos/i =cosir; 

cosa=cos^2,  cosbxzcoszx,  cosc  = cosxy; 

1 — cos2a — cos26 — cos2c +2cosacos6cosc 
= sin^cos2/* -f-  sin26cos2^  -f-  sinaccos2A 

— 2(cosc — cosacosb)cosfcosg  (6) 

— • 2(cosa— cosbcosc)cosgcosh 
— 2(cos  b — cosccosa)  coshcosf. 

Führt  man  die  Sinus  der  halben  Bogen  ein  und  schreibt  der 

Kürze  halber  a statt  sin  ^ u.  s«  w. , so  nimmt  die  Gleichung  (6) 
folgende  Form  an: 

a2P(g2  + li*-p  + 62  + c2-a2-b2g2—c2h2  + a2/2) 

+ b2g2(A2-\~p — g2-{-  c2+ a2— 62— c2/*2 — a2/*2  +&V) 

+ c2A2(/^+/'-/i2+a2+62~c2-a2/2-iy  + c2h2) 

— a2g2A2 — b2h2p — c2f2g2  — aVPc2  z=z  0 . 


Multiplicirt  man  alle  Glieder  mit  der  6ten  Potenz  des  Radius  und 
setzt  denselben  unendlich , so  verschwinden  die  Winkel  und  Sinus, 
-end  ihre  Producte  mit  dein  Radius  die  Sehnen  statt  der 
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Bogen  geben.  Dabei  geben  die  Glieder  achter  Dimension  verlo- 
ren, welche  als  endliche  Grössen  mit  zweiter  negativer  Potenz 
des  Radius  multiplicirt  erscheinen  würden.  So  bleibt  in  der  That 
die  früher  gegebene  Gleichung  für  die  Seiten  und  Diagonalen  des 
ebenen  Vierecks  übrig. 


111. 


In  (A)  ist  auch  die  Gleichung  enthalten  zwischen  den 
Seiten  des  Tetraeders,  oder  allgemeiner,  zwischen  einem 
ebenen  Flächenstück  und  seinen  Coordinaten,  d.  h. 
seinen  Projectioneu  auf  je  eine  von  drei  willkührlichen  Ebenen 
parallel  dem  Durchschnitt  der  beiden  andern. 


Sind  x , y,  z,  r die  Richtungen  von  OF , OG,  OH  und  der 
Normale  p von  O zu  FGH , so  ist 

< 

% 

OFGH=%  FGH 


fq/i  — — — — 

= -^r-  V 1 — cos^y-cosV — cos2zo:-F2cos^cosyzco8zx , 


folglich,  wenn  man  6 statt  der  Quadratwurzel  schreibt, 


FGH  — 


(sM 

2p 


Ferner  ist 


nt.,,  fysinxy  _ fghsmxycastr 
OFG-  2 - 2 p ' 

weil  Aco Bzr~p  u.  s.  w.  Daher 

...  (7) 

FGH : OFG : O GH : OHF  = 8 : s\nxy  coszr : sinyz  coaxr : sinzxcoayr . 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (A)  und  bemerkt,  dass 
(I.  Anra.  2.) 

coaxy — cost/zcoszx  = sin^rsiniarcosZ  u.  s.  w., 
eo  erhält  man  ohne  Weiteres 

(8)  FGH*=:  OFG2  + OGH2  + 0//F2- 2 OFG.OGH.  cos  Y 

-20GH.0  HF.  co  sZ  — 20  HF.  OFG.cosX . 

Die  allgemeine  Geltung  dieser  Gleichung  für  irgend  ein  Ebe- 
nenstück und  seine  Coordinaten  (im  oben  angegebenen  Sinne)  er- 
giebt  sich,  wenn  man  durch  den  Umfang  des  Ebenenstücks  Pris-  , 
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men  legt,  deren  Kanten  je  einer  Coordinatenaxe  x,  y,  z parallel  sind. 
Die  Durchschnitte  dieser  Prismen  mit  den  Coordinaten ebenen  yzy 
zx,xy , d.  h.  die  Coordinaten  des  Ebenenstücks  E seien  K,  L, 
M,  und  die  Normalen  dieser  Ebenen  r,  x',  y\  z'.  Dann  ist 
Ecosxrz=zMco8zzt  = dem  Normalschnitt  des  Prisma,  wodurch  E 
auf  xy  projicirt  worden  u.  s.  w.  Folglich 

r,  - , cos xt  cos  yr  coszr 

EtK:L:M=z  I: : *—/• 

cos  xx  cos yy  coszz 

Nun  ist  coszz' = sinz47sinjT,  wo  X wie  oben  den  Winkel  der  Co- 
ordinatenebenen  an  der  Kante  x bedeutet,  also  (1.  Anm.  2.) 
S 

coszz'  = -7 u.  s.  w.  und  wie  in  (7): 

sin yz  ' 

E : K:  L : M—  6 : sinyzcosxr : sinzxcosyr : slnxycoszr , 
E2=K2+L2-j-ßf2 — 2KLcos2j—2LMcosX—2MKcosY. 

Anmerkung  Die  gefundene  Gleichung  hat  denselben  Bau, 
als  die  zwischen  einer  Strecke  r und  ihren  Coordinaten  x,y,z  be- 
stehende 

r 2 = x2-\-y2-\-z2+2xycosxy  ±2yzcosyz  -f  2zxcoszx . (B) 

Wie  man  aus  dieser  die  Summe  der  Quadrate  von  den  Dia- 
gonalen eines  Parall elepipeds  ableitet  (Legendre,  An- 
merk. V.),  so  ergiebt  sich  aus  jener  die  Summe  der  Quadrate 
von  den  Diagonaldreiecken  des  Parallelepipeds 
(FGH,  OFG\  OG  H ',  OHF\  wenn  00',  FF,  GG\  II H'  die 
Diagonalen  des  Parallelepipeds  sind,  welchem  das  Tetraeder 
OFGH  angehört). 

Auch  lässt  sich  die  Gleichung  (8)  aus  (B)  ableiten.  Errichtet 
man  nämlich  auf  den  innern  Seiten  des  Tetraeders  OFGH  Nor- 
malen xt  y,  z,  r,  welche  sich  wie  die  Seiten  verhalten,  worauf 
sie  stehen,  so  lassen  sich  diese  Strecken  zu  einem  räumlichen 
Viereck  durch  parallele  Verschiebung  zusammensetzen,  wie  sich 
durch  die  Metnode  der  Projectionen  leicht  beweisen  lässt.  In 
diesem  Viereck  w’ird  eine  Seite  durch  die  übrigen  nach  der  Glei- 
chung (B)  ausgedrückt,  worein  man  dann  die  proportionalen  Wer- 
the  setzt  und  bemerkt,  dass  cosa^=: — cosZ  u.  s.  w. 


v 

V 

l 
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XII. 

lieber  dfe  durch  die  Gleichung 

y—\Tx 

dargestellten  Kurven. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Bau  - Conducleur  bei  den  Herzog!.  Braunschweigischen  Eisenbahnen  zn 

Braunschweig. 


Die  Diskussion  der  Formel 


y = \[  qc  (1) 

als  Gleichung  einer  Kurve,  wie  sie  Herr  Professor  Hessel  in 
Nr.  XIII.  des  14.  Theiles  dieses  Archivs  niedergelegt  hat,  führt 
zu  dem  Resultate,  dass  gewisse  Theile  dieser  Kurve  keinen  ste- 
tigen Zusammenhang  besitzen,  sondern  wie  punkt  irte  Kurven 
erscheinen. 

Dieses  Resultat  der  unstetigen  Bildung  von  y kann  jedoch 
nur  aus  der  Substitution  unstetiger  Werthe  von  x hervorgehen. 
Stetige  Werthe  von  x führen  immer  zu  stetigeu  Werthen  von  y, 
also  auch  zu  stetigen  Kurven,  was  man  mit  Hülfe  der  geometri- 
schen Bedeutung  der  imaginären  Zahlen  folgendermaassen  einsieht. 

Stillschweigende  Bedingung  ist  es,  dass  jede  der  beiden  Zah- 
len x und  y , z.  B.  die  Zahl  y,  behuf  geometrischer  Konstruktion 
als  eine  Linie  dargestellt  werde,  deren  Lange  dem  absoluten 
Werthe,  und  deren  Richtung  dem  Zeichen  von  y entspricht. 
Je  nachdem  das  Zeichen  von  y gleich  -fl  oder  gleich  — *1  aus- 
fäilt , ist  diese  Länge  in  der  ursprünglich  angenommenen,  positi- 
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ven  oder  in  der  uni  180°  davon  abweichenden,  negativen  Ordina- 
tenrichtung  zu  messen.  Es  ist  klar,  dass  wenn  sich  y mit  dem 
allgemeineren  Zeichen  oder  Richtungskoeffizienten  einstel- 

len sollte,  seine  Länge  in  einer  Richtung  zu  nehmen  ist,  welche 
sich  unter  dem  Winkel  y gegen  die  positive  Ordi- 
na tenaxe  neigt. 

\ 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  derselben  Weise  bei  der 
Auftragung  der  Abszisse  x auf  das  Zeichen  derselben  Rücksicht 
zu  nehmen  ist. 

Nimmt  man  stets  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  zum 
Anfangspunkte  von  x und  den  Endpunkt  von  x zum  Anfangs- 

E unkte  von  y ; so  beschreibt  der  Endpunkt  von  y die  in  Rede  ste- 
ende  Kurve. 

Führen  wir  gleich  von  vorn  herein  für  x den  allgemeineren 
Ausdruck  re9V~^i,  oder,  wenn  r — ev  gesetzt  wird,  den  Ausdruck 
x=.eQ+9V~- 1 ein;  so  kommt 

V v 

* L — p— — p — yVZl 

y = = xx  = ( _i)e  zzz  etp+^v" _i) « « 

— p — p 

=ze°  (P'HPV^I 5)(co«9— «n5p.V"Iä)=  ee  [{QfiOt<f+<femy)+(<fco»g>-q$iTnp)  V"— l] 

— p — p . 

— gO  {^c0B(f-\-(pain(p)ee  (<pco»<p^QBin(f)V _i  f 

oder  da  = - ist, 

r 


(f.Kin(p-\-Qco*(p  (pcQBfp—Qaiiup . 

yz=ze  T e r (2) 

Von  den  beiden  in  der  Abszisse  x = re9*r^T  vorkommenden 
Grössen  r und  <p  darf  man  offenbar  nur  eine  einzige  unabhängig 
variiren  lassen,  wenn  die  Gleichung  (1)  eine  Kurve  zur  Erschei- 
nung bringen  soll.  (Nähme  man  sowohl  r wie  <p  als  unabhängig 
veränderlich  an;  so  würde  die  obige  Gleichung  ein  Fläche n- 
stück  darstellen).  Die  meisten  Untersuchungen  der  analytischen 
Geometrie  beschränken  sich  auf  den  speziellen  Fall , wo  die 
Richtung  der  Abszissen  x,  also  der  Werth  von  <p,  konstant 
erhalten  und  nur  die  Länge  r derselben  stetig  variirt  wird.  Man 
nimmt  jene  konstante  Abszissenrichtung  gewöhnlich  Ein  Mal  als 
mit  der  positiven  und  Ein  Mal  als  mit  der  negativen  Abszis- 
senaxe  zusammenfallend  an,  wodurch  sich  zwei  besondere  Sy- 
steme von  Kurven  ergeben,  welche  oftmals  zwei  zusammenhän- 
gende Schenkel  Ein  und  derselben  grösseren  Kurve  darstellen. 

Durch  die  Bedingung,  dass  die  Linie  x stets  in  einer  gewis- 
sen Richtung  liegen  soll,  ist  ihr  arithmetischer  Ausdruck  re9V~^\ 
noch  nicht  vollkommen  bestimmt.  Es  muss  noch  gesagt  werden, 
wie  viel  ganze  Umwälzungen  nach  der  Einen  oder  anderen 
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Seite  die  Linie  x stets  um  den  Nullpunkt  gemacht  haben  soll, 
ehe  sie  aus  der  ursprünglichen  Abszissenaxe  in  die  um  den  Win«* 
kel  cp  sich  dagegen  neigende  Lage  gekommen  ist.  Bezeichnet  inan 
die  Anzahl  jener  ganzen  Umwälzungen  durch  die  ganze  Zahl  k , 
"eiche  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  die  Umwälzungen  nach 
der  positiven  oder  negativen  Drehungsrichtung  erfolgen  sollen; 
so  hat  man,  wenn  cp  jetzt  den  fundamentalen  Neigungswinkel 
von  x darstellt,  2kn-\-(p  an  die  Stelle  von  cp  zu  setzen.  Hier- 
durch wird  Gleichung  (2) 


(2 kn+  <p)rin<p -f  qcostp  (ikTT^-^coacp—^tiruf^ 

y=e  <•  e ' 1 (3) 


In  dieser  Gleichung  ist  nun,  wenn  die  Abszisse  x nach  und 
nach  bloss  ihre  Länge  r stetig  ändern  soll,  nicht  allein  die 

Grosse  cp , sondern  auch  die  Grösse  k konstant  zu  erhalten. 

« 

Soll  die  Länge  r von  x nur  in  der  Richtung  der  positiven 
Abszissenaxe  variiren,  also  für  die  durch  x=z-{-r  dargestellten 
Abszissen,  hat  man  <p= 0,  also 

1 —vzi  r 2±V-1 

yxzere  r =rre  T =V  r.e  r (4) 


Soll  die  Länge  r von  x nur  in  der  negativen  Abscissen- 
axe  variiren,  also  für  die  durchja:=— r dargestellten  Abszissen, 
hat  man  g>=7t,  also 


_ 9 ..  i JL 

-=ze  *e  r —r  re  ~r  v 

1 


z\T re  ~r  =— 


V r.e  T Y 


(5) 


So  viel  verschiedene  Werthe  man  nun  nach  und  nach  für  die 
ganze  Zahl  k einführt,  ebenso  viel  verschiedene,  aber' 
vollkommen  stetige  Kurven  liefert  sowohl  die  Gleichung  (4) 
wie  auch  die  Gleichung  (5).  Nur  dann,  wenn  man  solche  Werthe 
von  y , bei  welchen  k nicht  konstant  erhalten  wäre,  zu  einem 
Systeme  von  Ordinaten  zusammenstellen  wollte,  oder  auch  dann, 
wenn  man  für  dasselbe  konstante  k diejenigen  Werthe  von  y aus- 
schliessen  wollte,  welche  nicht  iu  die  Richtung  der  positiven  oder 
negativen  Ordinatenaxe  fielen,  also  auch  nicht  reell  wären, 
würde  man  unstetige  Kurven  erhalten.  Man  erkennt  leicht, 
dass  die  in  dem  obigen  Aufsatze  Nr.  XIII.  zum  Vorschein  kom- 
menden diskontinuirlichen  Bildungen  zum  Theil  darin  ihren  Grund 
haben,  dass  unvermerkt  für  Ein  und  dieselbe  Kurve  die  G~" 
k nicht  konstant  erhalten  ist,  zum  Theil  darin , dass  a' 
reellen  Werthe  von  y ausgeschlossen  sind. 
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Zur  weiteren  Aufklärung  wollen  wir  hier  nur  die  auf  posi- 
tive Abszissen  bezügliche  Gleichung  (4)  etwas  näher  ins  Auge 
fassen. 

Dieselbe  stellt,  je  nachdem  man 

k= — 2,  -1,  0,  1,2,  

setzt,  eine  unendliche  Menge  ganz  verschiedener  Kurven  dar. 
Für  £=ü  ergibt  sich  die  Kurve 

r 

y = Vr  (6) 

welche  lauter  positive  Ordinaten  besitzt.  Da  man  für  r=0  auch 
«=0  und  für  r=ao,  y=l  hat,  so  geht  die  Kurve  durch  den 
Nullpunkt,  und  hat  eine  in  dem  Abstande  y = l mit  der  Abszis- 
seuaxe  parallel  gezogene  Linie  zur  Asymptote.  Für  r = l ist 
ebenfalls  1 und  für  r=e=2,718 besitzt  die  Ordinate 

y ss  VV=  1,444 

ihr  Maximum.  Dies  gibt  die  auch  auf  der  dritten  Tafel  in  Theil 
XIV.  abgebildete  Kurve  OABCD ....  (Taf.  111.  Fig.  1.). 

st 

Für  jede  andere  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  Curve  hat 

r 

die  Ordinate  y dieselbe  Länge  V"r~,  welche  demselben  Werthe 
von  r in  der  vorhergehenden  Kurve  (6)  entspricht.  Alle  diese 
Kurven  gehen  also  durch  den  Nullpunkt.  Aber  die  Richtungen 
deriOrdinaten  y sind  von  den  früheren  verschieden.  Der  Neigungs- 
winkel ty  einer  solchen  Ordinate  gegen  die  positive  Ordinaten- 

axe  O F ist  t \>  = -y-  . Wir  wollen  annehmen , die  positive  Dre- 
hungsrichtung der  Ordinaten  gehe  von  rechts  nach  links  herum. 
Da  für  r=ce,  i^  = 0 wird;  so  folgt,  dass  sich  die  Richtung  der 
Ordinaten  aller  Kurven  von  einer  gewissen  Stelle  an  immer  mehr 
und  mehr  der  positiven  Ordinatenrichtung  nähert,  je  grosser  r 
wird,  und  dass  mithin  die  vorhin  beschriebene  Parallele  zu  OX 
eine  gemeinschaftliche  Asymptote  für  alle  diese  Kurven  ist. 

7t 

Wenn  r=4A,  ist  = 2 • Die  Ordinate  y erstreckt  sich  als- 
dann nach  der  Richtung  der  negativen  Absciss enaxe.  Für 
diesen  Werth  von  r passirt  die  Kurve  also  die  Abszisseuaxe. 

7t 

Für  alle  Werthe  von  r>  \kt  ist  ty  und  nimmt  desto 

mehr  ab,  je  mehr  r zunimmt.  Nachdem  also  r>4£  geworden 
ist,  kann  die  Richtung  der  Ordinate  y nicht  mehr  unter  die 
Abszissenaxe  fallen;  r=4&  bezeichnet  vielmehr  die  schon  vorhin 
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erwähnte  Stelle,  von  wo  ab  die  Ordinate  immer  mehr  in  die  Rieh' 
tuDg  der  positiven  Ordinatenaxe  zu  gelangen  strebt. 

Für  die  Werthe  von  r,  welche  zwischen  0 und  4 k liegen, 
macht  die  Ordinate  y unendlich  viele  Rotationen;  die  Kurve  durch- 
schreitet die  Abscissenaxe  eben  so  viel  Mal  von  oben  kom- 
mend, wie  von  unten  kommend,  und  bildet  hier  eben  so  viele 
Sc  hl  ingen. 

In  diesem  Zwischenraum  nimmt  die  Ordinate  y 

1)  das  positive  Zeichen  e1*71 V—i  = -f  1 , also  die  Richtung  der 
positiven  Ordinaten axe. 


für  r = 


k k k . 
2’  3 * 4 


2)  das  negative  Zeichen  eP^'+^V— i = — 1 , also  die  Richtung 
der  negativen  Ordinatenaxe, 


für  r = 


2 k 2 k 2k  2 k 

1 ’ 3 ' 5 ' 7 " 


y 


3)  das  positiv  imaginäre  Zeichen  = + V'—l , also 

die  Richtung  der  negativen  Abszissenaxe, 

....  4 k 4 k 4k  4k  . 

für  r—j  , 5 , g » |3-» 


4)  das  negativ  imaginäre  Zeichen  £(***+!)* V— 1 =-V-i.  also 

die  Richtung  der  positiven  Abscissenaxe, 


4k  4k  4k 
für  r_  3 , ? , jj 


4Ä 

15 


an. 

Eine  Kurve  dieser  Art,  und  zwar  die  für  £ = 1 sich  erge- 
bende, ist  in  dem  Zuge  OabuAcdcfg  (Taf.  III.  Fig.  1.)  dargestellt. 

Keine  zw-ei  dieser  Kurven  sind  identisch;  aber  dieselben  ha- 
ben für  gewisse  gleiche  Längenwerthe  r der  Abszisse  gleiche 
Ordinaten,  also  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkte.  Der  Punkt 
A für  r=l  ist  ihnen  allen  gemein,  und  überhaupt  giebt  es  in 
dieser  unendlichen  Menge  von  Kurven  für  Ein  und  dasselbe  ratio- 
nale  r nur  eine  endliche  Menge  verschiedener  Ordinaten 
v,  deren  Anzahl  so  gross  ist,  als  der  Zähler  des  auf  seine 
kleinste  ßenennung  gebrachten  Bruches  r Einheiten  enthält.  Dar- 
aus folgt,  dass  der  Punkt  A,  Bt  C , D,  E welcher  in  der 

ersten  Kurve  (6)  resp.  den  Werthen  r=l,  2,  3,  4,  5...  entspricht, 
resp.  von  allen,  von  der  Hälfte,  von  dem  3ten,  4ten,  5ten  ...  Theile 
der  in  Rede  stehenden  Kurven  passirt  wird. 
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Anwendung  der  perspectivlschen  Pro- 
Jection  auf  die  analytische  Auflösung 
der  Aufgabe  „Eine  gemeinschaft- 
liche Tangente  an  zwei  JLinien 
zweiten  Grades  zu  finden“.  Als 
Fortsetzung  der  Untersuchungen  inlVr- 
XIII.  des  XI.  Tlieils  2.  Hefts  dieses 

Archivs.  i •••*.>  i 

• r'r 

Von 

Herrn  Leopold  M ossbr ugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aarau. 


$ i 


Wir  bedienen  uns  hier  der  gleichen  Bezeichnungen  und  Annah 
men  wie  in  dem  so  eben  angeführten  Aufsatze  dieses  Archivs,  und 
nehmen 

-f  b\X  f fy  = **b* (1) 

als  die  Gleichung  einer  Ellipse  an  , deren  Achsen  2 ft  und  2 A,  und 
deren  Mittelpunktscoordinaten  — f und  g sind;  auch  finden  hier, 
wie  in  (12)  jenes  Aufsatzes,  folgende  Relationen  zwischen  den  Coor- 
diuaten  X und  F,  und  den  diesen  entsprechenden  perspectivischen 
Coordinaten  y ',  z'  statt,  nämlich : 


w 


ey±(^rJ f) 

y v—l1 


(2) 


In  diesen  Gleichungen  sind  ty  u , v die  Coordinaten  des  Au- 
ges im  Raume.  Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  von  X und 
Y finden  wir  endlich  für  die  Gleichung  der  Perspective»  der  Ellipse 
1)  folgende: 
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f 


(3)  \v- 

{a2(y— w)a+fta(/, — f)2—  a*»2y*-f2a2($r--  u)vy't'  i 

— 2{a2jy(^—  u)+6a/(/--  t)  -n2b2\vz' — 2a2c2y'-{-{a2ff2-{-b2f2—a2l)2\  v 2 


Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  aus. 
Wir  wollen  nun  den  geometrischen  Ort  des  Auges  ( t , u,  v)  zu 
bestimmen  suchen,  wenn  dieser  Kegelschnitt  eine  Kreislinie  wird. 
In  diesem  Falle  müssen  bekanntlich  die  beiden  Bedingungsglei- 
chungen  : 


<i2(y — u)2lb2(f-t)2 — a2b2=a2v 2 (4) 

Y » • • > » • r . • 

, u 0 / ' 

(g—u)v  =0 (5) 

I j # ** 

statt  finden.  Die  Gleichung  (5)  zerfällt  aber  wieder  in 

t>  = 0 . (6) 

i 


«;?  os».  t t«i 

b r :$ 

doi« 

<1^1  1191 

* tf  I 1 oh 
’UUlHfaif*) 


und  in: 


Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  als  gleichzeitig 
bestehend  an,  so  sehen  wir  dass  erstere  ein  einzeiliges  Hyperbo- 
loid, letztere  die  Ebene  der  xy  darstellt,  beide  zugleich  geben  also 
die  Durchschnittscurve  der  Ebene  xy  mit  jenem  Hyperboloid, 
welche  durch  die  Gleichung: 


(tf-«)2  , (f-t)2 
b2  + a2 


dargestellt  wird  Setzen  wir  in  der  Gleichung  (3) 

•«•  ••>  ■ i k ' ifjuiri o/. 

a2{y — u)2  + b\f—t)2 — a2b2=a2v2 , 


und  hernach  t?=0,  so  erhalten  wir  die  identische  Gleichung  0=0. 
Es  muss  also  der  Werth  v=0  verworfen  werden.  Nehmen  wir 
hingegen  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  gleichzeitig  bestehend  an, 
se  linden  wir,  weil  g — n=0  die  Gleichung  einer  auf  der  Ebene  der 
xy  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  deren  Durchschnitt  mit  dem 
Hyperboloid  (4)  durch  die  Gleichung: 

1 2 *v  H t»  d 
it;4J  n»l> 
• b -mul  » 

dargestellt  ist:  dass  die  Perspective  der  Ellipse  (1)  eine 
Kreislinie  wird,  wenn  sich  das  Auge  (/,  w,  v ) auf  einer 
durch  die  G I e i ch u n g (9)  ausgedrückten  Hyperbel  befin- 
det, deren  Ebene  auf  der  Ebene  der  gegebenen 
Ellipse  und  auf  der  Tafel  senkrecht  steht. 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie  selbst,  welche  die  Perspec- 
tive der  Ellipse  (i)  in  diesem  Falle  vorstellt,  finden  wir  nachstehende: 


,1  rto  i x 


o2=^t(/?-<)2-a2l 


(9) 


140 


+ y'*-  S' W-o-“V-2sy  + ao) 


Geben  wir  statt  der  Ellipse  (1)  eine  Hyperbel,  deren  Gleichung 

u*  ( Y-g)*—b*(f+  JO* = — a*6* (11) 

ist,  so  finden  wir  durch  eine  ganz  gleiche  Untersuchung  wie  in 
§.  1.  dass  ihre  Perspective  eine  Kreislinie  wird,  wenn 
sich  das  Auge  (£,  u,  v ) auf  einer  Ellipse  bewegt,  de- 
ren Ebene  durch  das  Auge  geht,  und  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  Hyperbel  (11)  und  auf  derTafel  ist.  Die 
Gleichung  dieser  Ortsellipse  ist: 

(12) 


Die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  in  diesem  Fall  die  Perspec- 
tive der  Hyperbel  (11)  vorstellt,  wird  alsdann  folgende: 


0/2  2 2 
**  +ya+  ~ 


6V2  + «262 


aJ 


=0 ...  (13) 


Nehmen  wir  für  die  perspectivisch  zu  projicirende  Curve  eine 
Parabel,  deren  Gleichung: 


r-g=-Vp(f+X) (14) 

ist,  und  wenden  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an,  wie  bei  der 
Ellipse  (1),  so  finden  wir,  dass  sich  diese  Parabel  per- 
spectivisch als  Kreis  projicirt,  wenn  sich  das  Auge 
auf  einer  zweiten  Parabel  vom  gleichen  Parameter 
bewegt;  die  Ebene  dieser  ist  ebenfalls  auf  der  Ebene 
der  Parabel  (14)  und  auf  der  Tafel  senkrecht.  Die  Glei- 
chung der  Ortsparabel  des  Auges  ist : 


v2=p(t—f) . (15) 

Der  perspectivische  Kreis  wird  aber  durch  die  Gieichung: 


t'-2gy+^-fp=0 (16) 


ausgedrückt. 


v 
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§.  4. 

Üm  der  Vollendung  unserer  Aufgabe  näher  zu  rücken,  suchen 
wir  die  Bedingungen  auf,  unter  welchen  irgend  eine  Linie  zweiten 
Grades  in  einer  ganz  beliebigen  Lage  gegen  die  Tafel,'  nur  in 
der  gleichen  Ebene  wie  dieCurven  §.  1.  (II)  und  (14)  liegend,  sich 
perspectivisch  als  Kreis  projicirt,  und  nehmen  daher 

AY*+ 2BXY+CX*+2DY+2EX+F=0 (17) 

als  die  Gleichung  der  zu  projicirenden  Linie  an.  Die  Relationen, 
welche  zwischen  den  perspectivischen  Coordinaten  y\  z'  und  den 
Coordinaten  X , Y,  Z statt  linden,  werden  durch  die  Gleichungen: 


dargestellt,  m.  s.  Archiv  Theil  XI.  Heft  2.  pag.  121.  Nr.  I.  Durch 
die  Substitution  dieser  Werthe  von  A'  und  Y in  (17)  erhalten  wir 
als  Gleichung  der  Perspective  der  Curve  (17)  folgende: 

(19) 

lAut-VBut+CP+ZDu-VEt+Fh'HAoy*— 2v\Au-Bt+D\y'z']. 
-ItiDu—Et+Fiz’+Uhy + IW 

Soll  diese  Gleichung  einem  Kreise  angehören,  so  müssen  die 
zwei  Bedingungsgleichungen: 

Atz2— 2Bui+Cf2+2I)u^ 2El+F=Av* (20) 

Au-Bl  + D = 0 (21) 

statt  linden;  eliniiniren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die 
Grösse  u,  so  erhalten  wir: 

AW  + iW-AQP— 2{BD—  AE)t  + D*-AF=0  ....  (22) 

Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  eine  Linie  zweiten  Gra- 
des aus,  auf  welcher  sich  das  Auge  bewegen  muss,  damit  die 
Perspective  der  Curve  (17)  ein  Kreis  wird,  und  zwar  befindet  sich 
diese  Linie  (22)  in  einer  Ebene,  welche  auf  der  Ebene  der  xy, 
oder  aul  jener  der  «Curve  (17),  senkrecht  steht,  und  welche  durch 
die  Gleichung  (21)  dargestellt  wird. 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  die  Perspective  der 
Curve  (17)  ist,  erhalten  wir: 


-1  + y2_2l(M^^t-^-^]l-  + 2^3,'+f=0  . . (23) 


2*  + A 


Theil  XVI. 
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}.  s. 

Nehmen  wir  zuerst  an,  die  durch  die  Gleichung  (17)  dargestellte 
Curve  sei  eine  Ellipse,  so  muss  bekanntlich 

B*-AC< 0 und  (BD—AE)*—  (B2—AC)  (LP—AF)  > 0 

sein ; wir  können  daher  zufolge  unserer  Annahme 

B2  — ACz=-n  . (24) 

(BD—AE)*—(B*—AC)(iy*—AF)  =.  m* (25) 

setzen;  n ist  eine  numerische,  m hingegen  eine  lineare  Grösse. 
Dadurch  wird 

_ B*  + n „ (BD—AE)*  + nD2—m2 . 

C==~X~*  An 


also 


D^AF=m2-(ßD-AE)* 


Setzen  wir  überdies  noch  der  Kürze  wegen  BD — AE—c\  so 
haben  wir  statt  der  Gleichungen  (17),  (22)  und  (23)  folgende: 

n2PF*4-2^  BnX¥+  n(B2  + n)X2  + '2nADY-\-  2 n ( Bl)-c)X 

+ c2-hnß2-m4=0  ....  (26) 

JVn— nat*— 2cnt +i»*— ca=0  (27) 


, „,2  q l<K*t+c)-m»|  D Q 

1 1 Ä*m>  ~I+i^y+  A*n  -u  • * 


(28) 


Sind  ß'  die  Mittelpunktseoordinaten,  und  r'  der  Radius  des 
durch  die  Gleichung  (28)  dargestellten  Kreises,  so  ist  bekanntlich, . 
wenn  die  Gleichung  (27)  benutzt  wird: 


N 


D . c(nl+c)— m».  , _ tm\ 

A’  " A‘2m>  ’ A'2t:> 


Endlich  finden  wir,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (9),  für  die 
Mittelpunktseoordinaten  ct,  ß und  den  Radius  r des  Kreises  (10) 
folgende  Werthe: 

hi  b2t  ^ 

«=g<  o2— /■<!;  r = „7  \ (30) 


\ 
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§•  6. 

Um  unsere  späteren  Folgerungen  gehörig  begründen  zu  können, 
{vollen  wir  auf  analytischem  Wege  erweisen  „dass,  wenn  von  irgend 
„einem  Punkte  k eine  Tangente  an  die  Curve  (26)  des  vorigen 
„Paragraphen  gezogen  wird,  die  perspectivische  Projection  dieser 
„Tangente, 'ebenfalls eine  durch  dieperspectivischeProjection  kr  des 
„Punktes  k gehende  Berührende  an  den  Kreis  (28)  ist,  und 
„ztvar  muss  dSiese  letztere  diesen  Kreis  in  demjenigen  Punkte  be- , 
„rühren,  welcher  die  perspectivische  Projection  des  Berührungs- 
„ punktes  der  erstem  Tangente  und  der  Ellipse  (26),  ist. 

Wir  nehmen  X ",  Y"  für  die  Coordinaten  des  Punktes  k,  und 
X ',  Y'  für  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  durch  k 
an  die  Ellipse  (26)  gezogenen  Tangente  an;  ferner  seien  y"’,  zm 
die  perspectivischen  Coordinaten  des  Punktes  kn,  und  v" , t"  jene 
des  Berührungspunktes  der  durch  kv  an  den  Kreis  (28)  gezoge- 
nen Tangente;  so  haben  wir  für  die  Gleichung  der  ersteren  Tan- 
gente: 

nA[A  Y+BX+D\  Y"+n\ABY'+  (B*+n)X'  + BD—c)X", 

+n cH«öa-w2  = 0 ' ( ) 


und  für  jene  der  letztem  Tangente: 


**  (*"+*")  + ^(y'+y")+3=o  m 


D 


Es  wird  unsere  im  Anfang  dieses  Paragraphen  aufgestellteBehauptung 
erwiesen  sein,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (31)  die Werthe  von  A', 
T';  X Yn  durch  die  entsprechenden  perspectivischen  (Koordi- 
naten y",  z"  und  ?/",  z'"  ausgedrückt,  substituiren,  und  wenn  wir 
alsdann  eine  resultirende  Gleichung  erhalten,  die  mit  der  in  (32) 
identisch  ist. 

• m t t • ^ » 5 1 

Nach  4.  ist  aber 

o 


4,"  *J"  ruu in" 

— . /// » i — 


v — z 


c-z"’ 


V 


,v,_  . 

1 — ’ 


Bt—D 


oder,  weil  wegen  der  Gleichung  21)  §.  4.  u = — — ; undaus  28) 

5.  <==£±^±3!?”  ; so  ist: 

7 1) 


f — c±VrwH42c2«]:,f 
X' = »(«-:") 


i 


10* 
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nAvy"~  \B(-c±Sf  + nP]t" 

Y _ An(v—z") 

nAvv'"—[B(-c±V m*  + A*v*n)-nD]  i'"  . 
r ~ An(v-if") 

Durch  die  Substitution  dieser  Coordinatenwerthe  in  der  Gleichung 
(31)  erhalten  wir: 

\Anvy"’-[B(—c+>f + n)  (Avy"  + Dv) 

(c— z")(c— 

f/tg>7/"  + ^"V m‘i+A‘ivhi  + (BD-c)vl(-c+ V m2 

(»— z'") 

( -t  Dnvy"  -f  ( — cV T/|‘^  [A2t:‘2n  er2 -{-7!  O^ü — r»2pj(r — zm) 

■ (v  —l“)  (v — zMI) 

Reduciren  wir  diese  Gleichung  gehörig,  und  bemerken,  dass  we- 
gen Gleichung  (28) 

v 2 (c2 + n D 2 — m2)  =:v2FAn 

und 

— cST  m2  -f  AHhi  -f  m2=  — { c(nt  + c)~m2} 

% 

ist,  so  wird  dieselbe  mit  der  Gleichung  (32)  identisch.  Ganz  auf 

gleiche  Art  würden  wir  eine  mit  der  Gleichung  (31)  identische 
rleichung  erhalten  haben , wenn  wir  in  der  Gleichung  (3*2)  statt 
y",  z" ; yf"t  z"r  respective  die  Wertbe: 

AtY  + ^Bt— D)X4  vX4  AtY"+(Bt-D)X"  vX” 
A(t+X‘)  ’ t+Xr’  A(t+X")  ’ t+ X" 

substituirthätten,  w odurch  also  die  vorausgeschickte  Bemerkung'die* 
ses  Paragraphen  nicht  nur  gerechtfertigt  ist,  sondern  wirsind  dadurch 
auch  berechtigt  zu  folgern,  dass  eine  Gerade  Lp,  w-elche  die  bei 
den  Kreise,  welche  durch  die  Gleichungen  (10)  §.  1.  und  (28)  §.  5. 
dargestellt  wird,  gemeinschaftlich  berührt,  die  Perspective  einer 
gemeinschaftlichen  Tangente  L an  die  durch  die  Gleichungen  (1) 
§.  1.  und  (2)  §.  5.  dargestellteu  Ellipsen  ist. 


§•  7. 


Um  zu  untersuchen,  ob  und  in  welchen  Fällen  es  möglich 
ist,  eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  die  Ellipsen  (1)  §.  1/und 
(28)  §.  5.  zu  ziehen,  müssen  wir  zuvor  untersuchen,  ob  es  wirk- 
lich einen  reellen  Punkt  gibt,  in  welchem  sich  das  Auge  befinden 
kann,  damit  die  Perspectiven  der  Ellipsen  (J)  §.  1.  und  (28)  §.  5. 
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f 

beide  zugleich  Kreise  werden.  Dieses  wird  aber  nur  dann  der 
Fall  sein,  w’enn  es  reelle  Durchschnittspunkte  der  Ortscurven, 
welche  durch  die  Gleichungen  (9)  §.  1.  una  (27)  §.  5.  dargestellt 
sind,  gibt.  Diese  Curven  liegen  in  den  durch  die  Gleichungen 

^ — 14=0  und  Au — Bt  f/)=0 

dargestellten  Ebenen ; die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie 
dieser  Ebenen  sind: 


, B Dj 

u~g  und  u—  (33). 

Diese  Linie  ist  also,  wie  sich  schon  aus  der  Lage  der  genannten 
Ebenen  schliessen  lässt,  auf  der  Ebene  xy  senkrecht.  Aus  den 
Gleichungen  (33)  folgt: 

Bt  D , A 1), 

9=~j — 2’  aIso  * — (34). 

Führen  wir  diesen  Werth  von  t in  (9)  $.  1.  ein,  so  erhalten 
wir: 


oder 


®=±  [B(f+a)-Ag-D]\B(f-a)-Ag-D]  . . . (38). 

Soll  daher  die  Auflösung  der  Aufgabe  möglich  sein,  so  muss  ent- 
weder 


B(f+a)>Ag  + D* 
und  zugleich  B(f  Ag  + D 


\ 


(36) 


oder 


B(f+a)<Ag  + D 
und  zugleich  B(f—  a)  < Ag  -f  D 


t(37) 


sein.  Wir  erhalten  aber  noch  eine  andere  Beziehungsgleichung, 
welche  die  Bedingung  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  angibt.  Näm- 
lich wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Werthe  von  t und  v in  der 
Gleichung  (27)  $.  5.  substituiren,  so  erhalten  wir  die  Bedin- 
gungsgleichung: 

nA2b2[Bf—Ag — D]2 — nA2B2a2b2 — n2a2(Ag  -f-  D)2 — 2a2cn  B(  Ag-\-D) 

-»-  abnPB2 — aPcPB2  =0  (38). 
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Es  handelt  sich  nach  dem  , was  wir  im  §.  6.  und  §.  7.  ge- 
zeigt haben,  nur  noch  darum,  die  Coordinaten  derjenigen  zwei 
Punkte  Ap  und  Jv  zu  bestimmen,  aus  welchen  äussere  und  innere 
Tangenten  an  die  Kreise  (10)  §.  1.  und  (28)  §.  5.  gezo- 
gen werden  können,  und  alsdann  mittelst  dieser  Coordinatenwerthe 
diejenigen  von  den  Punkten  in  der  Ebene  der  xy  oder  in  der 
Ebene  der  beiden  Ellipsen  (1)  §.  t.  und  (26)  §.  5.  zu  bestimmen, 
von  welchen  Ap  und  Jp  die  perspectivischeu  Projectionen  sind. 
Die  ersteren  sind  aber  offenbar  der  di  recte  und  der  inverse 
Aeh  n lieh k eit sp unk  t der  obengenannten  Kreise.  Bezeichnen 
wir  mit  y\,  z\  die  Coordinaten  des  Aehidichkeitsnunktes  Ap  oder 
Jn  der  Kreise  in  (10)  und  (26),  so  sind  diese  bekanntlich: 


Führen  wir  zuvor  in  den  Gleichungen  (29)  und  (30)  §.  5.  die 
Werthe  von  t und  v aus  (34)  und  (35)  §.  7.  ein , und  substituiren 
die  so  bestimmten  Ausdrücke  von  a,  ß,  r,  ß‘  und  r'  in  diesen 
Werthen  von  y\  und  z\,  so  erhalteu  wir: 


Sind  eodlich  XL  und  Yt  die  Coordinaten  des  dem  Punkte  Ap 
oder  Jp  entsprechenden  Punktes  A oder  J in  der  Ebene  der  xy, 
so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  §.  4.  die  Formeln 


Die  obern  Zeichen  gelten  für  den  dir  ec  teil,  die  untern  für 
den  inversen  Aehulichkeitspunkt. 


. ra'-f-r'a  , rß'-f-r'ß  a 


(36). 


A2b*-^am 

bn(Aq  fm~\  -I-  Rh\n(f& — wi^+  nm(f 2 — «2^1 


~ ADb^Ymnfj 


Setzen  wir  in  diesen  Ausdrücken  u~g  (Siebe  §.  1.  (6), 
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Zieht  man  nun  von  dem  durch  diese  Coordinaten  Xx  und  }\ 
bestimmten  Punkte  eine  Tangente  an  eine  der  durch  die  Öleichung 
(1)  §.  J.  oder  (20)  §.  5.  dargestellten  Ellipsen,  so  muss  diese  auch, 
nach  dem  was  in  §.  6.  bewiesen  worden  ist,  die  andere  Ellipse 
berühren,  wie  es  verlangt  wurde. 


$•  9. 

T 


Nehmen  wir  jetzt  an,  d.i#  Gleichung  (17)  §.  4.  stelle  eiue  Pa* 
rabel  dar,  so  muss  bekanntlich 

B?—AC=i)  und  BD-AE^O 

4 

sein;  es  sei  nun 

BD  — AE  — — m und  B2 — AC=0, 

wo  m eine  lineare  Grösse  ist,  so  geht  der  Gleichung  (22)  §.4.  in 
folgende  über: 

A*v*  + 2 mt  + D2  — AF=0, 


oder  da  D 2 — AF  jede  reelle  Glosse  von  zwei  Dimensionen  be- 
deuten kann,  so  nehmen  wir  D 2 — AF—U1  an;  dadurch  wird  die 
letzte  Gleichung  zu: 

A2v2  \-2mt  + k2=z0 (43). 


Die  Gleichung  (17)  hingegen  geht  bei  diesen  Annahmen  in  fol* 
gende  über : 

A* Y2 4 2 ABXY+  B2X2+2AD Y+%BÜ+m)X-\  D2-k2= 0 (44). 


Statt  der  Gleichung  (33)  erhalten  wir: 


*'»  + ^+25^- *'+^»'  + ^-==0  ...  (45) 


2 A 


Diese  Gleichung  drückt  denjenigen  Kreis  aus,  welcher  die  Per- 
spective der  Parabel  in  (44)  ist: 


Werden  wieder  die  Mittelpunktscoordinaten  des  in  (1(5) 
§.  3.  dargestellten  Kreises  mit  a,  ß und  dessen  Radius  mit  r 
bezeichnet,  so  wie  jene  des  Kreises  in  (45)  mit  ß'  und 
dessen  Radius  mit  r',  so  ist : 


/ 


P&f-t) 

2c  ’ 
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wt-j-k2. 


A2o 


"=^-i 
A2dS  ' 


■ ■ (47) 


Da  aber  die  Parabel  in  (15)  §.  3. , welche  der  geometrische 
Ort  des  Auges  ist,  damit  die  gegebene  Parabel  in  (14)  sich 
als  Kreis  projicirt,  in  einer  auf  die  Basis  senkrechten  Ebene  liegt, 
deren  Gleichung  g — u= 0 ist,  als  auch  die  Ortscurve  (43)  sich 
in  der  durch  die  Gleichung 

l v * ( •' ■'  » "»b  inbo  i«K 

a m ■ n '* N ‘ <■ 

Au— Bt+D=0 


• 

ausgedrückten  Ebene  befindet,  so  muss  sich  das  Auge,  damit  die 
beiden  in  (14)  und  in  (44)  gegebenen  Parabeln  sich  zugleich  als 
Kreise  projiciren,  sowohl  in  der  Durchschnittslinie  dieser  beiden 
Ebenen , als  auch  in  den  Durchschnittspunkten  der  Curven  (15) 
$.  3.  und  (43)  befinden;  diese  Durchschnittspunkte  (wenn 
solche  möglich  sind)  können  aber  nur  auf  der  Durchschnittslinie 
der  durch  die  Gleichungen 


u 


g — u= 0 und  Au  — Bt+  Z>=0 


fl  »iBf  3 7 fi  j 


dargestellten  Ebenen  liegen.  Eliimniren  wir  daher  aus  diesen 

Gleichungen  die  Grösse  u , so  erhalten  wir  wieder  ;füh- 

ren  wir  diesen  Werth  von  t in  der  Gleichung  (15)  §.  2.  ein,  so 
kommt: 


t 


Aq  + D — Bf 

i P = p - — 


Dieser  Werth  von  p2,  und  jener  von  t in  (43)  eingeführt,  gibt 
die  Beziehungsgleichung  an,  welche  zwischen  den  Coelficienten, 
A,  B,  Dy  p u.  s.  w.  statt  finden  muss,  damit  die  Aufgabe  möglich 
wird;  diese  ist: 


(Ag  + D)(A*p+2m)-B(A*fp-k*)=0  ....  (49). 


r *ii  n 


V-V*  I vjG)^\Uk  \ 
(«  I vWwf 

§.  10. 


**»i>  iiri 


Durch  die  Einführuug  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werthe  von  t und  v in  den  Gleichungen  (46)  und  (47)  erhalten 
wir: 


u=n  a _ ^g+Dy—ZBfi  V p _ (Ag  + D)  Vji | 

2V B\(Ag+D)-Bf\  ’ 2 V mÄg+üy^Bf]  j 


(50) 
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D {m(Ag±D)  + Bk*\  , 

2 ’ ß'=~  A*  V fB\(Ag+b)-isn  ’ 

m(Ag+  D) . (5|\ 

*=A*Vph\{Ag+b)=Bf\* 


Bezeichnen  wir  wieder  wie  in§.  8.  die  Coordinaten  des  Aehnlichkeits* 
punktes  Ap  oder  Jp  der  Kreise  (16)  §.  3.  und  (45)  §.  9.  mit  t/i  und 
x\,  so  erhalten  wir  durch  die  Einführung  dieser  Werthe  von  «, 
ß,  r,  a',  ß'  und  r'  in  den  Gleichungen  (39)  §.  8: 


, -DAp^mg 
gi  A9p:fi2m  * 

, \-UnAa±D)+Bk*\  T m\(Ag  -f  # (52). 

• \A^p2m\y/  B{(Ag+D) — Bf\  t 


Die  oberen  Zeichen  gelten  für  den  directen,  die  unteren  für  den 
inversen  Aehnlicbkeitspunkt. 

Führen  wir  die  Werthe  von  i,  u,  v , rflf  y\  in  die  Formeln 

' ' v «r  _ ^1-^1 

v-z\ 


ein,  so  erhalten  wir  für  das  obere  Zeichen  in  jenen  Werthen : 

„ (A<j  + D)  \B(2fm-k^)—2m(Ag  + D)\ ) 

Xl~  B (2m  {Ag  + />)  + BfiA^p-Vm)]  I 

— ADp\(Ag  + D)-Bf\  + Bgk* . i 
A^Ag+U^Bn  + W?-"  ’ ] 


oder,  wenn  w ir  die  Gleichung  (49)  benutzen,  so  wird : 


+ ADp\(Ag  -f  D)—Bf)  — Bgk*  . 

Fl  = 2m(Ag  -f  D)  ( h 

F3r  die  unteren  Zeichen  in  (52)  erhalten  wir: 


V —(2<f  -f  D)  (2/m+Zr*) 
Al  Bf(Älp  + 2m) 


v — —ADp\(Ag+D)-Bf\  +%mg(Ag+D)+qB/c2 
1 A*p  |(  Ag  +2>)  -Bf\  + 2 m(Ag  + D)+BP  ^ 
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Benutzen  wir  in  diesem  letzten  Werthe  von  Yt  die  Gleichung 
(49),  so  wird  der  Nenner  zu  Null,  woraus  hervorgeht,  dass  man 
die  unteren  Zeichen  .nicht  nehmen  darf,  d.  b.  dass  es  hei  zwei 
Parabeln  nicht  zwei  Aehnlichkeitspunkte  gibt;  die  Werthe  in  (55) 
und  (56)  sind  also  unbrauchbar. 

Wird  aus  demjenigen  Punkte,  dessen  Coordinatenwerthe  in 
(43)  und  (45)  dargestellt  sind,  eine  Tangente  an  eine  durch 
die  Gleichungen  (14)  §.  3.  oder  (44)  §.  9.  dargestellten  Parabeln 
gezogen,  so  muss  diese,  nach  dem,  was  in  §.  6.  erwiesen  wurde, 
auch  die  andere  berühren. 


Führen  wir  die  Untersuchung  ganz  auf  gleiche  Art,  wie  dies 
iß  den  früheren  Paragraphen  bei  zwei  Ellipsen  geschehen  ist, 
bei  zwei  Hyperbeln,  so  werden  wir,  ebenso  wie  dort,  bestimmte 
Werthe  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  erhalten,  welcher  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass,  wenn  man  aus  ihm  eine  Tangente  an 
eine  der  gegebenen  Hyperbeln  zieht,  jene  Tangente  auch  die  an- 
dere Hyperbel  berührt. 

Aus  dem  in  §.  6.  Erwiesenen  lässt  sich  unmittelbar  folgen- 
der Satz  herleiten.  „Wenn  inan  drei  Ellipsen  von  beliebigen 
„Parametern,  und  in  beliebiger  Lage  (jedoch  in  einer  Ebene)  nat, 
„und  man  zieht  an  je  zwei  derselben  die  äussern  und  die  innern 
„Tangenten,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  der  äussern 
„Tangenten,  so  wie  je  zwei  innere,  mit  den  nicht  zugehörigen 
„äussern  in  gerader  Linie.“  Sind  nämlich,  Mlt  Mi,  M3  die 
drei  gegebenen  Ellipsen,  A*  der  Durchschnittspunkt  der  äussern 
Tangenten  an  die  Ellipsen  M%  und  A/s; 


A2  jener  der  äussern  Tangenten  an  die  Ellipsen  Mx  und  M3 
A3  ...  . ... 

Jj  - - innern  - - 

h 

/3  - . . .... 

so  liegen 


M1 

und  M3 

Mx 

- m2 

U, 

- m3 

M \ 

- M3 

My 

- iV2 

* 

A X 9 


A3 

*^3 

Js 

Jl 


in  gerader  Linie. 

Denn  projicirt  man  die  Ellipsen  als  drei  Kreise  Mvlf  Mp%, 
Mp3  ; und  zieht  an  je  zwei  die  äussern  und  innern  Tangenten,  und 
bezeichnet  die  Durchschnittspunkte  der  äussern  Tangenten  an  die 
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Kreise  Mpx  und  Mp2  ; Mpx  und  Mp3 ; Mp2  und  Mp9  respective 
mit  Ap3,  Ap2  und  Apx)  ebenso  die  Durchschnittspunkte  der  innern 
Tangenten  an  die  Kreise  Mpx  und  Mp2;  Mpx  und  Mp3;  Mp2  und 
Mp3  respective  mit  Jp3,  Jp2  und  Jpx.  so  hat  Monge  bewiesen, 
dass  die  Punkte 

Apx  , Ar2 , Ap3  ; Apx  , Jp2  , Jp3  ; Ap2,  Jpx  , Jps  ; Aps  , Jpx  , Jt2 
in  gerader  Linie  liegen.  Projicirt  man  die  sechs  Punkte 

Apx  i Ap2  , Ap3  i Jpx  , Jp2  , Jp3 
wieder  in  die  geometrische  Bildfläche  nach 

•^i>  As,  Jx , J2,  J3 

zurück,  so  werden  auch  nach  §.  6.  diese  die  Eigenschaft  besitzen, 
dass  jede  aus  ihnen  gezogene  Tangente  an  eine  der  Ellipsen  Mx, 
M2i  M3  noch  eine  zweite  derselben  berührt;  ferner  werden  auch, 
ebenfalls  nach  dem  vorher  Erwiesenen,  die  Punkte 

^1 » -^3»  /i»  *^2» 

auf  den  entsprechenden  Linien  liegen,  auf  welchen  sich  ihre  per- 
spectivischen  Projectionen  befinden,  also 

(Ax  A2  A3) , (Ax  J2  J3) , (A2  Jx  J3) , (A3  Jx  J 

vier  gerade  Linien  bilden. 


hmt  .ii'jJ 
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XIV. 

Die  astronomische  Wärme-  n.  Iächt- 
Yertlieilmig  auf  der  Erdoberfläche. 

Von  «Icm 

Lehrer  Herrn  Brenner 

zu  Tuttlingen. 


Die  freie  Wärme,  welche,  nebst  dem  Lichte,  hauptsächlich 
die  Existenz  der  organischen  Körperwelt  bedingt,  wird  der  Erd- 
oberfläche aus  zwei  Hauptquellen  zugeführt.  Die  eine  ist  der 
Wärmevorrath,  den  die  Erde  in  ihrem  Innern  birgt,  die  andere 
die  Sonne.  Da  wir  nun  von  der  Wärmemenge  des  Erdkerns , so 
wie  von  der  Wärmeströmung  gegen  die  Oberfläche  noch  keine 
genaue  Kenntniss  haben,  übrigens  aber  von  einzelnen  Gegenden 
(Island,  Grönland)  wissen,  dass  sie  aus  der  Erde  eine  weit  grös- 
sere Quantität  Wärme  beziehen,  als  andere  Gegenden,  so  lässt 
sich  über  den  Ausfluss  dieser  Wärmequelle  wohl  keine  allgemeine 
Regel  angeben.  Weit  mehr  Hoffnung  scheint  vorhanden  zu  sein 
zur  Bestimmung  der  von  der  Erde  ausfliessenden  Wärmemenge 
für  jede  besondere  Gegend,  besonders  wenn  man  sie  mit  der  von 
der  Sonne  gespendeten  (Wärmemenge)  zu  vergleichen  sucht.  Die 
letztere  aber,  die  Sonne,  verbreitet  ihre  Wärme  auf  solche  Weise, 
dass  sich  die  Verhältnisse  der  Wärmemengen  für  verschiedene 
Gegenden  genau  bestimmen  lassen,  — Verhältnisse,  denen  auch 
die  Lichtverbreitung  derselben  unterworfen  ist.  In  Beziehung  auf 
die  Wärme  ist  zwar  bekannt,  dass  sie  durch  die  Sonne  aus  den 
Körpern  nur  entwickelt  (frei)  wird ; dessen  ungeachtet  können  wir 
uns,  für  unsern  Zweck,  vorstellen,  sie  sei  wirklich  ein  Ausfluss 
von  der  Sonne. 

Die  von  der  Sonne  herrührende  Wärme-  und  Lichtvertheilung 
auf  der  Erdoberfläche  nennen  wir  die  astronomische,  und  die 


i 
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Wärme-  and  Lichtverhältnisse,  oder  auch  die  Wärme-  and  Licht- 
mengen  für  verschiedene  Gegenden  zu  bestimmen,  sei  der  Gegen* 
stand  unserer  Beschäftigung. 

* 

Es  ist  bekannt,  dass  sich  die  auf  gleiche  ebene  Flächen  ge- 
worfenen Wärme-  und  Lichtmengen  verhalten  wie  die  Sinus  der 
Neigungswinkel  der  auffallenden  Strahlen.  Es  werde  nun  die  in 
der  Zeiteinheit  auf  die  Flächeneinheit  senkrecht  geworfene  Wärme* 
oder  Lichtmenge  zur  Einheit  angenommen,  so  ist  dieselbe  bei 
einer  Neigung  N der  Sonnenstrahlen  gegen  den  Horizont 

—sinüV. 

Diese  Neigung  der  Sonnenstrahlen  istaber  nichts  anders,  als  die  Hube 
der  Sonne.  Es  sei  daher  (Taf.  1H.  Fig.  2.)  HR  der  Horizont 
des  Ortes,  Z dessen  Zenith,  AQ  der  Aequator,  P der  Nordpol, 
DE  der  an  einem  beliebigen  Tage  von  der  Sonne  beschriebene 
Parallelkreis,  L der  Standpunkt  derselben  zu  einer  beliebigen 
Nackmittagsstunde.  Ziehe  ich  durch  L den  Vertikalkreis  ZV, 
so  wie  den  Meridian  PT , so  ist  im  sphärischen  Dreieck  ZPL 

cosZL—cosZP.coaPL-i-s\nZP<sir\PL.cosZPL. 

Setze  ich  die  Breite  des  Ortes  die  statthabende  Declination 
der  Sonne  =d,  den  Stundenwinkel  = S,  so  wie  die  Höhe  der 
Sonne  =zH,  so  ist,  wenn  durch  n das  bekannte  Kreisverhältniss 
3,14159....  bezeichnet  wird. 


ZL=$—H-,  ZP=j—ß;  PL=%—8  und  ZPL=S } 


folglich 

1)  8in//=sindsinjS  -f  eosScosßcosS. 

Bezeichnet  man  die  Zeit  mit  t , so  ist  der  Zeitmoment  dt , und 
die  in  einem  Augenblick  von  der  Flächeneinheit  in  Empfang  ge- 
nommene Wärme-  oder  Lichtmenge 

= r/f.sin//; 

folglich  hat  man,  wenn  man  die  Wärme-  oder  Lichtinenge  eines 
Tages  mit  M bezeichnet. 


*=/  di  (sinösmß  -f  cosdcosßcosS) , 


wofern  dieses  Integral  zwischen  den  gehörigen  Grenzen  genom* 
men  wird. 


Zur  Zeiteinheit  nehmen  wir  die  bürgerliche  Stunde,  und 
dann  ist 


&:f=2;r  :24, 
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folglich 


Diess  gibt 


l=—  und  ,«=!?■“ 

7T  TT 


12  r 

L=z—  j rLSf(sindsin/3  -f-  cosöcosßcosS ) 


'•  . »i 


Zwar  ist  auch  die  Declination  8 eine  Function  von  tf  und^folglich 
auch  von  allein  sie  variirt  in  einem  Tage  so  wenig,  dassv  das 
tägliche  Wachsthum  derselben  auf  das  Integral  keinen  merklichen 
Einfluss  ausübt.  Nehmen  wir  jedoch  für  den  Tag,  dessen  Wärme- 
und  Lichtmenge  bestimmt  werden  soll,  die  Mittags  12  Uhr  statt- 
findende Declination  als  constant  an,  so  wird  man  für  den  einen 
halben  Tag  etwas  zu  viel,  für  den  andern  etwas  zu  wenig  Wärme- 
oder Lichtmenge  haben,  so,  dass  beide  Fehler  sich  beinahe  neu* 
tralisiren  werden.  — Somit  bekommen  wir 


2)  A/=  — (sindsin/S.S  + cosdcosßsinS)  -f-  C, 


wo  C die  eingegangene  Constante  ist. 

Fassen  wir  zuerst  nur  den  halben  Tag  ins  Auge,  so  ist  für 
die  eine  Grenze  dieses  Integrals  S=0,  und  die  andere  ergibt 
sich  aus  1),  wenn  man  Z/—Ö  setzt.  Sie  ist 

cos»S  = — tgdtg/3  oder  S=  ~(—tgStgß) . 

Nehmen  wir  dasselbe  zwischen  diesen  Grenzen,  verdoppeln  es 

TtM. 

hierauf,  setzen  und  behalten  S als  Hilfsgrösse  bei,  so 

haben  wir 


3)  M=sindsin0.S-f  cosScosß&inS. 

ln  Betreff  derjenigen  Gegenden  aber,  wo  die  Sonne  gar  nicht 
mehr  untergeht,  hat  man  das  Integral  2)  für  einen  ganzen  Tag, 
oder  vielmehr  für  die  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  tiefste 
Standpunkte  der  Sonne  fallende  Zeit  von  24  Stunden,  d.  i.  zwi- 
schen den  Grenzen  S=0  und  S—7c  zu  nehmen  und  hernach  zu 
verdoppeln.  Diess  gibt 

4)  7I/=24sindsinß. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen:  In  welcher  Breite  findet,  bei 
gegebener  Declination  cWr  Sonne,  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
in  einem  Tage  gelielerten  Wärme-  und  Lichtmenge  statt?  Zu 
diesem  Zweck  setzen  wir  die  in  Beziehung  auf  ß genommenen 
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Differentiale  von  3)  und  4)  gleich  Null  und  entwickeln  ß.  3)  gibt 
zuerst 


efop  = sindcos|3.S+sindsinj5djS£  — cosdsin/JsinS-f-  cosöcosßvos  SdSß . 

Substituiren  wir  für  cosS  dessen  Werth,  so  heben  sich  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  das  zweite  und  vierte  Glied  gegen- 
seitig auf,  und  es  ist  alsdann 

dUp~s'möcosß.S — cosdsinßsinS. 

Setzen  wir  nun  du*—  0,  so  kommt,  wenn  wir  tgd  = a setzen, 
nachdem  die  entstandene  Gleichung  zuvor  mit  der  Gleichung 

tgdtgß  = — cosS 


multiplicirt  worden  ist, 

5)  2Sa2+  sin2S=0. 


Eliminirt  man  aus  3)  und  5)  S,  so  ergibt  sich  das  M.  M.  selbst 


cosö 

u= b 

cosp 


sinS. 


Ist  d?Uß  negativ,  so  findet  ein  Maximum,  und  positiv,  ein  Mini- 
mum statt.  Es  ist  aber 

d2Up  = — u -f  dS^(sindcosß  — cosdsinßcosS) 
oder,  indem  sich 


i q 

(l& $ • r»  q 

H sinS.cosp 

findet,  durch  Substitution  dieses  Wertbes,  so  wie  desjenigen  von  ui 


sind2— cos^sin^cosß2 

cosdsinScosß3 


Ist  daher  der  absolute  Werth  von  tgd  ^ sinScos/3,  so  hat  man  ein 

Maximum. 

Minimum. 


Wenn  nun  S*  ein  Werth  ist,  der  die  Gleichung  5)  beinahe 
befriedigt,  so  bat  man  die  Correction 


1 2Sya2-f  sin^^ 

2 a2-bcos2»$' 


Setzen  wir  y = 2Sa2 + sin2S,  so  ist 

i 

% 
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für  S=0  y=  0, 

„ S=~  ........  y = 7ta2, 


99 


na2 — 1 . 


99 


S=  n 


y =2jia2. 


\ 


Im  Uebrigen  bemerkt  man 


1)  dass  für  alle  Werthe  von  S zwischen  0 und  ^ jede  der 
Grössen  2 Sa2  und  sin2£  positiv  bleibt,  so  dass  y positiv  ist; 


n 


'Jtr 

2)  dass  zwischen  S=  ^ und 


3% 


die  Grösse  2 Sa2 


zwar 


immer  noch  - stetig  wächst,  allein  sin2S  von  Null  an  stetig  ab- 
nimmt, so  dass,  wenn  einmal  y negativ  geworden  ist,  dasselbe 

3tc 

auch  negativ  bleibt,  bis  auf  den  Werth  In  der  That  ist  . 


auch  für  den  letztem  Werth  von  S..».y=  ^ n( *2 — 1 negativ,  selbst 
für  den  grössten  Werth,  den  man  a beilegen  kann,  nemlich  für 


a ss  tg23°28'  rx.0,434 .... ; 


3)  dass  gleicher  Weise  zwischen  S=-^n  und  n wieder 

i'ede  jener  Grössen  wächst,  und  dass  demnach  auch  y positiv 
>lei bt,  wenn  es  solches  einmal  geworden  ist.  Wirklich  geht  es 
in  diesen  Grenzen  auch  von  der  INegativität  in  die  Positivität  über. 
Da  wir  nun  dem  Stundenwinkel  S keinen  grossem  Werth  beile- 
gen dürfen  als  7t,  so  folgt  daraus,  dass  y ausser  5 = 0 noch 
zweimal  durch  Null  gehen  wird,  nemlich 

TU  3 JÜ  * 

für  einen  Werth  von  S zwischen  ^ und  -j-,  so  wie 


99  99 


99  9*  9*  99 


3tc 

T 


Uüd  7t. 


Sonach  bietet  die  Gleichung  5)  drei,  aber  auch  nicht  mehr 
als  drei  Werthe  für  4?  dar. 


' Die  Gleichung  4)  aber  gibt 
Th  eil  XVI. 


-<  *-■ 
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4sindcos/3  = 0, 

• / 

also 


' ß =.  90°  und  A/==24sind. 

/3=:90°  gibt  aber 

d?Mß  = — 24sind , 

folglich  hat  man  hier  ein  Maximum  und  zwar  für  den  Pol. 

i 

Man  überzeugt  sich  daher,  dass  die  tägliche  Wärme-  oder 
Lichtmenge  vier  M.  M.  darbietet. 

Für 

5=0  oder  tgötgß  = — 1 , 

d.  h.  für  den  Fall,  wo  die  Breite  ß und  die  Declination  6 der 
Sonne  einander  entgegengesetzt  sind  und  sich  zu  einen  Rechten 
ergänzen , ist’  aber  < 


(Pußzz:  -f  oo,  also  u = 0 ein  Minimum. 
Hat  man  hierauf  aus  der  Gleichung 


25a2  + sin25  = 0 


noch  die  zwei  übrigen  Werthe  numerisch  bestimmt,  so  wird  man 
vermittelst  der  Bedingung 


sin  5.  cosß 


entscheiden,  ob  man  ein  Maximum  oder  Minimum  hat.  Diese 
Entscheidung  erledigt  sich  jedoch  einfach  durch  die  Bemerkung, 
dass  die  Max.  und  Min.  „nur  abwechslungsweise  aufeinander  folgen 
können.  Da  nun  der  erste,  aus  der  Gleichung 

25a2  + siu25=0 


gezogene  Werth,  tgß  = — — ein  Minimum  liefert,  so  wird  der 

zweite  Werth  von  ß ein  Maximum  und  der  dritte  wieder  ein  Mi* 
nimum  »eben,  während  vom  letzten  Werthe  für/3,  nemUch  /3=90°, 
bereits  bekannt  ist,  dass  er  ein  Maxiraum  bedingt. 
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Nimmt  man  z.  B.  die  grösste  Declination  der  Sonne  ö=s23°28', 
so  ergibt  sieb  ausser  .5=0  auch  noch 

5 = 1,99691....  oder  S=114°25', 

so  wie 

S=2,5J7Ö8  oder  S=144<>13'; 
tg/J.tgd=  *— cosS  gibt  aber 

0 = 43°36'  und  0 = 61°51', 
und  diess  gibt  ferner 

u=l,1534  und  u=l,J369. 

Man  hat  daher: 

i 

1)  ein  Minimum...  u=0  oder  ....  M<=. 0 in  der  Breite  — 66°32'. 

2)  ein  Maximum...  u= 1,1534. ..  od.JJ= 8,8112..  „ + 43°36'. 

3)  ein  Minimum...  m= 1,1369 ...  od.  M =8,685 1 ...  ,, 

4)  ein  Maximum ifcT= 9,5571 ...  „ -f-90°od. 

auf  dem  Pol. 


Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bestimmung  der  Wärme  - 
und  Lichtmenge  für  einen  grossem  Th  eil  des  Jahres,  oder  auch 
für  das  ganze  Jahr.  Allein  es  wäre  sehr  umständlich,  dieselbe 
für  jeden  einzelnen  Tag  zu  berechnen,  und  zuletzt  alle  zu  sum- 
miren.  Diesen  Zweck  erreichen  wir  weit  schneller  durch  die  Dif- 
ferenzen-Rechnung.  , ' 

Es  ist  hier  völlig  genügend , uns  die  Erdbahn  kreisförmig  und 
die  Bonne  im  Mittelpunkt  befindlich  vorzustellen,  so  dass  dieselbe 
in  ihrer  Länge  täglich  um  denselben  Bogen  fortschreitet  und  alle 
bürgerlichen  "Tage  einander  gleich  sind.  Diese  Annahme  können 
wir  um  so  eher  machen,  als  physikalische  oder  örtliche  Ursachen 
noch  weit  bedeutendere  Moditicationen  eintreten  lassen. 


Die  Länge  der  Sonne  bezeichnen  wir  mit  X und  deren  tägti- 
:hes  Wachsthum  mit  h.  Unsere  Summationen  aber  können  wir 
Beziehung  auf  den  Variablen  X und  dessen  constantes  Wachs- 
tum h durchführen,  während  X an  die  Gleichung  gebunden  ist 


sind:=:sin£'SinA,' 
iro  e die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet. 


li* 
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I 

Wir  sind  nun  genöthigt,  die  Formeln  3)  und  4)  so.  umzufot- 
men,  dass  eine  Integration  in  Beziehung  auf  A möglich  ist.  Diess 
lässt  sich  in  Beziehung  auf  3)  nur  durch  eine  unendliche  Reihe 
bewerkstelligen. 

Setzen  wir 


und  tgß  = : ; 


so  haben  wir  aus  3) 


V = sind . S -f- 


cosd.  sinS 


Hiervon  ist  das  Differential  in  Beziehung  auf  z 


dV% = sind.  dS2  — 


cosd.sinS  . cosö.cosS.dSz 


Eliminiren  wir  cosS  vermittelst  des  Werthes  — ztgd,  so  ist 


dl h = — -°Sa.S'n-  =—\V  1 — 6ind*.(l+za) 


oder 


* 


(1  — c.sinAa)i» 


wenn  wir 


sinea(l  + z*)=c 


setzen. 

\ 

Nun  könnten  wir  die  Wurzelgrösse  (1  — csinA2)!  nach  dem  bi« 
nomischen  Lehrsatz  entwickeln,  und  hierauf  die  Potenzen  voo 
sinA  in  die  Sinus  und  Cosinus  von  A und  dessen  Vielfachen  ver- 
wandeln. Diesen  Zweck  können  wir  jedoch  unmittelbar  erreichen, 
und  da  nur  gerade  Potenzen  von  sinA  zum  Vorschein  kommen, 
und  diese  keine  Sinus,  sondern  nur  Cosinus  erzeugen,  so  setzen 
wir 


(1 — csinA2)*  = a0  + O]  cosA  + a2  cos2A  -+  o3  cos3A  -f o«cosiiA. 

Nimmt  man  die  Differentiale  der  Logarithmen  beider  Seiten  in 
Beziehung  auf  A,  so  kommt 
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c.sin2A 

(2 — c)  + c\cos2A 

axsinA  -|-  2a2sin2A-|- 3a3sin3A -|-  raansinnA 

a04-a1cosA-fa2cos2A+a3cos3A....  -f  OnCosnA 

Da  im  Allgemeinen  ist 

sin^ . cos B = ^ sinC4-f-2?)  + ^sin (A—B), 

so  hat  man,  weon  !man  die  Nenner  wegschafft,  als  Coefficient 
von  sinnA : 

•'  » * 

9 C0n-2  — g can+2  — (2  — C)llün  — ^ (n—2)cOn-2—  (tt  + c)  COn-f 2 • 


Setzen  wir  diesen  Coefficienten  gleich  Null,  und  ersetzen  n durch 
n— 2,  so  entwickelt  sich 


6) 


5 — n * 

""-lT»“’'4'1' 


2(n — 2) 
1+n 


Setzt  man 


( 1— c.sini2)i  = [1  + j ( e^-i— ( 


so  überzeugt  man  sich,  dass  bei  der  binomischen  Entwicklung  A 

in  der  Potenz  stets  nur  in  Begleitung  eines  geraden 

Coefficienten  erscheint,  so  dass  sich  die  Coefficienten  an  mit  un- 
geradem Stellenzeiger  als  Null  ausweisen.  Alle  Coefficienten  a„ 
bestimmen  sich  daher  in  a0  und  a^y  welche  letzteren  unmittelbar 
zu  entwickeln  sind. 

a0  ist,  nebst  l,  der  Inbegriff  aller  der  Grössen,  welche  in 
den  Potenzen  — g-AV^i)2/n  das  mittlere.  Glied  . aus- 

raachen;  und  ebenso  ist  ^ a'i  die  Summe  aller  derjenigen  Coeffi- 
cienten, die  jenem  mittlern  Gliede  unmittelbar  vorangehen  oder 
auch  nachfolgen,  d.  h.  der  Coefficienten  der  Grösse 

' e2;.v^i-fß-2Ai/~i. 


Auf  diese  Weise  findet  sich: 


✓ 
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o„_l— 2y  4.3.  ^2^ 


— 87.6.5. 


1.1 .3.5 
(1.2.3.4)2 


(ff'** 

•(!)’ 


1.1.3 

(1.2.3)* 


— 2m(2m— 1)  (2m— 2)... (m  -f- 1). 


1.1.3.5....(2m— 3)  fc\m 
(1.2.3 ...  m)*  ' [ß ) 


9 


1 _«  . , 1.1  AY  . 6-5  1.1-3 /”cY  . 8.7.6  1.1.3.5/cY 

2«a— g +4,1.2V8/  + 1.2  1.2.3V»/  + 1.2.3'  1. 2.34 V8/ 

* » 

2m (2m — l)(2m— 2) ....  (m+2)  1.1.3.5....(2m — 3)  /c  Y" 
+ 1.2.3~. (m— 1)  1.2.3..m  \JSJ  * 


Vermehre  ich  jede  dieser  Reihen  um  ein  Glied,  indem  ich  das 
neue  Glied  aus  dem  letzten  durch  Verwandlung  des  m ln  m- fl 
gewinne,  und  dividire  hierauf  das  letzte  durch  das  uneinsletzte, 
so  finde  ich  für . die  Verhältnisse  zweier  aufeinander  folgender 
Glieder : # * 


und 


* 

4m2— 1 
C'4(m  + })• 

I 

4m*— 1 
C * 4 m(m  -f-  2) 


Beide  Verhältnisse  sind  kleiner  als  c,  nähern  sich  aber  dieser 
Grösse  desto  mehr,  je  grösser  in  wird,  und  gehen  nur  für 
in  c über.  Die  Convergenz  beider  Reihen  ist  daher  gesichert, 
sobald  c<l,  d.  h.  wenn 

sine*. (1-f  tgjS*)  <1,  oder  sins  < cosß , 


mit  Worten,  wenn  die  Breite  den  Polarkreis  nicht  erreicht. 

Um  jedoch  auf  u zurückzukommen,  muss  dUz  in  Beziehung 
auf  z integrirt  werden,  und  es  fragt  sich,  ob  obige  Reihen  auch 
bei  dieser  Sachlage  noch  als  brauchbar  sicl^  zeigen. 


Wir  haben  daher  zu  vergleichen 

cm  pcm 

**  mltJ- -?• 

oder  bei  Vernachlässigung  des  gemeinschaftlichen  Coefficienten 
sin s*™ : , _ 


(l  +*2)m 
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Es  ist  aber 


(l+z2)m  _ 1 B _ a m(m+l)  a a m(m — 1)  (»/» — -2) 


.2 


= +”»+  1.2 


.2»  + 


1.2.3 


/ 


(1  + Z*)m 


dz 


=-r+mz  + 


m(m-fl)  z3  ?n(/w — l)(m — 2)  25 


1.2  *3 


T + 


1.2.3  ; 5 


r -F  ••• 


z mag  positiv  oder  negativ  sein , so  ist  für  alle  Werthe  von  z^_  l 

jedes  Glied  der  obern  Reibe  grosser,  als  jedes  Glied  von  der- 
selben Ordnung  in  der  untern  Reihe,  mit  Ausnahme  des  Falles 
2=1,  wo  die  absoluten  Werthe  der  zwei  ersten  Glieder  einander 
gleich  sind,  nemlich  =1.  Es  ist  daher  um  so  mehr. 


f: 


'(**dz 


v 


m 


als  das  Integral  eine  Differenz  kleinerer  Grössen  vorstellt,  wäh- 
cm 

rend  — % eine  Summe  grösserer  Glieder  ist. 


Für  2 positiv  und  > 1 ist 
für  z negativ  und  >1,-  ,, 


(1  z2)dz 


»> 


stets  positiv,  und 
„ negativ , 


mit  dem  einzigen  Ausnahmefall  m=0.  Es  ist  aber 


(t-Fz2)1"-  /*(l+z2)m 


/' 


dz 


1 . 1 . „ \ a m (m  — 1)  „„  2 v 

— ? + 7 + ™0-*)  + t.2  ' 1 ^-3  ) 


. m(m — 1)  (m— 2)  * . 

+ 1.2.3  1 ^ 5 ’ + •" 


wo  das  negative  Zeichen  für  das  positive  z und  das  positive  für 
das  negative  z gilt. 


z mag  so  gross  sein,  als  es  will,  kann  man  doch  stets  m 
einen  Werth  beilegen,  der  diese  Differenz  (Summe)  positiv  macht, 
so  dass  jedenfalls  in  der  Entwicklung  von  U die  später  folgen- 
den Glieder  bewirken,  dass 


wird.  . 


i 
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Um  diesen  Umstand  berbeizuföhren , bat  man  nicht  einmal 
notbig,  auf  einen  hoben  Werth  von  in  anzusteigen , denn  wir  haben 
uns  bereits  überzeugt,  dass  Convergenz  nur  dann  erreicht  wird, 
wenn 


cosß  > sinf , 


welches  gleich  ist  mit 


z < cotg« . 


Nun  ist 

cotgf  = 2,3035 

und  da  z nicht  einmal  diese  Grosse  erreichen  darf,  so  zeigt 
sich  in  obiger  Reihe  fär 

V ** 

«• 

höchstens  das  dritte  Glied  als  negativ,  so  dass  schon  der  Werth 
mz=z  3 diese  Differenz  positiv  macht.  ' 

Die  Reibe  für  U oder  u zeigt  sich  daher  noch  brauchbarer 
als  die  für  dU%. 

In  Beziehung  auf  die  Anwendung  der  Formel  6)  zur  Bestim* 
mung  des  Coefticienten  a4  ist  zu  bemerken , dass  das  erste  Glied 
in  der  Entwicklung  von  (l — csinÄa)S  den  übrigen  conform  sein  muss, 
d.  h.  es  muss  die  Form  haben  vcosok  oder  vcoso.  Soll  aber  die 

Grösse  en^~~x  -f  einen  Cosinus  darstellen,  so  muss  ihm 

ein  Zweier  als  Nenner  untersetzt  werden,  woraus  folgt,  dass  der 
Coeßicient  an  stets  der  gedoppelte  Coefficient  von 

en\V-l  + e-n).V~l  * 


in  der  Entwicklung  für, 

[ 1 -f  j 
ist 

Die  Grenze  des  Verlustes,  bei  beliebiger  Abbrechung  unse 
rer  Reihe 

X 

a)  o0  -f  a2cos2A  -f  aA cos4A ....  -f  g2„cos2tiA 
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lässt  sich  am  Einfachsten  dadurch  bestimmen , dass  wir  das  Bi- 
nomium  (1 — *csinA2)J  unmittelbar  entwickeln,  wodurch  wir  erhalten 


b)  1 — 2cs*n**  — 


1 1.1  , . 1 1.13  8 . 

¥'  12  c a>ni  ~ 2» ' 1.2. 3C  * "" 


1 

2*» 


1.1.3.5.-(2m— 3)  pV 

1.2.3....»» 


Die  Reihe  a)  geht  aus  der  Reihe  b)  hervor,  wenn  die  verschie- 
denen Potenzen  von  sinA  in  Sinus  von  A und  dessen  Vielfachen 
verwandelt  werden.  Es  ist  auch  bekannt,  dass  der  höchste  viel- 
fache Bogen  in  den  Verwandlungen  von  sinA2”*  der  2mfache  (2mA) 
ist,  woraus  folgt,  dass,  wenn  man  in  b)  mit  dem  Gliede 


2»* 1 


1.1 .3.5 (2m —3) 

1.2.3~..m 


cm  sinA2m 


abbricht,  in*  a)  keine  hohem  Potenzen  von  c erscheinen  werden, ' 
als  cm,  und  dass  demnach,'  wenn  man  n=m  macht,  und  in  den 
Coefficienten 


a0*  °2»  ö4  °9.n 

die  Potenzen  von  c nur  bis  auf  cn  ansteigen  lässt,  in  a)  auch 
kein  einziges  Glied  verloren  gegangen  sein  wird,  so  dass  beide 
Reihen  vollständig  den  gleichen  Werth  haben  werden. 

jLässt  man  nun  in  b)  m um  die  Einheit  wachsen,  so  erhält 
man  dadurch  das  (m+2)te  Glied,  und  dividirt  man  diess  durch 
das  (m+ l)ste,  so  ist  das  Verhältniss  derselben  . . 


2m— 1 
2m + 2 


csinA2 . 


Der  Coefficient  2m^f~2C  ist  stets  kleiner  als  c und  nähert  sich 

bloss  der  Grösse  c,  wenn  m wächst.  Es  ist  also  auch  diese  Reihe 
convergent,  sobald  c < L 

Die  Summe  der  geometrischen  Progression 


a -f  ae  -f-  ae 2 -f- ....  aen+ 1 
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aber  ist 


en — t 


Lässt  man  jedoch  die  Reihe  mit  dem  Gliede  em  beginnen,  so 
setze  man  nur  a=em  und  dann  hat  man 


s =em. 


en — 1 
e— 1 


s 


Ist  e ein  Bruch , und  gleich 


so  gibt  diess  für  ti=oo 


g-p\qj 


woraus  folgt,  dass  die  Summe  der  nachfolgenden  Glieder  gleich 
ist  dem  — fachen  des  vorangegangenen  Gliedes.  Sind  jedoch 
die  Glieder  äer  Progression  noch  mit  fallenden  CoefGcienten  be- 
gleitet, wie  diess  wirklich  in  b)  der  Fall  ist,  wo  c fiir  — steht, 
so  erreicht  die  Summe . der  nachfolgenden  Glieder  nicht  einmal 

n 

das  fache  des  vorangegangenen  Gliedes. 


Hat  man  sich  daher  über  den  Grad  der  beabsichtigten  Schärfe 
der  Rechnung  entschieden,  so  wird  man  in  der  Formel  b)  das 
Glied  bestimmen,  mit  dem  man  abzubrechen  hat.  Ist  es  das  Glied 
cn.sinA2n,  so  wird  man  auch  nur  die  Coeflicienten  a bis  a2n  be- 
rechnen, in  denselben  c bloss  bis  auf  die  Potenz  cn  steigen  las- 
sen und  mit  dem  Gliede  02nC0s2^A  endigen.  So  wird  man  end- 
lich haben 


<7o+flac°s2A  -f  ö4cos4A 


dz  + C, 


I 


wo  C die  durch  die  Integration  eingegangene  Constante  ist, 
welche  im  Allgemeinen  eine  Function  von  A sein  wird.  Um  diese 
Constante  zu  bestimmen,  gehen  wir  zurück  auf  die  Gleichung 


rZUz=- 


cosd.sinS 


deren  Integral 
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v-f 


cosd.sinS  _ _ 

Iä dz+C 


kein  anderes  ist,  als  das  obige»  Demnach  ist 


/cosd.sinS,  . _ . cosd.sinS 

dz  -f  C ss  sind.S  -f 


_ i • o 

Integriren  wir  per  partes,  so  heben  sich  : gegenseitig 

auf,  und  es  ist 


)»  i i 


/da- 

-r—  • cosd.cosiSdiSz  -f-  C=  sind. iS  • 

« X 

Ersetze  ich  c osS  durch  — a.tgd,  so  ist 

J*  si  nödzdSz  + C=sind.iS 

oder 

sind.  S-f  C=sind.S, 

v \ 

folglich  C=  0.  • Somit  haben  wir 

* 

\ \ * *'* 

-rx  __  /^+^cos<2A-f-tf4cos4A....-faa„cos2ttA  . 

7)  u—  sinp J £5 dz. 


..i 


Setze  ich  nun 


— siD0 

~8'nß  4 „ 


so  kommt 
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8)  A2cos2k A2ncoa2nk. 

Von  den  Integralen 


f 


(i+*a) 

s» 


m 


dz 


lässt  sich  leicht  das  nachfolgende  durch  das  vorhergehende  be 
stimmen.  Man  hat  nemlich  zuerst 

/•a±|t*=y«±g=;  A+y(1+,,.-.*, 


und  hierauf 


/ 


(i + »2)m  d%  _ _ (t 


+2m  J'  (1+**)  i dz . 


Eliminire  ich  nun 


J (l  + 22)m“1rf*. 


so  kommt 


■■>/ 


(2~-l)  / 
Setze  ich  nun 


m (1+**)«»  . /*(l+a a)m“1 


d*  = 


/ 


t/s . 


/'dz 


— Ai , 


sinß  J 


'dz{\-\-z*)r A 

15  —Ar ; 


so  ist 


Aq— — co  sß, 
Ai^&ecß  + VAo, 

-4*=  j (secß3+&Al) , 


Digltized  by  Google 


169 


^a  = g(sec|3s+6A). 


Ar—  of.  | (aecß*  l-\-irAr-\) . 

• <* 

• \ 

Um  nan  in  den  Entwicklungen  von  a4,  a<,,  a8 ....  die  Coefii* 
cienten  von  g*  zu  bestimmen,  setzen  wir 


°o: 


«2= 


a4: 


i.  «/<>\  AV.  (3)/c\3  , (4)/cV 

:1+ao  UA“0  W +“°  w +“o  U/  +■ 


d)/c\  . m/c 
=oa  ( 8 )+«2  ( 8 


W/e\»  (si/eV 

* UJ  +“*  W 


(*)/cV  (3), 

:B*  Uy  +“* 


<3)/c\3  <4)/C 


<*6  = «6 


.8. 


+ ft6  l«)  + 


und  dann  hat  man 


» - * 


— — 


4= 


. d)  sing2  ( 2 /sine2 \2  <3)  /sing2\3, 

■•4o'"  “®0  "l  g * &0  */22  ( g 1 '#0  "3  ( g ) 

» 

d)  sing2  (2)  . /sing2\2  <3)  /sing2\3 
02  g «a  "2^  g J a2  -"8  y g“ J 

(®)  /sing2\2  " (3)  /sing2 \ 3 (4)  /sing2\4 

— «4  A^~g- y —«4  4^“ g“ J —«4  ^4^— g~ y *— 


Nun  gibt  die  Formel 
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__  5 — n . 2(n — 2),4  2 x 

“-l+»a*-‘+  l+n  (1~c)o"-» 


nach  einander: 


i « 

«4=5  («o+4°a—  -o*) » 

1 8 

«0  = 7 (-aa+8a*--2-  - at), 

«a  — K (~  3a,  + 12a,  - 3.  ^ «6) , 


1 8 
«10=  jj ( öcfjj  -f-  löcfg  4.— a8)  , 


\ 


Macht  man  nun  die  gehörigen  Substitutionen  und  vergleicht  die 
Coefficienten  derselben  Potenzen  von  g-,  so  kommt 

(2)  1 (2)  (2)  (3)  > ’»  • 

«4=5  («0  + 4 *«2  —«2  ) | 


(3)  ] ;(3)  (3)  (4) 

«4  5"  («o  +«2  «2  ) 

(4)  1 (4)  , , (4)  (5) 

«4  5 («u  "FdOjj  — «2  ) 


wo  für  alle  Oq  deren  doppelter  Werth 
zu  nehmen  ist. 


s(3) 

ff6  = 

(4)  ' 

«ö  = 


1 / (3)  (3)  (4) 

7 (—«2+o«4  •— 2a4  ) 

1 y (4)  '*  (4)  * (5) 

f( Ö2  + 8«4  — 2«4  ) 


(Ö)  1 , {&)  o(ä)  (6) 

«6  — 7 ( — + — 2cf4  ) 


(4)  1 , o(4)  (4)  « (6) 

«a  — 9 (— 3ß4  + 12o^  — 3a6  .) 
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J (b)-'Z  (ft)  (6) 

«8  = gh3a4  -f  12tt6  — 3a6  ) 


(*>  1 . (ö)  (6)  (6) 

«io  — -f-16«8  — 4a8  ) 


Berechnen  wir  nun  cc  numerisch  und  stellen  die  ersten  Werthe 
tabellarisch  dar,  so  haben  wir 
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«0 

«2 

5 

«4 

(I)  * o 

(1) 

«0  = — 2 

«a  = 2 

(2) 

(2) 

(2) 

<P 

II 

1 

w 

II 

*- 

«4  = — '1 

(3) 

(3) 

(3) 

«o  =~10 

«2  =15 

s? 

II 

I 

o> 

(4)  175 

(4)  ^ 

uw 

<? 

ii 

i 

Hi 

02  =70 

«4  = — 35 

(5)  441 

(3)  735 

(6) 

;|<N 

1 

II 

«2—2 

«4  = — 210 

(6)  4851 

<«>  MV*n 

(e)  10395 

«o  =—  — 

«2  —2079 

«4  -■  8 

(7)  14157' 

(?)  99099 

<*>  33033 

i 

it 

o 

9 

QO 

II 

£ 

\ 

i 

ii 
!? 

(s)  2760615 

(»)  306735 

(s)  429429 

— (J4 

«2  — 4 

** 

■ ii 
i 

oc 

(»)  8890825 

(9)  15643485 

(«>  1422135 

“ 32 

“2  — 32 

•*# 

1 ' 
II 

(io)  112285459 

<10)  51038845 

(Jo)  153116535 

64 

«2  - I6 

o4  _ 64  1 

(3)  i 

«6  = 1 


(4)  ™ 

Og  =10 


(*>  315 
«6  =T 

(•)  1] 

«6  = 


(7) 
a6  — 


8 


<*>  1171 

«ö  = 


(ö) 

«6  = 


331i 


ao)  tr 

«6  = 
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«8 

'-v 

«10 

«12 

«14 

% 

5 

% 

s 

“4 

f 

35 

(5)  7 

‘ 2 

«ln  = J 

* 

693 

(6)  63 

(«)  21 

' 4 

«l  o — 2 

“■*  = ~~S 

3003 

(?)  3003 

<n  231 

(7)  33 

' 2 

«io  — 3 

«12  4~ 

«14  — g 

195195 

(8)  15015 

(8)  6435 

/ 

(8)  429 

16 

© 

II 

— g 

“»*  =— 

765765 

<•>  546975 

(9)  36465 

(»>  1Ö9395 

8 1 

*l°  — 16 

« 

II 

1 

*14  — 84 

11778195 

(lo)  2375639 

(»0)  11778195 

(io)  692835 

- i6  « 

*1.-8 

«1. 128  4 

*i4  — 32 

✓ 


eil  XVI. 
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Di©  Gleichung  4)  aber  gibt 

9)  ilf=24sin0.sinf.sinA. 

Nun  ist  bekanntlich,  wenn  man  (las  constante  Wachsthum  von  x 
durch  h darstellt : 


Scosqx— 


s\nq{x  + j h) 
2 sin  ^ qh 


-|-  Const 


wo  5 das  Summirungs- 
zeichen  vorstellt. 


Ssmqx  = — 


1 L\ 

cos  q(x  -f  »jä) 

. 1 

2 sin  ^ qh 


+ Const.' 


/ 


Will  man  nun  die  Summen  der  n -f  l Glieder 


sin^o  + sinket -f-A)  -fsin^fl+^Ä) .... 


und 


co sqa  -f-  cos  q{cL  + h)  -f-  cos7(a-|-2A) + co sq(a  + nh) 

haben  , so  hat  man  obige  Integrale  zwischen  den  Grenzen 

* 

x—  a — h und  x = a +nh 
zu  nehmen,  und  diess  gibt 


Ssin^  = 


Scosqx  = 


t .1 

sin^(a  -f  2w^)s*n2  ?ä(m  + 1) 

sm  ^ qh 

cos  q(a  -f-  wA)sin  ^ qh  (n  f- 1) 


sin  ^ qh 


Da  das  Wachsthum  h in  unserm  vorliegenden  Falle  die  Län* 

genzunahme  der  Sonne  in  einem  Tage,  folglich  kaum  =gg  ist,  so 

könnten  wir  bei  unserer  beabsichtigten  Summation  in  Beziehung 

1 .1 

auf  8)  in  den  drei  oder  vier  ersten  Gliedern  ^ qh  statt  sin  ^ qh 

setzen.  Ist  A die  am  ersten  Tag,  Mittags  12  Uhr,  stattfindende 
Sonnenlänge,  so  haben  wir  aus  8)  für  m-f-1  Tage: 


v 
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10) 


Su~(m  + 1)A0 


+ A%. 


cos2  (V  -f-  cg  mk)  sin k{m  + 1) 


sinA 


~t~  Aq. 


cos4(A/  -f  ^ 7nA)sin2A(m  +il) 


sin2A 


+A 


cos2w(A,/+ 2 ink)  sin«A(m  -f  1) 


*2»* 


smnh 


Eben  so  liefert  9)  für  m- fl  Taget 
11)  SM~^*in^:-n6 . sio(^  -f-  ^wiA)  sin  ^ A (ro -f- 1) . 

i 

Die  Formel  10)  reicht  beinahe  für  die  ganze  bewohnte  Eide 
aus,  während  11)  nur  für  die  Polarländer  anwendbar  ist. 

'I  - ! 

' x : 

' Bestimmen  wir  nun  für  die  gemässigten  und  Tropenländer 
die  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines  ganzen  Jahres.  Nehmen  wir 
das  Jahr  zu  3652/4  Tagen  an  und  wählen  die  Länge  eines  solchen 
Ortes,  welcher  um  Mitternacht  sein  Früblingsäquinoctium  hat,  so 
fällt  dieses  Aequinoctium  nach  einem  Jahre  auf  6 Uhr  Morgens, 
wo  also  die  zweite  Hälfte  der  Nacht  weder  Wärme  noch  Licht 
liefert.  Fiele  aber  das  erste  Aequinoctium  auf  Morgens  6 Uhr,  so 
käme  das  zweite  auf  Mittags  12  Uhr,  so  dass  hier  V2  Tag  weiter 
in  Rechnung  zu  bringen  wäre,  und  zwar  bei  der  Declination  6=0. 
Man  wird  daher  nur  unbedeutend  von  der  mittlem  Wärme-  oder 
Lichtmenge  abweichen,  wenn  man  der  Summe  für  365  Tage,  das 

erste  Aequinoctium  für  Mitternacht  angenommen,  noch  für 

5=0,  beisetzt,  d.  h. 


1 1 

4 4 C0SP* 

% 

Noch  einfacher  erreichen  wir  unsern  Zweck,  wenn  wir  inter- 
poliren,  und  setzen 


A(1  *fwi)  =27r . 


1 


Da  wir  nun  haben  so  i 


ist 


1 . 

mn  = n 


12* 
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und 

sinnA(m-fl)=0, 

folglich  die  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines  Jahres 

Su  365,254, 

oder 


48 

12)  SM=  279Q,3^0 . 

Wollen  wir  die  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines  Jahres  für 
den  Aequator  bestimmen,  so  ist  ß=0  und 


folglich 


A0=zA1—  Asj,  — Az 


A, 


An  — 1 , 


_ _/sin£2\  0/sin£2\2  n/sin£2\3  175/sin£2\4  441/sin£2\6 

) “10v  w ~)  ‘ilrj 


Nun  ist 


log  (^a)  =0,2971462  -2 


und  diess  gibt 


und  endlich 


A 0 =0,9591 
Sjlf=2676 


für  den  Aequator. 

Wollen  wir  die  Wärmemenge  des  Pols  suchen,  wo  j3  = 90°,  so 
haben  wir  es  hier  nur  mit  einem  halben  Jahre  zu  thun , so  dass 


und 


folglich 


sin(A'-f  ^ mh)  =sin^=l 


sin  Ä(ro-|-])  = sin  ^ = 1 


Digitized  by  Google 


13) 


SÄ=48«“i  = 1111 


für  den  Pol. 

Die  dem  Aequator  in  einem  Jahre  zugefuhrte  Wärme-  oder 
Lichtmenge  ist  also  2 , 4 oder  2%  mal  grosser , als  diejenige  des 
Poles. 

Die  Fruchtbarkeit  eines  Landes  hängt,  unter  übrigens 
gleichen  Umständen,  hauptsächlich  von  der  demselben  zuge- 
tührten  Wärme-  und  Lichtmenge  ab,  und  wir  dürfen  bei  den  in 
den  irdischen  Temperaturen  stattfindenden  engen  Grenzen  anneh- 
men, dass  für  dieselben  Gewächse,  z.  B.  für  dieselbe  Getreide- 
art,  die  Summen  der  Wirkungen,  um  sie  gedeihen  zu  lassen  und 
zur  Reife  zu  bringen,  gleich  sind. 

Wir  setzen  die  in  Stunden  angegebene  Zeit  des  Gedeihens 
derselben  Fruchtgattung  für  die  Breite  ß gleich  t,  für  die  Breite 
die  von  der  Sonne  in  diesen  Zeiten  gelieferten  Wärme- 
oder Lichtmengen  gleich  M und  M4,  so  wie  die  Wärmemenge,  die 
der  Erdboden  selbst  je  in  einer  Stunde  gibt,  respective  gleich  m 
und  m\  Setzen  wir  ferner  die  Wirkung  der  Menden-Einheit  der 
Wärmen  1 und  die  Wirkung  der  Mengen -Einheit  des  Lichtes 
gleich  ic , so  haben  wir 

+ + wM—  M4  -f  m't  + wM4 


- oder 


m 


m' 


Da  M,  M* , t und  t'  bekannte  Grössen  sind,  so  gibt  diese 


m 


m 


Gleichung  die  zwischen  y+w  un^  T+mj  ^ttfindende  Delation  an. 

Wollte  man  für  die  Breite  ß und  eine  neue  Breite  ß4/  eine  zweite 
Gleichung  aufstelleu,  so  könnte  man  1 + c eliminiren,  und  dadurch 
würde  sich  eine  neue  Relation  zwischen  m,  mf  und  m"  dar- 
stellen. 


Bei  absichtlich  angestellten  Proben  hat  es  der  Mensch  in 
seiner  Macht,  in  Beziehung  auf  den  Boden  und  dessen  Befeuch- 
tung Gleichheit  der  Umstände  herbeizuführen. 

Wollen  wir  endlich  die  Wärme-  und  Lichtmenge  bestimmen, 
die  die  Sonne  in  der  Zeit  T dem  ganzen  Erdbälle  überhaupt  zu- 
führt, so  können  wir  uns,  da  stets  Eine  Halbkugel  von  derselben 
erleuchtet  ist,  vorstellen,  die  Sonne  stehe  im  Zenit  eines  Pols, 
während  die  Erde  ruht.  Dann  ist  die  dem  Element  dßd\  in  einer 
Stunde  mitgetheilte  Menge 


= R2dßdk.  sin/3. 
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wobei  wir  einen  Ort  mit  beliebiger  Breite  ß und  beliebiger  Länge  X 
gewählt,  und  den  Halbmesser  der  Erde  -=z.R  gesetzt  haben. 

Die  dem  ganzen  Breitenkreise  mitgetheilte  Menge  ist  daher 
=27tRidßs\nß.co8ß=znR2smcißdß. 

Die  Integration  gibt 

% 

1 ' 

= nJR2  ( — 2 cos%ß  + O)  f 

und  zwischen  den  Grenzen  ß~c£  und  ß=0 

=zl&7t, 

i 

folglich  so  viel,  als  ein  grösster  Durchschnitt  der  Erde,  den  die 
Sonne  senkrecht  bescheint,  empfangen  würde. 

Diess  gibt  in  der  Zeit  T 

=ZTR*71, 

was  für  ein  ganzes  Jahr  liefert  v 

365, 25. 24. = 27539.  U* . 


I 


\ 1 
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\ 


1 

Heber  die  von  Polaren  und  Asymp- 
totenchorden umhüllten  Curven. 

Von 

Herrn  O.  Hermann, 

Hülfslehrer  um  Gymnasium  zu  Wetzlar. 


(Fortsetzung  des  Aufsatzes  in  Theil  XIV.  8.  382.). 


I. 

Nachdem  die  Einhüllungscurven  betrachtet  worden  sind, 
welche  durch  Verschiebung  des  Poles  in  gegebener  Bahn  ent- 
stehen, wenden  wir  uns  zu  denen,  deren  Entstehung  durch  Aen- 
derungen  der  Directrix  bei  unverändertem  Pole  bedingt  wird. 
Die  Aenderungen  der  Directrix  können  ihre  Form  oder  ihre 
Lage  modificiren.  Bei  solchen  der  letzteren  Art  lässt  sich  im- 
mer eine  Bewegung  des  Poles  bei  ruhender  Directrix  denken,  welche 
dieselbe  Curve  erzeugen  w’ürde;doch  nur  in  wenigen  einzel* 
nen  Fä[len  ist  es  leicht,  Ruhe  oder  Bewegung  von  Pol  auf 
Directrix  und  umgekehrt  zu  übertragen,  so  z.  d.  im  Falle  einer  , 
geradlinigen  Bewegung,  wo  die  direct  entgegengesetzte  in  dersel- 
ben geraden  Richtung  zu  substituiren  ist.  Das  Verschieben  der 
Directrix  in  gerader  Richtung  ist  demnach  auf  die  früheren  Be- 
trachtungen zurückgeluhrt. 

Indem  wir  hier  die  Aenderungen  in  der  Form  der  Directrix 
nicht  weiter  betrachten , soll  bloss  eine  von  den  vielen  hinsicht- 
lich der  Aenderungen  zweiter  Art  möglichen  Annahmen  her- 
vorgehoben werden,  der  Fall  nämlich,  wo  sich  der  Kegelschnitt 
um  seinen  Mittelpunkt  dreht.  Für  die  Parabel  geht  diese  Dre- 
hung in  ein  Gleiten  längs  einer  Tangente  über,  was  aber,  wie 
schon  erwähnt,  auf  das  Frühere  reducirt  w erden  kann.  Dass  eine 
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concentrische  Kreisbewegung  des  Poles  (in  entgegengesetzter 
Richtung)  bei  ruhender  Directrix  hier  nicht  substituirt  werden 
kann,  erhellt  sogleich  bei  näherer  Betrachtung. 


11. 

\ 

Betrachten  wir  zuerst  die  von  den  Polaren  des  Poles  x\  y‘ 
eingehüllte  Curve.  Es  wird  im  Folgenden  ein  rechtwinkliges 
Axensystem  gedacht,  dessen  Anfangspunkt  in  den  Mittelpunkt  der 
Directrix  fällt. 

Dreht  man  die  Directrix  (Ellipse  oder  Hyperbel)  um  den  Win- 
kel ca,  so  ist  ihre  Gleichung  offenbar  dieselbe,  wie  die  des  unverän- 
dert liegenden,  wenn  dieselbe  auf  Coordinatenaxen  bezogen  ist, 
zu  denen  man  durch  blosse  Drehung  der  früheren  Axen  (ohne 
Verschiebung)  um  denselben  Winkel,  aber  in  entgegengesetzter 
Richtung,  also  um  — ca  gelaugt.  Die  hier  gültigen  Transforraa* 
tionsgleichungen  sind  aber 

-ar^arjcosf — ca) — <y1sin( — ca),  oder  ar==y,sino-f.rlcosfi>, 
jf— 4Tisin( — ca)  -f  yjcosf— ca).  y—y^osca—  ^sinca 

Gehen  wir  von  der  einfachsten  Annahme  aus,  die  ursprüng- 
liche Lage  der  Directrix  sei  von  der  Art  gewiesen,  dass  ihre  Haupt- 
axen  mit  den  Coordioatenaxen  zusammenfallen,  als  primitive  Glei- 
chung 


1)  a*y*±b*x*=:a*b* 

oder 


62 


iy2-Htoa  + *=0,  wo  ß=±^,  a=— 6* 


Durch  die  angegebene  Transformation  geht  1)  über  in 
2)  (cos 2ca  +ßsin2cö)ya — 2(1— j3)sincacosca.#y+(sin2cD-f-)5cos2cD);ra-f-s==0, 
Gleichung  des  um  den  Winkel  ca  gedrehten  Kegelschnittes. 


Setzt  man 

l+cos2ca 


cos*  ca  = 


> sin2ca= 


1 — cos2ca 


* 1 , 1 —ß=zn; 


also 


9 . * . * 1 + /?  + (1— |S)cos2a)  m -f  wcos2ca 

co s2ca  -f  0sin2ca  = — = — 1 — 9 

. „ . a „ 1-ffl — (l — ß)cos2ca  in — ncos2ca 

sin2ca-|-pcos2ca=: ~ ^ 2 ; 


♦ 
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so  resultirt  für  2): 

■v 

o\  ‘iwsip^p  t m — 7/cos2qj  2f 

«l  + 7?COs2©  ^ **7/1+  »cos2©  ^ wT+wcös^w^^ ' 

Für  den  Kegelschnitt 

y2,  + 2«P|r+  ßx*  + 2yy  -f  2&r  + £=0 

ist  aber  die  Chordale  des  Poles  (x'3  y'):  > 

(y'  + ux'+y)  y + (ay* + ßx' + d)  x + yy ' + öx'  + £ =0, 
und  hier  ist 

• t 

— wsin2ü>  . m — ticos2©  2s 

m -f-  710082(0*  7/*+7tCOs2©"  :=^,  S " 77I  + 27COS2©  ’ 

Also  Gleichung  der  Chordalen  des  gedachten  Kegelschnittes  för 
den  Pol  x\  y‘:  ° 


-v  . , 7ism2© 

^ ^ m+ncosio^^ 


( 


m — ncos2© 


■ — gßi 

771 -f-7icos2©  m 


7isin2©  / \ 2s 

-f-  7tcos2©  y 1 n 2/icos2©  =0 


oder 


i 

5)  ncos’2a(y'y—x'u:)-naio2<o(x'y+y'3;)+m(y‘y+x'a:)  + 2t  =0. 

Setzt  man  also  abkürzend 

y'y—x'x=:A3 

x'y-\-y'x=ß9 

' y'y+x'xA~—Ci 


so  hat  man: 


6)  nAcos‘2(n  — 7iZ?sin2©-f-  mC=zO 
Die  Differenzialgleichung  nach  © ist 

7)  2?cos2©-f-  ^sin2©=0. 


cos  2©c= — ^sin  2©. 


Dies  in 


cos22©-f  sin22©=  1 * 
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substituirt,  gibt 


sina2«^l  + ^)==:l , 


sin2(o  = 


V'^a+  B* 


, also  cos2co=: 


—A 


A*  + B® 


Dies  in  6)  substituirt,  gibt 

- nA* + _mc=0 

V A*  + ß*  + V Ä*+  ß* 

oder 

w -f  Ä*=fltCt 

/ 

quadrirt: 

«a(4»+ßa)=m*Ca, 

4 

woraus  sich  endlich  für  die  gesuchte  Gleichung  der  Umhüiltrogs* 
curve  ergibt:. 


8)  n2  (A2-\-  B2)  — m2C2  — Q. 


III. 


Betrachten  wir  diese  Curve  näher. 

B—  0 oder  x'y-\- y'x=0  ist  die  Chordale  des  Systems  (als 
Kegelschnitt,  betrachtet)  der  beiden  Coordinatenaxen  selbst,  d.  h. 
die  durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix  gehende  Linie,  welche 
parallel  der  zweiten  (nicht  durch  den  Pol  gehenden)  Diagonale 
des  für  den  Pol  x‘,  y'  construirten  Coordinaten- Rechtecks  ist; 

A — 0 oder  y'y — x‘x~0 

schneidet  die  vorige  im  Mittelpunkte  der  Directrix  rechtwinklig 
und  * 

' 2c 

C=0  oder  y'y+rfx  + — — 0 

ist  die  Chordale  des  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  concen* 
irischen  Kreises  vom  Radius  J 
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oder  ab  V aa4:6a* 

Es  liegt  der  Gedanke  einer  Vereinfachung  unserer  Curve  dadurch, 
dass  man  die  auf  einander  senkrechten  A—  0 und  Z?=0  zu  neuen 
Coordinatenaxen  nähme,  nahe;  doch  genügen  die  alten  Coordina- 
ten  in  dieser  Hinsicht  eben  so  gut.  Es  ist  nämlich 


' A2  + B2  = ix*2,  -f  y'2)  ( x 2 -f  y 2) , 

und  Gteiehung  8)  reducirt  sich  auf 


9) 


in2,  / 2 


Gleichung  8)  lässt  sich  schreiben  : 

(nA  j-mC)(nA — mC)  -\rn2B2=:  0 
und 

• (nß  -^TnC)(nß — mC) +n2A2=0, 

d.h.der  Einhüllungs-Kegelschnitt  ist  in  ein  gegebenes  Viereck  so 
eingeschrieben , dass  auch  die  vier  Berührungspunkte  angegeben 
sind,  und  demnach  leicht  zu  construiren. 

% 

Es  erhellt  nämlich  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen,  dass, 
weil  dieselbe  befriedigt  wird,  ivenn  gleichzeitig 

\ 

nA+mC~  0/ 

_ J oder 
ß=0) 

ist,  derselbe  durch  die  Punkte  geht,  wo  die  Linie  ß—0  die 
beiden  Geraden 

nA+mC~ 0 und  nA  — mC= 0 

schneidet,  »und  ferner,  weil  B in  quadratischer  Form  erscheint, 
dass  jeder  dieser  Durchschnittspunkte  als  das  Zusammenfällen 


*)  Führt  man  jene  Transformation  aus,  indem  man  R— 0 als 
neue  Axe  der  X,  A=0  als  neue  Axe  der  y annimmt,  so  resultirt.  wenn  man 
auch  den  Pol  auf  die  neuen  Axen  bezieht  und  daher  2x4y4=x44,  y — x4% 
•=y4t  setzt,  wo  X ",  y4*  dann  die  neuen  Coordinuten  desselben  sind: 

m'x*  -f  n*y2— + x* ,fx + 2s^x  yl"tjLa^=° , 
eine  nicht  «o  einfache  Gleichung. 


71 A — •mC~  Ol 

ß= ol 
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zweier  Punkte  vertretend  anzuseben  ist,  d.  h.  dass  jene  beiden 
Geraden  Tangenten  sind.  Ebenso  gebt  aus  der  Gleichung  hervor, 
dass  die  beiden  Geraden 

wC=0  und  nß — mC= 0 

den  Kegelschnitt  da  tangiren,  wo  sie  von  A = 0 geschnitten 
werden. 

Es  ist 

mC=0:  (t—ß)  (y'y—x'x)  + (l  + ß)(tfy  + a^r)+2*=0 

oder 


so  wie 

( 

nA — mC== 0:  x'x  + ßy'y  + sxzO;  j 

erstere  nichts  anderes,  als  die  Chordale  der  Directrix  in  ihrer 
primitiven  Lage,  letztere  dasselbe  für  den  (reciproken) Pol,  dessen 
Abscisse  der  Ordinate  des  gegebenen  gleich  ist , und  umgekehrt 

Die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte,  resp.  Tangential- 

5 unkte,  sind,  wie  sich  durch  Elimination  einer  der  Variabein  aus 
en  betreffenden  Gleichungen  unmittelbar  ergibt: 

von  B= 0 mit  nA  + mC=0: * x= 

N \ 

taf  zy* 

nA  mC  0:  , y=ßyfl__xA' 

nB  + mC=0  ist  (nx*  -f  my')y  -|-  (mx*  +ny')x  -f-  2r  = 0 

* 

oder 


ex*  — ty* 


(x'-Vy’)  (-r+y)  + ß (x'—y‘)  (x—y)  + 2t  = 0 

oder  auch 

ZH  C—ß(B—  0=0. 

nB—mC=  0 ist  (nx1 — my ') y -|-  (mx' — nyf)x — 2« 

oder 

(x'—y')  (x+y)  + ß(x'+y')(x-  y)— 2e  = 0 

oder  auch 

/ 

ß-C-ß(B  + C)=0. 


=0 
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2?— C=  0 und  Ä-f  C=0 

sind  die  Hai birungslinien  der  Winkel,  welche  die  Z?=0  und  C=Q 
mit  einander  bilden  (und  daher  auch  auf  einander  senkrecht),  und  auch 
dadurch  näher  bestimmt,  dass  sie  unter  45°  gegen  die  Coordiua- 
tenaxen  geneigt  sind,  weil 

2 £ 

B — C=0  oder  (#' — ;y').7+(y  ~ 
identisch  mit 


2e 


und 


# + C=0  oder  (*'  fyO*+^s=0 

identisch  mit 

2 s 

V +a?  + ~ 7“Ti — 7T=0 
* m(ar  -fy') 

» 

ist;  die  Entfernungen  beider  vom  Anfangspunkte  sind  offenbar 

eV2  , , gy2 

m(x‘  +.?')  un  «*(**  — y')  ’ 


Gegen  die  eine  dieser  leicht  zu  construirenden  Linien,  gegi 
B — C= 0 nändich,  ist  die  Gerade  nB-\-mC~Q  unter  demselb 


en 

en 


6*. 


Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  ß oder  + ^ ist,  geneigt, 
wie  nB — mC=0  gegen  die  andere,  B-{-C=  0. 

i 

Als  Coordinaten  der  beiden  hierher  gehörigen  Durchschnitts* 
punkte,  resp.  Tangentialpunkte,  ergeben  sich : 


für  den  von  A=  0 mit  nB+mC—  Oix 


n(a -f-  y /2)  9 

— 2ix* # 

n{pcf*  +y2)  -f  2 mx'y 9 

- - - - - nB-mC=  , 

1 ‘ 2 EX* 

n(x'2-—y'2) 

Das  dem  Kegelschnitte  zugehörige  Viereck  (er  mag  es  von 
Innen  oder  Aussen  berühren)  ist  demnach  leicht  zu  construireo: 
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Man  hat  zuerst  für  die  Directrix  die  Chordale  des  gegebenen 
P und  die  des  reciproken  Pols  ( p ) zu  ziehen,  sodann  zwei  Linien, 
welche  gegen  die  beiden  unter  45°  in  sich  entgegenstehender 
Richtung  und  in  gegebener  Entfernung  vom  Anfangspunkte  lau- 
fenden Geraden  unter  einem  gegebenen  Winkel  geneigt  sind  und 
durch  die  Punkte  gehen,  wo  letztere  sich  schneiden  — Hierauf 
lassen  sich  auch  auf  diesen,  ein  Viereck  bildenden  Geraden,  die 
Tangentialpunkte  in  folgender  Weise  bestimmen:  Für  das  erste 
Paar  merke  man  sich  die  Punkte,  wo  es  von  einer  durch  den 
Mittelpunkt  der  Directrix  gehenden,  der  zweiten  Diagonale  des  für 
den  Pol  construirten  Coordinaten- Rechtecks  parallelen,  lur  das 
zweite,  wo  es  von  der  auf  letzterer  Linie  im  Mittelpunkte  der'  Di- 
rectrix  senkrechten  Geraden  geschnitten  wird. 


IV. 


Ist  die  Directrix  ein  Kreis  (u=6=r),  also 

( 3=],  £ — — r2 , «=0,  m—2; 
so  reducirt  sich  die  Umhüllungscurve  au! 

C—  0 oder  y'y  -f  x‘x—r2 , 

/ 

d.  h..  wie  natürlich,  auf  die  Chordale  dieses  Kreises,  weil  in  die 
sem  Falle  die  Drehung  keine  Aenderung  bewirkt. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist 

ß—  — 1,  £= — r2,  71  = 2,  7/1=0. 

Die  Curvengleichung  9)  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf 

s2  ■ 

x2+9* *=J*. + 7*’ 

d.  h.  auf  einen  der  Directrix  concentrischen  Kreis  vom  Radius 

— oder  , wenn  d die  Entfernung  des  Poles  vom  Mittel" 
\T x'+y' 2 " 

punktender  Directrix  bezeichnet.  Dieser  Kreis.  ändert  sich  für  die- 
selbe gleichseitige  Hyperbel  offenbar  nur  mit  der  Entfernung 
des  Poles  und  wird  um  so  kleiner,  je  weiter  derselbe  wegliegt. 
Wenn  sich  daher  während  der  Drehung  der  gleichseitigen  Hyperbel 
der  Pol  auf  einem  derselben  concentrischen  Kreise  bewegt,  so 

hat  dies  auf  die  Umhüllungscurve  keinen  Einfluss. 

* • * 

Der  Fall,  wo  die  Directrix  in  ein  System  zweier  Geraden  über- 
geht, kann  nicht  betrachtet  werden,  weil  Gleichung  1)  denselben 
nicht  umfasst.  Doch  ist  es  von  selbst  klar,  dass,  weil  alle  Chor- 
dalen  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Geraden  gehen, 
hier  der  Mittelpunkt  Umhüllungscurve  ist. 
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Die  Umhüllungscurve  ist  eine  Ellipse,  wenn  die  Directrix 
eine  Hyperbel  ist  und  umgekehrt.  Löst  man  nämlich  Gleichung 
' 9)  auf,  so  ergibt  sich  nach  einigen  Reductionen: 


y (l-ßy.c'i-ißy'*-' 


(l-ß)^-iß^  4(l+fts  4ea 

(l-0)a^-4  ßy'*x  (i-ß^x'-t-AßifM  y+X  X)  (1— 

Was  für  die  allgemeine  Kegelschnittsgleichung  a^—ß,  das 
ist  für  unsere  Curve 


(1+0)4.t'2j/2  (1 — ß)2y'- — Aßx'* 

ui a-ßr^-w* 9 

, ' 

was  sich,  auf  denselben  Nenner  gebracht,  auf 

a-ß)Y2(x'2 + y2)  ± (i + ß)2*'* 

*p-  [(1 — ß)2x'2 — 4ßy'2}2 

reducirt,  dessen  Vorzeichen  nur  von  ß abhängt,  da  der  Factor 
von  4ß  positiv  ist.  Ist  also  die  Directrix  eine  Ellipse  oder  ß po- 
sitiv, so  ist  der  vorstehende  Ausdruck  positiv,  a.  h.  stellt  eine 
Hyperbel  vor;  ist  die  Directrix  eine  Hyperbel  oder  ß negativ,  so 
zeigt  er  eine  Ellipse  an. 

Aus  der  Betrachtung  der  in  III.  entwickelten  (Koordinaten  der 
vier  Punkte,  wo  die  gefundene  Curve  dte  Seiten  des  erwähnten 
Vierecks  berührt,  erhellt  (indem  man  die  Nenner  zum  Verschwin- 
den bringt),  was  nur  für  den  Fall  einer  Ellipse  als  Directrix  mög- 
lich ist,  wo  nach  dem  eben  Bemerkten  die  Curve  eine  Hyperbel 
ist,  weil  nur  dann  \/ß  reell  ist,  dass,  wenn  der  Pol  auf  einer 

* ö 

der  beidenGeraden  y = A:&Vß  oder  yz=:4r- x liegt,  die  Gerade 
aA-f  mC—O  eine  Asymptote  der  Curve  ist, 


svenn  er  aufeiner  der  beiden  Geraden  y=±  \7ßx  oder  yrzAz^x  liegt , 

nA— mC=  0 Asymptote  ist; 
- - - - - - y— J-27  liegt, 

nB — mC=0  Asymptote  ist; 

, 4 r ß+i ’ 

....  . y=±  V 0=i*. 

oder  > liegt* 

.....  . . y=z±\l’L^.x 

nB -fmCi=0  Asymptote  ist. 
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Das  Letzte  kann  jedoch  nicht  der  Fall  sein,  weil  |3<1,  also  /5— 1 
negativ,  und  daher  und  imaginär  sind. 

Die  übrigen  Geraden  sind  leicht  zu  construiren:  yzz.Ar^x  ist 

nämlich  nichts  Anderes,  als  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Diree- 
trix  gehende  Linie,  derjenigen  parallel,  welche  das  Ende  der  gros- 
sen Axe  mit  dem  der  kleinen  verbindet;  y=4z^x  steht  auf  der 

vorigen  senkrecht;  ?/=+.*  halbiren,  durch  den  Mittelpunkt  gehend, 
den  rechten  Winkel,  welchen  beide  Axen  mit  einander  bilden. 

Eine  nähere  Betrachtung  zetet  ferner  von  selbst,  dass,  wen:; 
sich,  bei  beliebiger  Directrix,  der  Pol  in  der  Peripherie  eines 
derselben  concentrischen  Kreises  bewegt,  nur  die  Lage  der  Um- 
hüllungscurve  geändert  wird,  keineswegs  aber  die  Form  derselben. 
Dieselbe  bewegt  sich  in  diesem  Falle  mit  ihrem  Mittelpunkte 
ebenfalls  auf  der  Pripherie  eines  concentrischen  Kreises.  Be* 
stimmt  man  nämlich  aus  den  Coeflicienten  der  Gl.  10)  auf  be- 
kannte Weise  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes,  so  ergibt  sieb, 
da  in  diesem  Falle  ar/2-f-^,2=r2  ist,  wenn  r den  Radius  des  vom 
Pole  beschriebenen  Kreises  vorstellt: 


O 2 3/  » 


ßrA 

_ iP+g)« 

— “2  ßr* 


X 


also  auch 


*0  t y 0 *—  4 ß2jA  T — J ßZp* 


Der  Radius  des  in  Rede  stehenden  Kreises  ist  also  ^ ^ > 

er  geht  für  ß=z  — t,  d.  h.  für  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  die 
Bewegung  des  Pols  im  Kreise  keinen  Einfluss  hat;,  in  einen 
Punkt  über. 


V. 


Betrachten  wir  zweitens  die  von  den  Asymptoten chorden 
eingehüllte  Curve.  Hier  ist  die  Ausgangsgleichung  so  zu  wählen, 


•)  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt 
der  Umhüll  ungscurve.  so  reducirt  sich  ihre  Gleichung  auf 

2 m*x'p'  . m2x'2  - 
m*p'*—n*r*  Xy *m*y*-n*r*x  ß'1 


v2  4 


n2t2 


=o. 
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dass  auch  das  System  zweier  Geraden  nicht,  ausgeschlossen  ist 
was  bei  den  Chordalen  nicht  notbig  war.  . 

Wir  setzen  also 

als  Gleichung  der  Directrix , d.  h.  geben  vihr  keine  bestimmte 
primitive  Lage.  (Alles  übrige  wie  vornin). 

Die  Gleichung  der  um  Winkel  o gedrehten  Curve  wird  hier 

2)  (cos*ü>  -f  /3sin2co-f-asin2a))^2-f-(2acos2Q) — 2asin2<a — (1— /J)ain2co)  xy 

+ (sinaco  -f  ßco82co — «sin2o)a;a-|-  *= 0, 

♦ 

oder  mit  Einführung  des  doppelten  Winkels,  so  wie  von  m und  n : 

3)  (m+ncos2a)-f2tfsin2ü>);ya  -f-  2(2acos2o> — »sin2o>)^y 

\ 

+ (m — ncos2o  — 2asin2o>):z2  -f  2e = 0 . 

Nach  einigen  Reductionen  resultirt  als  Gleichung  ihrer  Asymp- 
totenchorde  *) : 

» 

4)  [»  (y'y — x'x  + + 2a(x'y-^-y'x—x/yf)]co82(a 

*i  . . ' ' 

+ t2«  (y'y  —x**  +:  ~ J - n(x'y  -f  y'tf — «y>]  sin2o> 

+ m (y'y+x'*' — + £ =0* 

Setzt  man  wieder: 

J , , . x*2 — 

-y  y—x'x+  — 2^-=:A , 
x'y+y‘x—x*y'=B, 


*)  Für  den  Allgemeinen  Kegelschnitt 

y 3 -f  -f  ^ X*  -f  2y^-f  « ==0 

ist  nämlich 

(y ’-f  aX4+y)y+(ay'+ßx‘+ t)x—  l(y‘*+ 2az'y'+ ßX* *— #) = O 

die  Gleichung  der  Asyroptotenchorde,  und  hier  ist 

. 2ceco82cü-~Wsin2w  „ m—flcos2(o — 2asin2«  , A 

, für  a:  „ . - » *ur  ^»rrrrr-r: — — - , y=d=o. 


m-f~7lci)82oj-i-2a8m2uj 
für  e : 


Tfl  -{-ftcos2aj-|~2a8in2(u 
2e 


m~i~nco82(o-j-2a8in2oj 


zn  setzen. 
Theil  XVI. 


19 
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+ ■£=  C; 


ft*  * * . - 

♦ • 

\ j*  •*  > 


2 ’ m 

so  geht  4)  über  in  • f 

i 

5)  rrtC-\r  (nA  + 2äjB)co«2ö>  + (2aA—nB)8in2& = 0. 


Die  weitere  Entwickelung  (DifFerenzirung  und  Elimination  von  w) 
ist  der  früheren  identisch.  Die  gesuchte  Gleichung  der  Umhül* 
lungscurve  ist  demnach 

6)  (nA  + 2aß)*  + (2aA-nß)*— m*C»=0 

oder 

7)  (na  + 4a2)(A2  4*  — m*C*:=0. 


VI. 


Entwickelt  man  Gleichung  7),  so  resultirt 
(n*+4«®)  (x^  +y'a)  (x‘t+y*—y,y—x‘x+:C  ^ 

- y'y+x'x— + ^)*=  0 

oder 

> (~iy 


||>^  Mit 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  Punkt 

d.  h.  in  den  Halbirungspunkt  der  Linie,  welche  den  Mittelpunkt 
der  Directrix  mit  dem  Pole  verbindet,  und  lässt  die  Richtung  der 
Axen  ungeändert,  so  geht  8)  über  in 


in7 


wo  auch  x‘  und  y*  nicht  mehr  die  trüberen , sondern  die  auf 
diese  neuen  Axen  bezogenen  Coordinaten  des  Poles  sind,  oder  in 

9)  *“+»*  4{^-h«^ *-*+y*)  + *** + S)"=°  • 

* *. 
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t>  10  ElnhUllungscurte  ist  demnach,  wie  aus  der  Vergleichung 
mit  der  , früher  für  die  Chordalen  entwickelten  Gleichung  erhellet, 
dieser  ganz  ähnlich  und  unterscheidet  sich  nur  durch  4 (7t2 -|- 4a2) 
statt  des  früheren  n2. 

Für  Ellipse  un<f  Hyperbel  kann  «=0  gesetzt  werden,  indem 
man  die  bei  der  Betrachtung  der  Chordalcurve  als  primitiv  ange- 
sehene Lage  auch  hier  auuehmen  kann.  Es  würden  sich  beide 
Curven  also  nur  durch  ihre  Lage  und  durch  die  Modification, 
welche  2«  bei  dieser  statt  n bei  jener  bewirkt,  unterscheiden.  Die 
hier  mit  A= 0,  B=0,  C=0  bezeichneten  Geraden  sind  den  frü- 


7/ 

heren  parallel,  B= 0 oder  + — = 1 ist  die  Asymptotenchorde 

y ^ 

des  Systems  der  beiden  primitiven  Hauptaxen,  geht  also  nach 
der  oben  erwähnten  Verlegung  der  Axen  durch  den  neuen  An- 
fangspunkt, und  ist  dann  für  die  neuen  Coordinaten  ganz  identisch 
der  früheren  Bz=0  für  die  alten. 

A=0  ist  der  entsprechenden  der  Chordalcurve  in  der  bloss 

von  der  Lage  des  Pols  abhängigen  Entfernung — r —--parallel. 

2 V xa  + y'2 

C=  0 ist  die  Asymptotenchorde*)  des  mit  dem  Radius 

aus  dem  Mittelpunkte  der  Directrix  be- 


x 


v 


- oder 

l-f/5  V a2±62 


schriebenen  Kreises,  und  in  diese  geht  dieUmhüIlungscurve  über,  wenn 


—s 


— j.2 


die  Directrix  ein  Kreis  oder  «=0  ist,  wo  = ist,  also 

C=0:  y'y  + x*x  = ^ 

die  Asymptotenchorde  des  Kreises  vom  Radius  r.  Auch  hier  sind 
offenbar  (fas  Viereck  und  die  Tangentialpunkte  leicht  zu  cohstruiren. 

ist  die  Directrix  eine  gleiseitige  Hyperbel , so  geht  die 

* „ 

Umhüllungscurve  in  den  Kreis  x 2 -f- y 2 = über,  dessen 

Radius  ^ ist.  Er  unterscheidet  sich  von  dem  früheren  da- 
durch, dass  sein  Mittelpunkt  im  Halbirnngspunkte  der  Geraden 
liegt,  welche  den  Mittelpunkt  des  ersteren  mit  dem  Pole  ver- 
bindet, und  dass  sein  Radius  halb  so  gross  ist.  Auch  hier  gilt 
hinsichtlich  der  kreisförmigen  Bewegung  des  Pols  wieder  das 
früher  Gesagte. 

Für  ein  System  zweier  Geraden  ist  in  Gleichungö)  £ = 0 zu  setzen. 
In  diesem  Falle  aber  schneiden  sich  die  drei  Linien  A=ü,  Z?= 0, 


*)  Die  Asymptotenchorde  des  Kreises  ist  nämlich  nach 

dem  Füheren  < 


-f-a?'1— «)=o. 


13+ 
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C = 0 in  einem  Punkte.  C=0  ist  nämlich  jetzt  in  den 

alten  Coordinaten  y*y -f- x'x  = — — » d.  h.  das  im  Halbirungs- 

punkte  auf  die  den  Pol  mit  dem  Mittelpunkte  derDirectrix  verbin- 
dende Gerade  errichtete  Perpendikel  und  sowie  ß=0  gehen 

durch  denselben  Punkt,  welcher  der  neue  Anfangspunkt  ist,  da 
sich  -.4=0  schreiben  lässt: 


und  B — 0: 

/ 

' (y-l-) + y'(x~  f)=0  • 

« ► 

(Dass  beide  auf  einander  senkrecht  sind,  ist  bereits  bekannt). 
Auch  durch  Elimination  zwischen  diesen  drei  Gleichungen  lässt 
sich  Dasselbe  nachweisen*). 

Hierin  liegtauch  noch  folgender  Satz,  indem  man  auch 
ß=0  denken  kann,  also  das  System  y2  — 2axyz=:0  oder 
y (y — 2aa?)  = 0,  d.  h.  die  Axe  der  x und  eine  sich  im  Anfangs- 
punkte drehende  Gerade: 

Haben  Parallelogramme  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  und 
liegen  zwei  parallele  Seiten  derselben  in  einer  und  derselben  Gera- 
den, so  schneiden  und  halbiren  sich  die  anderen  Diagonalen  im 
Halbirungspunkte  der  ersteren  **). 


*)  Es  ist  nämlich 

B.y'—A.x* = y'x'.y-f  y*.x— Qt4!/*#— x* 
oder 


x={x‘. 


Dies  in  C=0  substituirt,  gibt: 


, , x'2  x'4-y'2 

yy+-ir — — ■— o- 


y‘y— 


2 * 

tr a 
2 * 


y—\y‘. 

**)  ^ versteht  sich  zwar  von  selbst,  dass  die  zweiten  Diagonalen 

der  Parallelogramme,  die  bereits  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  haben, 
sich  im  Halbirungspunkte  letzterer  schneiden  (und  halbiren);  doch  ist  der 
obige  Satz  keineswegs  seines  Inhaltes,  sondern  des  eigentümlichen  We- 
ges seiner  Auffindung  wegen  angeführt  worden. 
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Nachschrift. 


Zu  seinem  früheren  Aufsatze,  von  welchem  der  vorhergehende 
die  Fortsetzung  ist,  hat  mir  der  Herr  Vf.  eine  Berichtigung  eio- 
gesandt.  Erbittet  nämlich  die  geehrten  Leser,  in  Th! . XI  V.S.  384.  statt 
derWorte:  „AusGlei chung  (1)  ist  ersichtlich“  bis  „schnei- 
den sich  in  einem  festen  Punkte“  gefälligst  das  Folgende 
zu  setzen : 

„Aus  Gleichung  (1)  ist  ersichtlich,  dass  sich  alle  Asymptotenchorden 
im  Anfangspunkte  schneiden,  wenn  die  Bahn  des  Poles  ein  Ke- 
gelschnitt von  der  Gleichung  y2\^axy\ßx2 — f = Ö ist.  Nun  ist 
aber  dieser  dem  gegebenen  Kegelschnitte,  der  Directrix,  ähnlich 
und  ähnlich  liegend,  schneidet  ihn  in  denselben  beiden  Punkten, 
wie  die  Chordale  des  Anfangspunktes,  da 

y2+2 axy  -f-  ßx2—s  ~ (y2 -f  2axy 4- ßx2 + 2yy  -f-  2&r*f  e)—  ^(yy  + üx+.e) 

oder  v 

* 


= Si— 2(yy  -f-  öx  -f-  e)  = 0 

% 

ist,  und  hat  ferner  den  Anfangspunkt  selbst  zum  Mittelpunkte. 

Hieraus  ergibt  sich  also  unmittelbar  der  Lehrsatz : 

„Schneiden  sich  zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte in  den  beiden  Punkten,  wo  die  vom  Centrum  des  ersten 
nach  dem  zweiten  gezogenen  Tangenten  diesen  berühren,  so 
schneiden  sich  auch  die  Halbirungslinien  aller  Tangentenpaare, 
die  man  von  beliebigen  Punkten  des  ersten  aus  nach  dem  zwei- 
ten zieht,  in  dessen  Centrum“  und,  auf  Kreise  angewandt,  den  in- 
teressanten Satz  (Cfr.  Plücker,  analyt.  Entwickelungen  B.  I.  S.  65., 
N.  127) : 

„Schneiden  sich  zwei  Kreise  orthogonal,  so  treffen  sich  die 
Halbirungslinien  der  Tangentenpaare,  die  man  von  beliebigen  Punk- 
ten eines  der  beiden  Kreise  nach  dem  andern  zieht,  im  Centrum 
des  ersteren“ 

welcher  Satz,  wenn  mehrere  Kreise,  statt  des  einen  Paares, 
combinirt  werden,  noch  weiterer  Ausdehnung  fähig  ist.“ 

G. 
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XVI. 

Neue  einfache  und  leichte  Herleitung 
der  Grundforuteln  der  sphärischen 

Trigonometrie. 

■ . 

Von  , 

dem  Herausgeber. 


§•  1. 


’•  i 


Die  Grundformelo  der  sphärischen  Trigonometrie  kaon  man 
bekanntlich  auf  verschiedene  Arten  ab  leiten.  Es  lässt  sich  dabei 
ein  rein  analytischer  Weg  einschlagen,  oder  man  kann  sich  einer 
geometrischen,  sich  an  eine  Figur  anschliessenden  Betrachtung 
bedienen.  So  schön  die  erstere  Methode  ist,  so  durfte  doch  för 
Anfänger  die  letztere  allein , oder  wenigstens  vorzugsweise  geeig- 
net sein,  und  sie  ist  es  daher  auch,  welche  ich  für  jetzt  im  Fol- 
genden atTein  im  Auge  habe.  Diese  geometrische  Methode  hat 
mir  aber  immer  noch  nicht  diejenige  Einfachheit  zu  besitzen  ge- 
schienen, welche  der  Elementarunterricht  fordert,  und  ich  habe 
mich  daher,  so  oft  sich  mir  dazu  nur  irgend  Gelegenheit  darbot, 
immer  eifrig  nach  einer  einfacheren  Darstellung  als  die  gewöhn- 
liche umgesehen.  Meistens  beweiset  man  den  Satz,  dass  sich  die 
Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinus  der  Gegenwinkel  verhalten,  und 
auch  die  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem  Winkel 
durch  Betrachtung  einer  Figur,  und  leitet  dann  aus  der  letzteren 
Relation  die  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite 
mittelst  des  Supplementardreiecks  ab.  Aber  gerade  diese  so 
eben  erwähnte  Ableitung  hat,  so  schön  und  einfach  sie  auch  an 
sich  ist,  insofern  sie  die  auf  geometrischem  Wege  zu  bewirkende 
Vergleichung  des  sphärischen  Dreiecks  mit  seinem  Supplementär- 
dreiecke  voraussetzt,  für  den  Anfänger  immer  einige  Schwierig- 
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keit,  und  die  Betrachtung  des  Supplementardreieckes  selbst  scheint 
mehr  der  Stereometrie  als  der  sphärischen  Trigonometrie  anzu- 
gehören, weshalb  sie  auch  oft  in  der  letzteren  als  schon  aus  der 
ersteren  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Selbst  auch  schon  die  ge 
wohnlichen  geometrischen  Beweise  der  Relation  zwischen  afen 
drei  Seiten  und  einem  Winkel  nehmen  manche  goniometrischen 
Transformationen  in  Anspruch,  die  man  im  Interesse  der  Anfän- 
ger wenigstens  theilweise  wohl  noch  vermieden  sehen  möchte. 
Vor  Kurzem  bin  ich,  nach  früherem  Öfteren  vergeblichen  Suchen, 
zufällig  auf  eine  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  Grundformelb 
gekommen,  welche  ich  in  der  That  für  so  einfach  hatte,  dass  ich 
glaube,  dass  sie  wohl  verdient,  auf  den  folgenden  Blättern  mit- 
getheilt  zu  werden.  Ich  werde  dabei,  ohne  weitere  Erläuterung, 
die  bekannten  in  der  Trigonometrie  durchgängig  gebräuchlichen 
Bezeichnungen  beibehalten. 


§•  2. 


Wir  wollen  zuerst  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  ABC 
(Taf.  III.  Fig.  3.),  wo  A der  rechte  Winkel  sein  soll,  betrachten. 

Fällen  wir  von  C auf  OA  und  OB  die  Perpendikel  CA ' und 
CB',  und  ziehen  dann  A'B so  steht  CÄ  auf  aer  Ebene  AOB , 
also  auch  auf  AB'  senkrecht,  und  A'B'  steht  auf  OB  senkrecht. 
Daher  ist  der  Winkel  A'B'C  dem  Winkel  B des  rechtwinkligen 
sphärischen  .Dreiecks  ABC  gleich. 

< Kan  ist 

r«  ' * 

(M'  = OC.  sin6, 

'•  CA'~  CB'.&iiiBzz:  ÖC.sitiaaitiB; 

also 

OC.8ii\b=  OC.sinasinB  t 
d.  i. 

!sln6T=:sinasinZ?,  und  eben  so 

sinc  = sinasinC. 

• * » 

Ferner  ist 

AB*  = B*  C.cosB  — 0 C-sinaccte  B , 

A'B'sz  0J4'.sinc=  OC.cosösinc ; 

also 

• * / 

OC.flinacos/?  =:  OC.Cos6sinc, 
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woraus 


oder 


ainacosB  = cosßsinc. 


folglich  nach  I. 


(cos/?: 

jcosC: 


n I sinc 

cos B — co so  » 

sina 


cosßsinC,  vi ml  ganz  eben  so 
:cos c sin  B. 


Endlich  ist 


also 


OB 1 OA'.cosc  OC.cosbcosc 

cosa  J jjfT-  — qc 

III.  cosa=cos6cosc. 


«>  i 


• * • * - » . *i  , 'Mlh  * 

Sei  nun  ABC  (Taf.  III.  Fig.  4.)  ein  beliebiges  sphärisches 
Dreieck.  In  diesem  sphärischen  Dreiecke  falle  man  von  A auf 
BC  das  Perpendikel  AD,  und  bezeichne  die  Winkel  BAD,  CAD 
durch  x,  y ; die  Bogen  BD,  CD  durch  u,  v;  das  Perpendikel 
AD  durch  w. 

Dann  ist  nach  I.  in  den  rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
ecken ABD  und  ACD: 


sint0  = sincsin2?,  smtc  = sin6sinC; 


also 


• sinbsin  C = sincsin  B , 
und  daher  Oberhaupt: 

sinasin/?=sin6sin.d , 
sin6sinC=  sincsin/?, 
sincsin^  = sinasin  C. 


Ferner  ist  nach  I. 


sin 

» 


sinu 
sine  * 


sim>  . 
sin6  ’ 


Ir^t 


I 


I 

I 
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und  nach  II.  » f *y  I*|r*  .'S..  * :{•  * !t  ' . • 1 . I , ♦ \ • 

cosxxzcosuslnB , cosy  = cosesin  C; 

aber  Dach  I. 


. K sinte  sinto 

amB = — — , sin  C=  — 


sine 


sin6  ’ 


also  nach  dem  Vorhergehenden: 


i cosusime  cosüsin  w 

cosx  = — » cosy  = 


sine 


sin6 


Folglich  ist 


cosMCOst?sintoa  . . sinwsmr 

cosx  cosy  ~ - — i — j—i — — t simrsmy  = — ; — , \ 

3 smosinc  * sin6sine 


und  weil  nun 


ist,  so  ist 


cosfaj+y)  = cosxcosy  -f-  sinorsiny 


cob(x±ij)  = 


cosMcospsinte2  -f-sinMsinp 
sin6sinc 


oder 


. . s cosucosü-|-sinMsinfl—cosHCost?cost0, 
costexw)  — % . » * < 1 — 

x -*-«/'  Gin/icin/» 


sin6sine 

cos(«4:p) — costtcospcosto2 
sin6sine 


Folglich  ist 


. cosa  — cosvcosw.cosucosw 

COS-d  = ...  ; , 


sin6sinc  . 


d.  i.  nach  III. 


! ! 


•*  ; 


ii* 


. cosa — cosbcosc  , , . 

cosA  ~ — Ü55ito£ — ’ und  Sanz  eben  *° 

~ cos6~ cosccoso 

C06-D  ~ ^ iS  - y 


cos  C = 


smcsina 

co  sc — cosa  cos6 
sinasin6 


Endlich  ist  nach  I*« 
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sinusin  Z?=sin#sinto,  sinusin  C=sinysinti>  f 


«.  .* 


also 


sin#  . si ny 

8,n“ = ünS  8,mo  ’ 8,n,’  ~ sin  C ’ 


und  nach  11. 


\\ 


cos#  _ cosy 

C0S“=ÜSß'  * co8r=sinC- 


¥ f 


Also  ist 


cos#cos«  . . sin#sinysimua 

cosucosu  = smMS,nü““  sinßsinC  * 


« , 'l  \ 


folglich , weil 


ist: 


cos(tt+u)  = cosucosu  -f-  sinusinu 


cos#cos#  -f-  sin#sm^sin«?3 
cos(u±  e)  = sinßsioC 


oder 


cos#cos# + sin#sinyJ:Sin#sinycostu' 
cos(u  ± t>)  = sinBsin  C 


Folglich  ist 


sinZtein  C 

cos(#4jy)  db  sin#siny  costu*  • 
s'mBsxnC 


cos^l  + sin#costu.sinycosu> 

C08a=  *“  SJTßSTC 


wo  das  obere  Zeichen  dem  ersten,  das  untere  Zeichen  dem  zwei- 
ten der  beiden  in  Taf.  III.  Fig.  4.  dargestellten  halle  entspricht 
Nun  ist  aber  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der,.,  Zechen 
nach  II. 

cosß=sina:cosu>,  dt«SosC=sslnycosw>; 

, 1 , 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

■ . t.'-.ii’i  ’• 


1 1 


. •< 


f • * i . 
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cos  «= 


III*.  <cos6  = 


cos  c. 


cos  A -f-  cos  B cos  C 
sinZfeiqU 
cos  B + cos C cos A 
sinCYmA  * 

cosC-f-  cos  AcosB 
sinAsin/? 


, und  ganz  eben  so 


i 1. 1» 


Dies  sind  jetzt  die  bekannten  Grundformeln  der  sphärischen 
Trigonometrie,  und  ich  sollte  meinen,  dass  sich  diese  Ableitung 
vor  der  gewöhnlichen  an  Figuren  und  das  Supplementär dreieck 
geknüpften  Ableitung  in  mehr  als  einer  Beziehung  empfehlen, 
und  daher  bei  dem  Unterrichte  wohl  besondere  Berücksichtigung 
verdienen  möchte.  Ja  ich  glaube,  dass  die  obige  Darstellung  als 
ein  neuer  Beweis  gelten  kann,  dass  man  in  vielen  Theilen  der 
Mathematik,  namentlich  auch  in  den  sogenannten  elementaren 
Tbeiien,  noch  lange  nicht  immer  die  einfachsten  Darstellungen 
gefunden  hat,  eine  Bemerkung,  deren  Richtigkeit  besonder^  in 
neuerer  Zeit  in  mehreren  Fällen  auf  sehr  in  die  Augen  fallende 

Weise  dargetban  worden  ist. 

\ 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken,  dass  auch  die  Relation 
zwischen  den  drei  Seiten  und  einem  Winkel  eines  ebenen  Dreh 
ecks  auf  ähnliche  Weise  wie  oben  die  Relation  zwischen  den  drei 
Seiten  und  einem  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  abgeleitet 
werden  kann,  wenn  ich  auch  diese  Ableitung  der  gewöhnlichen 
allgemein  bekannten  Ableitung  der  in  Rede ‘Stehenden  Relation 

nickt  gerade  vorzuziehen  geneigt  sein  würde.  m. 

^ « %* 

Wenn  in  Taf.  IU.  Fig.  5.  die  Linie  AD  auf  BC  senkrecht 
steht,  so  ist»  wenn  man  sich  der  aus  der  Figur  selbst  ersichtli- 
chen Bezeichnungen  bedient:  • V, 


« I • 


'*  1 . 

w 

CO  s#  = — > 
c 


1 , 


w 


cos#  = J- 


»'  *: 


•*,» 


»:ir  - 


U , V 

sin#=->  sin#  = g-; 

% 

also 


cos#  cos# 


ur  uv 

Yc'  8ln*8'ny  = «c  • 


/ 


\ 


Folglich  ist 


cos#cos#  ^ sin#  sin#  = 


bc 


oder 
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Nun  ist  aber 


also 


I.  . 4 V 


IC 


1 = 62  — ©*=  c*  — u2 , 


* » 


62~f  C® — (|42+2mü+ü2) 

~ 26c  ' 


d.  i. 


cos(^±y)  = 


62-f  c* — (k±c)* 
26c 


und  folglich,  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  in  der  Figur  darge- 
stellten Fälle : 


co  sA  — 


6a+  c2—a* 
26c 


welches  die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und 
einem  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ist. 


Ich  mochte  mir  schliesslich  noch  einmal  erlauben,  das  Obige 
den  Herren  Lehrern  der  Mathematik  recht ' dringend  zur  gefälligen 
Beachtung  bei  dem  Unterrichte  in  der  sphärischen  Trigonometrie 
zu  empfehlen,  den  ich  für  so  wichtig  erachte,  dass  ich  es  für 
einen  wahren  Rückschritt  halte,  dass  er,  wenigstens  auf  preus- 
si sehen  Gymnasien,  nicht  mehr  ertheilt  wird,  wie  es  wohl  frü- 
her der  Fall  war,  als  ich  selbst  noch  meine  geringen  Kräfte  mit 
grosser  Freudigkeit  dem  Gymnasialunterrichte  an  verschiedenen 
Lehranstalten  widmete. 


V 
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xm 

Heber  das  Dreieck,  worin  die  Trans- 
versalen gleich  sind,  welche  zwei  Win- 
kel desselben  nach  gleichem  V erhält- 

niss  theilen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baltzer, 

Oberlehrer  an  der  Kreuzseliule  zu  Dresden. 


Die  Aufforderung  im  Archiv  Thl.  XIII.  S.  341.  erinnert  mich  an 
zwei  Beweise  des  fraglichen  Lehrsatzes,  welche,  ich  glaube  im 
Jahre  1844,  in  einem  Kränzchen  hiesiger  mathematischer  Freunde 
mitgetheilt  wurden,  den  einen  von  dem  leider  früh  verstorbenen 
Professor  A.  Seebeck,  dessen  Manuscript  noch  vorhanden  und 
weiter  unten  abgedruckt  ist,  den  andern  von  mir.  Der  in  Rede 
stehende  Satz  scheint  der  Sphäre  der  Elementargeometrie  anzu- 
gehören, wo  es  sich  um  die  Beziehungen  zwischen  Seiten  und 
gegenüberliegenden  Winkeln  der  Dreiecke  handelt,  und  wird  des- 
halb wie  folgt  durch  Umkehrung  gewonnen. 

Lemma.  Haben  zwei  Dreiecke  die  Winkel  einzeln 
gleich  und  ist  eine  Seite  des  einen  Dreiecks  kleiner 
als  die  gleichliegende  des  andern,  so  sind  die  übrigen 
Seiten  des  einen  ebenfalls  kleiner  als  die  gleichne- 
genden  des  andern. 

Beweis  durch  Zusammenlegen  der  gleichen  Winkel,  denen 
die  kleinere  Seite  anliegt. 


Lehrsatz  t.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  III.  Fig.  6. 
Winkel  A^B,  und  theilt  man  diese  Winkel 

und  BE  so,  dass  CAD—CBE , so  ist  AD> 
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Beweis.  Die  Dreiecke  ACD  und  BCE  haben  einzeln  gleiche 

Winkel.  Nun  ist  AC^BC,  weil  ABC^BAC  nach  Voraus- 
setzung» folglich  AD^BE  gegenüber  den  gleichen  Winkeln  C . 
W.  z.  n.  w. 

Lehrsatt  2.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  III.  Fig.  7 
Winkel  A<^B  und  theilt  man  diese  Winkel  durch  AD 

und  BE  so,  dass  BAD  < ABE  und  CAD<C^E,  so  ist 
AD>BE. 


Beweis.  Zieht  man  BO  so,  dass  OBE-CAD1,  so  ist 
AD'^>BE  nach  Lehrsatz  1.  Nun  Ist  AD'  ein  Theil  von  AD, 
folglich  um  so  mehr  JZ)>  BE.  W.  z.  b.  w. 

. ,7  * ' ' • ■ \ I 

• * - * - 

Lehr s atz  3.  Sind  die  Geraden  AD  und  BE>  welche 
die  Winkel  A und  B des  Dreiecks  ABC  so*  theilen. 


dass  BAD:DAC=zABE:EBC9  einander  gleich,  so  ist 
A — B und  das  Dreieck  gleichschenklig. 


Beweis.  Wäre  A ungleich  2?*  also  BAD  ebenso  ungleich 

ABE , und  DAC  ebenso  ungleich  EBC,  so  wäre  BE  ebenso  un- 

Sleich  AD  (Lehrs.2.)  Dies  ist  gejjen  die  Voraussetzung  AD=BE< 
Jso  kann  A nicht  ungleich  B sein.  W.  z.  b.  w. 


Das  Folgende  ist  von  dem  leider  zu  früh  verstorbenen  Professor 

A.  Seebeck  zu  Dresden. 

Der  Satz: 

i 

p 

„Wenn  die  Halhirungslinien  zweier  Dreieckswin- 
kel, gerechnet  bis  zur  gegenüb  er  steh  enden  Seite, 
gleich  sind,  so  ist  das  A gleichschenklig“ 

kann  auf  folgenden  allgemeineren  zurückgefährt  werden: 

(A)  „Wenn  ein  Dreieckswinkel  balbirt  ist  und  die 
durch  einen  Punkt  derüalbirungslinien  ausden  beiden 
anderen  Winkelspitzen  gezogenen  Transversalen 
gleich  sind,  so  ist  das  A gleichschenklig.“ 

Dieser  Satz  aber  ergiebt  sich  aus  folgendem; 

Wenn  durch  einen  Punkt  der  Halbirongslinre  eines 
Winkel  s Transversalen  zwischen  den  Schenkeln  gezo- 
gen werden,  so  ist  die  auf  der  Halbirungslin ie  recht- 
winklig stehende  Transversale  die  kürzeste,  und  die 
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übrigen  sind  um  sogrösser,  je  mehr  sie  von  derselben 
ab  weichen. 

In  Taf.  III.  Fig.  8.  sei  BM  die  Halbirungslinie  und  AC  so 
gezogen,  dass  AB^BC;  es  soll  gezeigt  werden,  dass  DE^AB. 
— Da  DM^AM,  so  ist  der  Beweis  nur  zu  führen,  wenn 
ME  ^ MC,  d.  h.  j^LMEC  stumpf  ist.  Mache  MF=zMA  und 
MG—ME,  so  ist  &AMFco\EMG,  und  da  MA^MOMG,  so 
ist  auch  1)  AF^>  EG;  ferner  j£DAM  > jLCEM , daher 
% £DAF  > Z.CEG;  endlich  3)  Z,AFDz=z  Z.EGC.  Aus  diesen 
drei  Bestimmungen  ergiebt  sich  leicht  GC,  und  daher,  in- 

dem man  FE— AG  hinzuaddirt,  DE>AC,  w.  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  der  erstgenannte  (A)  dadurch, 
dass  sich  eine  Transversale  von  gegebener  Länge  nur  in  zwei 
Lagen  eintragen  lässt,  vrelche  symmetrisch  sein  müssen.  (Man 
vergl.  (Taf.  IU,  Fig.  9.). 

* * * * * m 

Dieser  Beweis  kann  auch  auf  das  sphärische  angewendet 
werden.  In  Taf.  111.  Fig.  10.  sei  4LAMB  < 180°;  /?Af< 90°;  es 
sei  wieder  AB*>  BCy  so  ist  AM^  MC  und  DM>AM,  weil 
MC(=MC),  MA  und  MI)  auf  einer  Seite  des  auf  AB  gefällten 
Lothes  ML  liegen.  Da  AG<  180°,  so  erhält  man  AF^EG;  fer- 
ner, wenn  man  j£.AMD  unendlich  klein  annimmt,  ^LAF£h=^EGC 
und  ^DAF^  j£GEC,  woraus  DF>GC,  und  das  Uebrige  ganz 
wie  beim  ebenen  A folgt. 

Ist  der  ^ ABO  180°  so  ändert  sich  nur  das,  dass  die 
Transversalen  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  sie  gegen  die 
Halbirungslinien  geneigt  sind. 
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XVIII. 

‘ « . » 

Messung  einer  an  Meiden  Endpunkten 
unzugänglichen  Entfernung  nach 

einer  besonderen  Methode. 

* » 

Von 

• «•»  * 

dem  Herausgeber«  - 


Ich  glaube,  dass  das  Winkelkreuz  oder  die  Kreuzscheibe  ein 
für  die  elementare  Feldmesskunst  in  vielen  Fällen  sehr  brauchba- 
res Instrument  ist,  und  auch  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte, mit  dem  nach  meiner  Meinung  immer,  so  viel  als 
thunlich,  Uebungen  in  der  Feldraesskunst  zu  verbinden  wären, 
mehr  als  dies  bisher  geschehen  zu  sein  scheint,  angewandt  werden 
sollte,  namentlich  auch  der  grossem  Wohlfeilheit  dieses  Instru- 
ments wegen.  Gewöhnlich  richtet  man  das  Winkelkreuz  so  ein, 
dass  die  beiden  Visirlinien  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
dies  ist  auch  in  der  That  die  Einrichtung,  welche  die  einfachste 
und  häutigste  Anwendung  dieses  Instruments  in  der  praktischen, 
namentlich  in  der  auf  clie  Landwirthschaft  angewandten,  Feld- 
messkunst gestattet.  Aber  auch  schon  zwei  nur  einen  constanten, 
sonst  beliebigen,  Winkel  mit  einander  einschliessende  Visirlinien, 
— la  fausse  Equerre  d’Arpenteur,  wie  die  Franzosen 
sagen,  — hieten  viele  sehr  einfache  und  elegante  Anwendungen 
dar,  wobei  es  jedoch  gut  ist,  die  Lage  der  beiden  Visirlinien 
gegen  einander  verändern,  und  dem  constanten  Winkel  eine  für 
die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grösse  geben  zu  kön- 
nen, wodurch  natürlich  zugleich  bedingt  wird,  dass  an  dem  In- 
strumente die  nöthigen  Schrauben  angebracht  sind , um  die  bei- 
den Visirlinien , nachdem  man  ihrem  Neigungswinkel  gegen  ein- 
ander die  für  die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grösse 
gegeben  hat,  in  unveränderlicher  Lage  gegen  einander  befestigen 
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zu  können.  Ich  lasse  wir  jetzt  ein  solches  Winkelkreuz  mit  zwei 
beweglichen  Visirlinien  unfertigen,  hei  welchem  die  Visirlinien 
durch  die  optischen  Axen  zweier  kleinen  astronomischen  Fern- 
rohre dargestellt  werden,  und  werde  späterhin  einige  mit  diesem 
Instrumente  gemachte  Anwendungen,  die,  um  die  erreichte  Ge- 
nauigkeit beurtheilen  zu  können,  eine  Vergleichung  verschiedener 
für  dieselbe  Grösse  erhaltener  Resultate  gestatten,  in  dem  Ar- 
chive mittheileo.  Die  Kosten  eines  solchen  mit  zwei  kleinen  astro- 
nomischen Fernröhren  versehenen  Winkelkreuzes  sind  gar  nicht 
bedeutend , wenigstens  keineswegs  so  bedeutend , als  Mancher 
wohl  glauben  möchte,  da  mau  ja  jetzt  kleine  astronomische  Fern- 
rohre in  vorzüglicher  Güte  um  sehr  geringe  Preise  erhalten  kann. 
Man  braucht  sie,  wenn  man  nicht  will,  für  den  vorliegenden 
Zweck  nicht  einmal  achromatisch  machen  zu  lassen. 

Ich  werde  jetzt  im  Folgenden  eine  Auflösung  der  Aufgabe: 
„die  Länge  einer  an  ihren  beiden  Endpunkten  unzugänglichen 
geraden  Linie  zu  messen“  mit  Hülfe  des  Winkelkreuzes  geben, 
die  ich  lür  sehr  elegant  halte.  Ich  entlehne  dieselbe  der  folgen- 
den in  vielen  Beziehungen  interessanten  Schrift:  Solutions  peu 
connues  de  diff^rens  problemes  de  Geometrie  prati- 

3ue;  pour  servir  de  Supplement  aux  Traites  connus 
e cette  Science;  recueiliies  par  F.  J.  Servois. 
A Metz.  An  XII.  p.  75.,  bemerke  aber,  dass  Servois  selbst 
sagt,  dass  diese  Auflösung  schon  von  Masch eroni  in  der  Schrift: 
Problemi  per  gli  Agrimensori  con  varie  Soluzioni. 
Pavia.  1793.  Pro  bl.  III.  Soluz.  13.  gegeben  worden  sei.  Der 
Beweis,  den  ich  im  Folgenden  lür  diese  Auflösung  geben  werde, 
rührt  von  mir  selbst  her,  da  der  von  Servois  a.  a.  O.  gege- 
bene Beweis  auf  der  Trigonometrie  beruhet,  die  ich  hier  absicht- 
lich vermeiden,  und  mich  bloss  der  Sätze  der  ebenen  Geometrie 
bedienen  wollte. 


Wenn  MN  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  die  zu  messende  Linie  ist,  so 
suche  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  A,  B,  C von  solcher 
Lage  auf,  dass  die  Winkel  MAN , MBN , MCN,  unter  denen  in 
diesen  drei  Punkten  die  zu  messende  Linie  AfiV erscheint,  dem  Win- 
kel des  Winkelkreuzes,  und  daher  natürlich  auch  unter  einander 
gleich  sind..  Dann  messe  man  die  Linien  AB,  AC,  und  suche 
mit  dem  Winkelkreuze  in  der  Linie  BC  den  Punkt  D auf,  wel- 
cher in  der  Linie  BC  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Winkel 
ADC  gleichfalls  dem  Winkel  des  Winkelkreuzes,  also  auch  den 
drei  Winkeln  MAN,  MBN,  MCN  gleich  ist.  Misst  man  hierauf 
noch  die  Lioie  AD,  so  ist 


4fZY= 


AB.  AC 
AD  9 


und  die  Länge  der  zu  messenden  Linie  MN  kann  folglich  mit- 
telst dieser  einfachen  Formel  aus  den  gemessenen  Stücken  leicht 
berechnet  weiden. 

Bevor  wir  zu  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Formel  über- 
geben, schicken  wir  die  folgende,  übrigens  zu  einem  anderweitig 
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schon  allgemein  bekannten  Satze  fahrende  Betrachtung  voraus, 
wozu  uns  nur  der  Wunsch  veranlasst,  diesen  Gegenstand  ganz 
ohne  Hülfe  der  Trigonometrie  zu  behandeln. 

In  Taf.  IV.  Fig.  2.  sei  O der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck 
ABC , dessen  Seiten  BC , CA,  AB  wir  wie  gewöhnlich  durch 
a,  b9  c bezeichnen,  beschriebenen  Kreises.  Denken  wir  uns  nun 
von  ö auf  AB  das  Perpendikel  OC , von  B auf  AC  das  Perpen- 
dikel BB"  gefällt,  so  sind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
AOC1 , oder  BOC,  und  BCB " offenbar  einander  ähnlich,  weil 
der  Winkel  AOB  doppelt  so  gross  als  der  Winkel  BCB ",  folg- 
lich AAOC'—s'BCB"  ist.  Also  ist 

BB,:BC=AC:AO, 

und  folglich,  wenn  wir  den  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  ABC 
beschriebenen  Kreises  durch  r bezeichnen: 

BB"  czt, 

* 

also 


r=1  -2.BB" ' 

Ist  nun  ^ der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 
\=\aC.BB",  = 

und  folglich,  wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  von  r 
einführt: 


abc 

4Ä 


Denken  wir  uns  jetzt  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  über  MN  als  Sehne 
einen  den  Winkel  des  Winkelkreuzes  fassenden  Kreisabschnitt 
beschrieben , so  geht  der  diesen  Kreisabschnitt  begränzende  Kreis- 
bogen nach  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Construction  durch  die 
dr&  Punkte  A,  B,  C hindurch,  und  der  Kreis,  welchem  dieser 
Kreisbogen  an^ehört,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r bezeichnen 
wollen,  ist  folglich  um  das  Dreieck  A BC=\,  dessen  Seiten  BC,  CA, 
AB  wie  gewöhnlich  durch  a,b,c  bezeichnet  werden  sollen, beschrieben. 
Fällt  man  nun  von  A auf  BCdas  Perpendikel  AE~h,  von  dem  Mittel- 
punkte Ödes  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  auf  MN= x 

das  Perpendikel  Oh,  so  sind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  ADE 
und  MOL  offenbar  einander  ähnlich^  weil  nach  der  Construction 
nothwendig  der  Winkel  MON  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
des  Winkelkreuzes,  also  auch  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
ADE,  folglich  4L  MOL  — £ ADE  ist.  Also  ist 


6 
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AD:AE=OM:ML, 

d.  i.,  wenn  wir  noch  AD=d  setzen: 

d:h~r:&x , 

woraus 

2rk 

X =—T 

' d , 

folgt.  Nun  ist 


I 2A 

also 


folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

4 r\ 
ad 


x~ 


Nach  der  oben  vorausgeschickten  Betrachtung  ist  aber 

also  Ar/^—abc. 

Führt  man  dies  in  den  vorhergehenden  Ausdruck  von  x ein , so 
ergiebt  sich 

bc 

» 


und  wenn  man  fir  b,  c,  d,  x wieder  die  diesem  Symbolen  ent 
sprechenden  Linieft  setzt: 


MN- 


AB.AC 
AD  9 


welches  die  zu  beweisende  Formel  war. 

Rücksichtlicb  der  Auswählnng  der  Punkte  A,  B,  C wollen 
wir  nur  in  der  Kürze  bemerken,  dass  es  der  Genauigkeit  des  zu 
endelenden  Resultats  gewiss  förderlich  sein  wird,  wenn  dieselben 
möglichst  weit  aus  einander  Hegen,  in  Verhältnis  zu  der  zumeg' 
senden  Linie  MN. 
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Velber  das  Rückwärtseinschnefden  mit 

dem  Messtische. 


dem  Herausgeber. 


I. 

t 

i 

Wenn  ich  noch  einmal  anf  diese  — auch  von  mir  selbst  — 
schon  vielfach  behandelte  Aufgabe  zurückkomme,  so  wird  dies 
gewiss  in  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  derselben  setoe 
Rechtfertigung  finden.  Auch  lassen  in  der  That  alle  bis  jetzt 
bekannt  gemachten  Methoden  immer  noch  Etwas  zu  wünschen 
übrig.  Am  Häufigsten  wird  wohl  in  der  Praxis  die  Lehman n’sche 
Methode  der  sogenannten  fehlerzeigenden  Dreiecke  angewandt. 
Aber  auch  diese  Methode  hat  mich  — ich  gestehe  es  offen  — 
niemals  ganz  befriedigt;  insbesondere  finden  Anfänger  öfters 
einige  Schwierigkeit  bei  der  Beurtheilung  der  Lage  des  gesuchten 
Punktes  gegen  das  fehlerzeigende  Dreieck,  ob  derselbe  nämlich 
innerhalb  oder  ausserhalb,  und,  im  letzteren  Falle,  auf  welcher 
Seite  dieses  Dreiecks  derselbe  liegt,  was  auch  wahrscheinlich  Herrn 
Prof.  Härtner  in  Gratz  zu  der  neuen  umfassenden  und  gründ- 
lichen Arbeit  über  diesen  Gegenstand  in  den  Sitzungsberich- 
ten der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien.  Jahr- 
gang ,1849.  November-  und  December-  Heft.  S.  230.  (m. 
s.  auch  Liter.  Ber.  Nr.  LV.  S.  768.)  veranlasst  hat,  an  die 
* ich  bei  dieser  Gelegenheit  von  Neuem  zu  erinnern  mir  erlauben 
möchte.  Mich  selbst  haben  die  Wünsche,  die  mir  bei  der  An- 
wendung der  fehlcrzeigenden  Dreiecke  stets  noch  übrig  blieben, 
veranlasst,  eine  andere  Näherungsmethode , die  der  fehlerzeigen-  , 
den  Dreiecke  sich  wenigstens  nicht  unmittelbar  bedient,  aufzu- 
suchen. Diese  Methode  hat  eine  gewisse  Aehnlichkeit  mit 
einer  schon  , früher  von  dem  verdienten  ßohnenberger  in  der 
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Zeitschrift  für  Astronom*!  e und  verwandte  Wissen- 
schaften. 'Band  VI.  S.  121.  bekannt  gemachten  Methode. 
Ich  sage  aber  absichtlich  eine  gewisse  Aehniichkeit.  Denn 
ßobnenberger  bedient  sich  in  der  That  auch  fehlerzeigender 
Dreiecke,  die  ich,  wenigstens  unmittelbar,  gar  nicht  in  Anwen- 
dung bringe,  und  die  nach  meiner  Ansicht  interessante 
theoretische  Grundlage,  von  der  ich  bei  meiner  Auflösung  aus- 
gehe, kennt  Bohnenberger  gar  nicht,  so  dass  also,  wie  ich 
glaube,  von  einer  Uebereinstimmung  beider  Methoden  nicht  die 
Rede  sein  kann,  wenn  auch  allerdings  meine  Auflösung  sehr  leicht 
zu  der  ßohnenberger’schen  Näherungsmethode  führt,  wie  ich  wei- 
ter unten  noch  besonders  bemerken  werde. 


n. 

Wir  wollen  uns  zwei  sich  schneidende  Kreise  (Taf.  IV.  Fig.4.) 
denken.  Der  eine  der  beiden  Durchschnittspunkte  sei  A , der 
andere  sei  D.  Von  dem  Durchschnittspunkte  A aus  ziehe  man 
eine  gerade  Linie,  welche  den  einen  der  beiden  Kreise  in  6,  den 
anderen  in  c schneidet.  Auf  diese  gerade  Linie  wird  sich  unsere 
folgende  Betrachtung  hauptsächlich  richten. 

Die  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  gehende  gerade 
Linie  nehmen  wir  als  Axe  der  x eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  xy  an,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  des  einen 
Kreises  ist.  Der  Halbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  angenommen  worden  ist,  sei  der 
Halbmesser  des  anderen  Kreises  seir.  Die  erste  Ooordinateoder  soge- 
nannte Abscisse  des  Mittelpunkts  dieses  letzteren  Kreises  sei  a,  und  es 
wird  der  Einfachheit  wegen,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden, 
verstattet  sein,  das  Coordinatensystem  so  anzunehmen,  dass  a 
positiv  ist.  Alles  dieses  vorausgesetzt,  sind  nun  die  Gleichungen 
der  beiden  Kreise: 

x2  + y‘2—Q2,  (ar—a)2-fy  *==>*; 

und  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y als  unbekannte  Gros- 
sen bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordinaten  der  zwei  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  Kreise.  Aus  der  zweiten  Gleichung 
ergiebt  sich  zuvorderst: 


x2  -f-  y* — 2clt  ^=r2 — a2 , 


also  wegen  der  ersten  Gleichung: 

p*— 2 ax=rt — fl2, 

woraus 

o*  + p*-r* 

*= 2a  ’ 
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Also  ist  wegen  der  ersten  Gleichung: 

« « « 4 (ö2  + p2—  r2)2 

y*  — qP—x*  = pQ—  ~-3- — — , 


d.  i. 


4n2 


tt  4q2p2 — (q2  -f  g2— r2)2 
^ 4a2 


woraus  man  mittelst  einer  allgemein  bekannten  Zerlegung  auch 

« _ (a+g-fr)  (a+Q—r)  (r+a—Q)  (g-f r-~a) 

J ~~  4a2 

erhält.  Bezeichnet  man  den  Flächeninhalt  des  aus  a,  p,  r als 
Seiten  gebildeten  Dreiecks  durch  \ , so  ist  bekanntlich 


Aa=  Jgfa+P+rXa-f  p— : r)(r+a— p)(p-fr— a). 


also 


ar= 


_4^2 


a^ 


y=± 


a 


und  wir-  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Coordiuaten  der  zwei 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  die  folgenden  Formeln: 


x 


a2+P2 — r*2 
- * 


y 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  Coordinaten  mit  dem 
oberen  Zeichen  dem  Punkte  A,  die  Coordinaten  mit  dem  unteren 
Zeichen  dem  Punkte  D entsprechen,  so  dass  also,  wenn  wir 
jene  Coordinaten  durch  xlt  yl;  diese  durch  x2>  2/a  bezeichnen: 


a2-f-p2— r2 

, 2A 

*i-  <2a  ’ * 

=+-^ 

«2-f  P2— T*2 

_ 2A 

j y*~ 

a 

ist. 


Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  A oder  (&i  yx ) gezoge- 
nen beliebigen  geraden  Linie  sei  jetzt 

y = Ax  + ß, 

so  ist,  weil  diese  Linie  durch  den  Punkt  (xx  yx)  geht, 

i 

yx—Axx+ß, 
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und  folglich 

y—y\-A(.x-x{) 
die  Gleichung  dieser  Linie. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
dieser  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  q be* 

\ schrieben  ist,  durch  x , y ; so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung 
die  beiden  Gleichungen: 

t 

x2  2/2—  y—yi  = A (x—xj. 

i 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y , so  erhält  man'  zur  Be- 
stimmung von  x die  Gleichung: 

\ * 

! . x2  + {A(x~xt)  +Jfi!*=e2. 

d.  i. 

. . , 'lAiHi-AxJ  ffi-Ayx-Axt)* 

x + l+A*  1+A1 

I 

1 

und  löst  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche 
Weise  auf,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 

i 

—A(v,-Ax,)±Y  (1  + AW-im-A^ . 

; x——  - 1 +A* 

Weil  aber  der  Punkt  (xl  yA  in  dem  mit  dem  Halbmesser  p bo- 
schriebenen  Kreise  liegt,  so  ist 

i ' V+Jfl  2=p*. 

also 

(»/!— ^x1)2=(1+^‘2)(j'i2|(/i2)  -(i/i— 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

. 

(1-f  A^q*— (y\~  Axi)*~  (Xi+Ayx  )a, 
folglich  nach  dem  Obigen 

i 

— Atyi— Axl)±(x1  +Ayt) 
x=z 

ergiebt.  Das  obere  Zeichen  liefert  x—xx , und  entspricht  folglich 
dem  Punkte  (xx  yx).  Will  man  also  die  erste  Coordinate  oder 
Abscisse  des  anderen  Durchschnittspunktes  unserer  geraden  Linie 
mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  q beschrieben  ist, 
haben,  so  muss  man  das  untere  Zeichen  nehmen,  wodurch  man 
für  diesen  Durchschnittspunkt 
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x i —Ax\) 

l+A* 


oder 


2(*i  +^yi) 

* *i  — - i + /4* 

erhält ; und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

y-yl=A(x-x1) 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  x , y die  Ausdrücke 

- r 2 (x1+4»/1)  _ 2 A^Xi+AyJ 

_ r r~A2  * y — y i — 


1 +A* 


Bezeichnen  wir  ferner  die  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
punkte unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem 
Halbmesser  r beschrieben  worden  ist,  wieder  durch  x , y selbst; 
so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  Gleichungen: 

i 

(x—  a)*-\-y*==r*,  y—yl  = A(x—ftx).  i 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y , so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung von  x die  Gleichung 

(x— o)2  + \A(x— xx)  + yi  \2  = r2 , 

d.  i. 


„ , 9 A(fh—Ax,)—a  r’i—a't-(yl—Axl)‘l . 

und  lost  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Art 
auf,  so  crgiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 

_ —[Aiyi—AxJ—ri+Sf  (1  + ^42)r2 — [yt  — A(xt — a) )*  , 

*"  1 +J*  , 

Weil  aber  der  Punkt  (xt  yt)  in  dem  mit  dem  Halbmesser  r be- 
schriebenen Kreise  legt,  so  ist 

(ar1-<a)*+y1*=r*. 


also 

(l+/4V-tyi-^(x1-a)|2=(H-J2)|(a;i— o)2+.y.2l-ly,-^(^1-fl)|'. 

t 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

' ’ (I  ‘ 

folglich  nach  dem  Obigen  * 


# 
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i ♦ 

— M&i—  ^i)~  ai-fclfo+^i)— a) 

*=  1+^2 

ergiebt.  Das  obere  Zeichen  liefert  xzxzxlt  und  entspricht  folg- 
lich dem  Punkte  (jpt  yx).  Will  man  also  die  erste  Coordinate 
oder  Abscisse  des  anderen  Durchschnittspunkts  unserer  geraden 
Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  r beschrie- 
ben worden  ist,  haben,  so  muss  man  das  untere Zeicheu  nehmen, 
wodurch  man  für  diesen  Durchscbnittspunkt 

aj+Ka:,  +4y,)— al 

x—  rp* 

f 

m 

oder 


X — xx  = 


2|a — (Xi  +Ayt)\ 

1-M2 


erhält;  und  weil  nun  nach  dem  Ohigen 


y—yi  = A(x—x  i) 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  x , y die  Ausdrücke : 

%a~{xx-\- Ayx)\  _ 62A{a-(x1  + Ayx)\ 

Xi~  i +a*  i+^i2 

Ist  jetzt  jetzt  b in  Taf.  IV.  Fi^.  4.  der  Durchschnittspunkt 
unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halb- 
messer q beschrieben  worden  ist,  dagegen  c in  derselben  Figur 
dfer  Durchschnittspunkt  dieser  geraden  Linie  mit  dem  Kreise, 
welcher  mit  dem  Halbmesser  r beschrieben  worden  ist,  und  be- 
zeichnen wir  die  Coordinaten  dieser  beiden  Punkte  respective 
durch  Xb,  yb  und  xc,  yc\  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

_ 2(<r,- -My,)  2 Afa+Ai/!) 

xb  xl—  i+A2  ’ yb~~y* — i+-A2 

und 


/ 


Xc — 


2(fl— (Xi+AyJ) 


» y*—y  i = 


‘lA\a—(xx+Ayx)\ 

i+A1 


Also  ist 


2 a _ 2 Aa 

Xb  Xc — A2  9 — 1^  * 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  b und  c 
oder  (xb  yb)  und  (xc  yc)  von  einander,  d.  i.  die  Linie  bc  in  Taf. 
IV.  Fig.  4.,  durch  E,  so  ist 

' % 1 

£*=  (xb--  xc)2+(yb— yc)2 , 
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d.  i.  nach  dem  Obigen 


-E*= 


4 a 


,2 


i+A2’ 


folglich,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bekanntlich 
a positiv  ist: 

E ,~7- 

JVl  + i2 

Von  dem  Punkte  D oder  ( x%  y%) , wollen  wir  uns  jetzt  auf 
die  durch  den  Punkt  A oder  {xx  yx)  gelegte  gerade  Linie  ein 
Perpendikel  gefällt  denken,  und  die  Länge  dieses  Perpendikels 
durch  P , die  Coordinaten  seines  Fusspunktes  in  der  in^  Rede 
stehenden  Linie  aber  durch  je,  V bezeichnen.  Die  Gleichung 
dieses  Perpendikels  ist  nach  den  Principien  der  analytischen 
Geometrie 

y 2/a  — * 

und  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  je,  y hat  man  daher  die 
beiden  Gleichungen: 

y-yi  = JÖr-ar|), 

y-y*—- 

oder 

y — — x\ ) > 


l 


y — yi  + (yi  ~-yt)  ~ ^ 


oder  auch 


y — ya“^CVi — ^2) — A[)C-~X2  (^i 


l 


-;ä  (*-**)• 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 


a 


xx — , 2/1  — 2/a  = 

ist;  so  werden  diese  Gleichungen: 

y—yx^Air—xj, 

y-y . + 


und 


y-s/i- 


A (f—xt)  * 

% 
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Also  ißt 


folglich 


Also  ist 


und 


‘ M I H I 


1+uJA _JL. 


l— 


4A 


a(y~y i) 


=-4»; 


44»A  4A 

F-yi=-o(|+/<1)*  y—, y*-a(i+^t)  • 


' 44A  ..  44» A 

jr_<E,_— " ^2),  y—g i-~—aQ+At) 


* • 


4^4  _ 

jr— ar, » F-^*— ä(T+4*j- 

• / 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Fusspunktes  des 
Perpendikels  P von  dem  Punkte  A oder  (xt  yt)  durch  Q ; so  ist 

Q*  = 0— *i)2  + (y—yi)2>  P2=(f— x2)2  + (y— y*)2; 

also  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet. 


ns lß^A9  /w_ 


16A3 


a2  (l-p.4*) 9 


woraus 


e=+ 


4JA 


p= 


4A 


aVl+4J’  aVT+42 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
Grösse,  A positiv  oder  negativ  ist. 


Weil  nun  nach  dem  Obigen 


r—  'iq 

V 1+4» 


st,  so  ist 
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E _ a» 

P~  2A’ 

und  daher  dieses  Verhältniss  ein  von  der  Lage  der  durch  den 
Punkt  A oder  yL)  gezogenen  geraden  Linie  unabhängiges, 
insofern  also  constantes  Verhältniss,  was  unmittelbar  zu  dem 
folgenden  geometrischen  Satze  führt:. 


Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Kreise  sich  schneideu,  und  man  von  dem 
einen  ihrer  beiden  Durchs ch nitts p unk te  aus  eine,  je* 
den  der  beiden  Kreise  ein  zweites  Mai  schneidende 

Serade  Liuie  zieht,  so  ist  das  Verhältniss  zwischen 
er  Entfernung  der  zwei  Durchschnittspunkte  dieser 

Seraden  Linie  mit  den  b eiden  Kreis  en  von  einanderund 
em  von  dem  anderen  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Kreise  auf  die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  gefall* 
ten  Perpendikel  von  der  Lage  der  geraden  Linie  un- 
abhängig, und  insofern  also  einconstantes  Verhältniss. 

Dies  ist  der  Satz,  von  dem  wir  im  Folgenden  eine  Anwen- 
dung auf  das  Rückwärtseinschneiden  mit  dem  Messtische  machen 
werden.  Vorher  wollen  wir  jedoch  die  folgenden  geometrischen 
Bemerkungen  dem  Vorhergehenden  noch  beifügen. 

Wenn  mau  aus  den  beiden  Gleichungen 

* "1 +A*’  V-a2(l-M4) 
die  Grosse  A9  eliminirt,  so  erhält  man  die  Relation 

4a*—  E*  _ «4 

Q2 

und  da  uun  nach  dem  Obigen 

E9_  a4 
4Ä* 

ist,  so  ist 

4a1 — E9  E * 

Q*  -p*’ 

woraus  sieh  die  bemerkenswerthe  Relation 

4a*P* =£*(/**+  Qz)  ' | 
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oder 

\ 

Eyf/n+Q-t 

2 P 

ergiebt. 

• 

Bezeichnen  wir  die  gemeinschaftliche  Sehne  der  beiden  Kreise 

durch  S,  so  ist . 

9 « • *. 

(*t  — *a)2+  (y,- y»)1, 

also  naeb  dem  Obigen 


-s*— (yi— y*)2—  ai  > 

folglich 

' > 

s-4*. 

a 

Daher  ist 

l 

2A  a?  2a  # 

2A""  5 * * 

also  nach  dem  Obigen 

E 2a 


oder 

E:P=2a:S, 

welche  Proportion  ein  Jeder  sogleich  wird  in  Worten  aussprechen 
können. 


Auch  ist 

a4  4a2  ' 

4A2~S2’ 

also  nach  dem  Obigen 


4a2 — £2  4a2 

Q2  S2 

woraus  sich 

* 
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£*S*=4a*(<S*-<?*). 

oder 

ES  | 

a~W 

ergiebt. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhält  man 

ES EV 1 « + Q* 

2 2P 

oder  #. . 

PS  = 

woraus  sich  leicht  die  nach  dem  pythagoreischen  Lehrsätze  sieb 
von  selbst  verstehende  Gleichung 

S*=P*+Q* 

ergiebt. 

Es  würden  sich  leicht  aus  dem  Obigen  noch  manche  andere 
Relationen  ableiten  lassen,  da  es  ja  bekannt  genug  ist,  Hass  sich  bei 
Untersuchungen  wie  die  vorhergehende  immer  eine  grosse  Menge 
mehr  oder  weniger  merkwürdiger  Relationen  ergeben,  deren  An- 
leitung oft  nur  ein  geringes  Verdienst  ist,  aber  dessenungeachtet 
als  ein  trefUiches  Uebungsmittel  fiir  Anlanger  jederzeit  einen  gros- 
sen Werth  hat.  Ich  will  mich  aber  bei  solchen  geometrischen 
Uebungen,  die  nur  den  grossen,  ia  unermesslichen  Reichthum 
der  Geometrie  zu  zeigen  geeignet  sind,  jetzt  nicht  länger  aufhal- 
ten,  sondern  nun  sogleich  zu  dem  wichtigen  praktischen  Gegen- 
stände übergeben,  welchem  das  Obige  zur  Vorbereitung  und 
Grundlage  dienen  sollte.  Eine  elementar-geometrische  Darstellung 
des  obigen  Gegenstandes,  bei  dessen  Entwickelung  ich  mich  hier 
absichtlich  der  analytischen  Geometrie  bedient  habe,  von  befreun- 
deter Hand , mit  noch  manchen  anderen  Bemerkungen,  werde  ich 

den  Lesern  des  Archivs  vielleicht  bald  mitzutheilen  im  Stande  sein. 

• , 

III. 

In  Taf.  IV.  Fig.  5.  seien  jetzt  A,  B,  C die  drei  auf  dem 
Messtische  gegebenen,  den  Punkten  2t,  J&,  <L  auf  dem  Felde  ent- 
sprechenden Punkte,  und  D sei  der  auf  dem  Messtische  zu  fin- 
dende vierte,  dem  Punkte  JD  auf  dem  Felde,  in  w*elchem  der 
Messtisch  aufgestellt  worden  ist,  entsprechende  Punkt.  Die  ge- 
genseitige Lage  der  drei  Punkte  2(,  93,  <£  auf  dem  Felde  sei  eine 
solche,  dass  dem  in  & stehenden,  mit  dem  Gesicht  nach  2t  ge- 
kehrten Beobachter,  der  Punkt  2t  zwischen  den  Punkten  l}$  und 
<£  liegend  erscheint.  Zugleich  denke  man  sich  auf  dem  Mess- 
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tische  die  beiden  bekannten,  durch  A,  B,  D und  durch  A,  C,  D 
sehenden  Kreise  beschrieben,  was  Alles  so  -allgemein  bekannt  ist, 
dass  es  hier  noch  weiter  zu  erläutern  ganz  unzweckmässig  und 
unnöthig  sein  würde.  Eine  beliebige  durch  A gezogene  gerade 
Linie  schneide  den  Kreis,  in  welchem  B liegt,  in  6,  den  Kreis,  in 
welchem  C liegt,  in  c.  Praktisch  erhält  man  zwei  Punkte  wie  b 
und  c sehr  leicht,  wenn  man  bei  ganz  beliebiger  Lage  des  Tisch- 
blattes die  Kippregel  an  A legt  und  nach  2t  visirt,  dann  die 
Kippregel  an  B legt  und  nach  23  visirt,  und  den  Durchschnitts* 
punLt  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  ^Visirlinien  bestimmt, 
was  einen  Punkt  b giebt;  dann  legt  man,  natürlich  bei  ganz  un- 
rerrückter  Lage  des  Tisches,  die  Kippregel  auch  an  C,  visirt  nach 
<£,  und  bestimmt  den  Durchschnittspunkt  dieser  Visirlinie  mit  der 
schon  vorher  erhaltenen  durch  A genenden  Visirlinie,  so  giebt  dies 
einen  Punkt  c.  Der  Grund  dieses  einfachen  Verfahrens  erhellet 
auf  der  Stelle,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  die  Winkel  AbB  und 
AcC  auf  dem  Tische  respective  den  Winkeln  2ÜD33  und  2ü£<£  auf 
dem  Felde,  denen  bekanntlich  auch  die  Winkel  ADB  und  ADC 
auf  dem  Tische  gleich  sind,  mit  einer  hier  völlig  ausreichenden 
Genauigkeit  gleich  sind,  wenigstens  bei  Entfernungen  der  Punkte 
H,  23,  <£  von  dem  in  2D  aufgestellten  Tische,  welche  gegen  die 
Dimensionen  des  Tisches  als  verschwindend  betrachtet  werden 
können.  Auf  diese  Weise  kann  man  sich  also  immer  leicht  und 
mit  der  grössten  Sauberkeit  zwei  Punkte  wie  b und  c verschaffen. 
Die  Visirlinien,  welche  diese  Punkte  geben,  wird  man  nie  völlig 
ausziehen,  da  es  zunächst  nur  auf  die  Bestimmung  zweier  sol- 
cher Punkte  wie  6 und  c selbst  ankommt. 

Grösserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  im  Folgenden,  was 
in  der  Praxis  gewiss  immer  verstattet  sein  wird,  annehmen,  dass 
bei  der  Bestimmung  der  Punkte  6 und  c nach  dem  vorhergehen- 
den Verfahren  der  Messtisch  schon  so  weit  orientirt  sei,  dass 


wenn  auch,  theoretisch  genommen,  die  Betrachtung  des  Falls,  wo 
A zwischen  b und  c liegt,  keiner  besonderen  »Schwierigkeit  unter- 
liegen würde,  was  wir  aber  füglich  dem  Leser  überlassen  können. 
Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  im  Folgenden,  wenn  zwei  Paare 
von  Punkten  wie  6,  c,  die  wir  durch  b,  c und  6',  c*'  bezeichnen 
wollen,  auf  dem  Messtische  gegeben  sind,  diese  beiden  Paare  bc 
und  6'c'  symmetrisch  oder  unsymmetrisch  gegen  A liegend 
nennen,  jenachdem  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander 


Ab  ^ Ac,  Ab ' ^Ac‘ 


oder 


Ab  ^ Ac,  Ab'  ^ Ac' 


ist,  was  sich  bei  praktischen  Operationen  immer  auf  der  Stelle 
wird  erkennen  lassen. 
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\ 

«r 

Wenn  man  die  oben  beschriebene  Operation  bei  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  des  Tisch blattes  vornimmt,  so  kann  man  sich 
leicht  zwei  solche  Paare  von  Punkten  wie  bc  und  b'c'  verschaf- 
fen, und  dass  dies  geschehen  sei,  wollen  wir  von  nun  an  voraus- 
setzen.  Dies  aber  vorausgesetzt,  erhellet  aus  einer  blossen  Be- 
trachtung von  Taf.  IV.  Fig.  5.  auf  der  Stelle,  dass,  jenacbdem 
die  beiden  Paare  bc  und  oV  gegen  A symmetrisch  oder  unsym- 
metrisch liegen,  der  gesuchte  Punkt  D nicht  zwischen  den  beiden, 
natürlich  stets  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  bc  und  6V, 
oder  zwischen  diesen  beiden  stets  gehörig  verlängert  gedachten 
Linien  liegt.  Hat  sich  aber  aus  einer  nach  den  vorhergehenden 
Regeln  äusserst  leicht  anzustellenden  Beurtheilung  ergeben,  dass 
der  gesuchte  Punkt  D nicht  zwischen  den  beiden  immer  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  bc  und  b'c'  liegt,  und  daher  auf 
einer  und  derselben  Seite  dieser  beiden  Linien  gesucht  werden 
muss,  so  erhellet  sowohl  aus  einer  blossen  Betrachtung  von  Taf. 
IV.  Fig.  5.,  als  auch  aus  dem  in  II.  bewiesenen  geometrischen 
Lehrsätze,  nach  welchem  die  von  dem  Punkte  D auf  die  Linien 
bc  und  b'c'  gelallten  Perpendikel  zu  diesen  Linien  selbst  ein 
und  dasselbe  constante  Verhältniss  haben,  dass  der  Punkt  D im- 
mer auf  der  Seite  der  kleineren  der  beiden  Linien  bc  und  b'd 
gesucht  werden  muss,  auf  welcher  die  grössere  dieser  beiden 
'Linien  nicht  liegt. 

« 

Denken  wir  uns  jetzt  durch  die  beiden  Punkte  A und  D eine 
gerade  Linie  gezogen,  so  erhellet  durch  eine  ganz  einfache  geo- 
metrische Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  die  beiden  von  einem  jeden 
ganz  beliebigen  Punkte  in  dieser  Linie  auf  die  gehörig  verlängert 
gedachten  Linien  a6und  «'£' gefällten  Perpendikel  in  demselben  Ver- 
hältnisse zu  einander  stehen  wie  die  beiden  von  dem  Punkte  D auf 
die  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  gefällten  Per* 

Eendikel.  Also  werden  nach  dem  in  II.  bewiesenen  geometrischen 
iehrsatze  die  beiden  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  in  der 
durch  A und  D gehenden  geraden  Linie  auf  die  beiden  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b ' gelallten  Perpendikel 
sich  jederzeit  eben  so  zueinander  verhalten,  wie  beziehungsweise 
die  beiden  Linien  ab  und  a'b ' sich  selbst  zu  einander  verhalten; 
und  bestimmt  man  also,  nachdem  man  nach  dem  Vorhergehenden 
die  Lage  des  Punktes  Z),  und  demnach  auch  überhaupt  die  Lage 
der  Linie  AD , gegen  die  beiden  gehörig  verlängert  gedachten  Li- 
nien ab  und  a'b'  bereits  ermittelt  hat,  entweder  nach  dem  Augen- 
roaasse  oder  durch  genaue  geometrische  Construction  einen  Punkt 
auf  dem  Messtische  so  , dass  dessen  Entfernungen  von  den  ge- 
hörig verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  sich  eben  so  zu 
einander  verhalten , wie  beziehungsweise  die  Linien  ab  und  a'b' 
sich  selbst  zu  einander  verhalten,  so  wird  der  auf  diese  Weise 
erhaltene  Punkt  ein  Punkt  in  der  durch  A und  D gehenden  ge- 
raden Linie  sein.  Legt  man  also  dann  die  Kippregel  an  diesen 
Punkt  und  an  den  Punkt  A an,  und  orientirt  hierauf  das  Tisch- 
blatt nach  21,  so  wird  dasselbe  richtig  orientirt  sein,  und  dann 
also  auch  ferner  der  Punkt  D selbst  leicht  erhalten  werden  kön- 
nen, wenn  man  nur  die  Kippregel  an  ß oder  C legt,  und  respec- 
tive  nach  ö oder  <£  visirt,  was  allgemein  genug  bekannt  ist,  als 
dass  es  hier  noch  einer  weiteren  Ausführung  beäürfte. 
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Man  kann,  wenn  es  der  Raum  auf  dem  Tischblatte  zulässt 
und  es  überhaupt  als  zweckmässig  erscheint,  worüber  sich  im 
Allgemeinen  nichts  festsetzen  lässt,  den  in  Rede  stehenden  Punkt 
auf  dem  Tische  auch  so  bestimmen,  dass  seine  Entfernungen  von 
den  gehörig  verlängert  bedachten  Linien  ab  und  a'b*  diesen  bei- 
den Linien  ab  und  a'b'  ueziehungsweise  gleich  sind. 

Ein  hinreichend  geübtes  Augenmaass  wird*  glaube  ich,  bei  der 
Bestimmung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  meistens  ausreichen; 
aber  auch  wenn  man  sich  darauf  nicht  verlassen  wollte  oder  könnte, 
würde  dieser  Punkt  stets  durch  eine  genaue  geometrische  Con- 
struction  erhalten  werden  können,  die  in  der  Ausführung  so  leicht 
und  einfach  ist,  dass  man  wohl  noch  wagen  darf,  sie  den  bei 
Messtischoperationen  auf  dem  Felde  beschäftigten  praktischen 
Geometern  aufzubürden.  Man  braucht  ja  bloss  auf  den  gehörigen 
Seiten  der  Linien  ab  und  a'b1  in  Entfernungen,?  von  denselben, 
die  entweder  diesen  Linien  selbst,  oder  gewissen,  mittelst  des, 
Zirkels  zu  bestimmenden,  gleichvielten  aliquoten  Theilen,  oder 
endlich  auch  gewissen  Gleichvielfachen  derselben  gleich  sind,  mit 
Hülfe  von  Lineal  und  Dreieck  mit  den  Linien  ab  und  a'b ' zwei 
Parallellinien  zu  ziehen  und  deren  Durchschnittspunkt  zu  bestim- 
men, welcher  der  gesuchte,  zur  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
erforderliche  Punkt  sein  wird.  .Jedoch  wird,  wie  gesagt,  gewiss 
in  den  meisten  Fällen  ein  geübtes  Augenmaass  ausreichen,  wenn 
man  namentlich  die  vorhergehende  Methode  als  eine  successive 
Annäherungsmethode  betrachtet,  die  nur  erst  nach  einigen  Wieder- 
holungen zu  einer  vollständig  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
führt.  Auch  werden,  noch  manche  Vortheile  jedem  in  der  An- 
wendung des  Rückwärtseinsch  neidend  schon  geübten  Praktiker  sich 
gewiss  ganz  von  selbst  ergeben. 

Wenn  die  Linien  bc  und  b‘ & sich  beide  auf  einen  Punkt 
zusammenziehen,  so  wird  dies  jederzeit  ein  sicheres  Zeichen 
sein,  dass  die  vier  Punkte  A . B , C,  D auf  einer  und  derselben 
Kreisperipherie  liegen,  und  daher  die  Aufgahe  eine  unbestimmte 
ist*).  Zöge  sich  dagegen  nur  die  eine  der  beiden  Linien  bc  und 
b'c*  auf  einen  Punkt  zusammen,  so  würde  eben  dieser  Punkt  der 
gesuchte  Punkt  D,  und  eine  weitere  Fortsetzung  der  Operation 
daher  nicht  nöthig  sein. 

Wenn  man  die  Linien  bc  und  b‘ c*  näherungsweise  als  ein- 
ander parallel  anzusehen  sich  berechtigt  halten  darf,  und  diesel- 
ben symmetrisch  gegen  den  Punkt  A liegen,  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  aus  dem  Obigen  so- 
gleich, dass  der  Durchschnittspunkt  der  gehörig  verlängerten  Li- 
nien bb‘  und  c&  näherungsweise  der  oben  angegebenen  Bedingung 


*)  Da  nämlich  bc  und  b‘c* jetzt  Funkte  sind,  die  wir  durch  (^c‘) 
and  (b‘  C')  bezeichnen  wollen,  so  geht  der  durch  A , B , D beschriebene 
Kreis  durch  die  Funkte  J,  B%  D , ( bc ),  (#'£'),  der  durch  A , C,  D beschrie- 
bene Kreis  durch  die  Funkte  C , /?,  (0c),  (A'C').  Also  gehen  beide 
Kreise  durch  dieselben  vier  Funkte  .4,  D ( bc ),  (0'C'),  und  fallen  daher 
mit  einander  zusammen. 

Thcil  XVI.  15 
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rucksichtlich  seiner  Entfernungen  von  den  Linien  bc  und  b'c'  ge- 
nügen wird,  und  daher  zur  näherungsweisen  Orientirung  des  Mess- 
tisches in  der  oben  angegebenen  Weise  benutzt  werden  kann. 
Können  dagegen  die  Linien  bc  und  b'c1  näherungsweise  als  ein- 
ander parallel  betrachtet  werden,  und  liegen  unsymmetrisch  gegen 
den  Punkt  A,  so  erhellet  eben  so  leicht  wie  vorher,  dass  wieder 
der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb * und  cc‘  zur  nähe- 
rungsweisen Orientirung  des  Messtisches  benutzt  werden  kann. 
Wie  es  nach  dem  Obigen  bekanntlich  erforderlich  ist,  liegt  der 
Durchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb'  und  c&  im  ersten  Falle 
nicht  zwischen  den  beiden  Linien  bc  und  b'c im  zweiten  Falle 
dagegen  zwischen  diesen  beiden  Linien.  Dies  ist  eigentlich  im 
Wesentlichen  die  oben  erwähnte,  von  Bohnenberger  ange- 
gebene Näherungsmethode,  die,  wie  es  uns  scheint,  in  der  von 
uns  oben  entwickelten  genauen  Methode  ihren  wahren  Grund  bat. 

Leber  die  obige  Methode  uns  noch  weiter  zu  verbreiten,  oder 
dieselbe,  wie  vielleicht  mancher  Praktiker  wünschen  möchte,  für 
den  praktischen  Gebrauch  hier  nochmals  im  Zusammenhänge  dar- 
zustellen, halten  wir  für  unnüthig.  Auch  wird  der  wahre,  theore- 
tisch gehörig  gebildete  Praktiker  gewiss  selbst  leicht  noch  auf 
manche  erweiterte  Anwendungen  unserer  Methode  kommen.  Ich 
erwähne  daher  nur  noch  zum  Schluss,  dass  ich  die  in  II.  gege- 
benen Entwickelungen  hier  absichtlich  auf  demselben  Wege  gege- 
ben habe,  welcher  mich  zu  denselben  geführt  hat,  nämlich  im 
Gewände  der  analytischen  G'eometrie.  Vielleicht  ist  eine  einfache 
elementare  Darstellung  durch  die  synthetische  Geometrie  möglich, 
der  ich,  wrenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  haben  sollte*), 

Sern  einen  Platz  im  Archive  einräumen  würde,  und  daher  die 
ieser  dieser  Zeitschrift  zu  einer  desfallsigcn  Untersuchung  auf- 
zufordern  mir  erlauben  möchte,  weil  ich  allerdings  der  Meinuog 
bin,  dass  die  aus  den  in  11.  angestellten  theoretischen  Betrachtungen  in 
III.  hergeleitete  praktische  Methode  des  Rückwärtseinschneidens 
mit  dem  Messtiscne  ihrer  Einfachheit  wegeu  wohl  verdient,  dass 
sie  durch  eine  hinreichend  elementare  und  leichte  theoretische 
Betrachtung  auch  in  ihren  Gründen  einer  möglichst  grossen  An- 
zahl von  Praktikern  zugänglich  gemacht  werde. 


*)  Dass  dazu  Hoffnung  vorhanden  ist,  habe  ich  ohen  schon  bemerkt. 
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Heber  eine  neue  Art,  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung*  und  Polarisation  des 
Lichtes  in  optisch  zweiaxigen  Medien 

darzustellen. 

Von 

Herrn  Dr.  Beer, 

Privatdorenfen  an  der  Universität  zu  Bonn. 


Das  Bedürfnis  von  Modellen  bei  dem  Studium  der  Doppel- 
Brechung  hat  sich  unter  Anderem  durch  die  Ertindung  verschiedener 
Darstellungs- Arten  der  Wellenfiäche  optisch  zweiaxiger  Krystalle 
bekundet.  Unter  diesen  sind  als  die  vollkommensten  diejenigen 
Modelle  zu  betrachten,  welche  sich  nach  den  wichtigsten  Schnitten 
jener  Fläche  aus  einander  schlagen  lassen,  und  deren  Masse  den 
zwischen  den  beiden  Schalen  der  Fläche  befindlichen  Raum  aus- 
föüt,  so  dass  sie  in  ihrer  Convexität  und  Concavität  eine  vollstan- 
die  Vorstellung  der  Weilenform  vermitteln.  Eine  andere  Art  be- 
steht aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  durch  die  innere 
Schale  oder  durch  einen  Theii  derselben,  z.  B.  einen  Octanten, 
und  durch  die  Hauptschnitte,  der  andere  durch  die  äussere  Schale 
begrenzt  wird.  Noch  einfacher  ist  die  Darstellung  mittelst  Plat- 
ten von  Pappe,  auf  denen  Schnitte  der  Fläche  gezeichnet  sind, 
oder  mittelst  Drähten,  die  den  Umfang  solcher  Schnitte  angeben. 
Dieser  Aufsatz  ist  der  Angabe  einer  neuen  Art,  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung  und  Polarisation  des  Lichtes  in  doppelbrechenden 
Mitteln  sowohl  mittelst  eines  leicht  herzustellenden  Modelles,  als 
auch  mittelst  der  Zeichnung  darzustellen,  gewidmet.  Wir  schicken 
der  Beschreibung  einige  begründende  mathematische  Betrachtun- 
gen voraus. 

15  * 
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1.  Die  Geschwindigkeiten  vx  und  v2,  mit  welchen  sich  zwei 
parallele  ebene  Wellen  in  einem  optisch  zweiaxigen  Mittel  nach 
der  Richtung  ihrer  gemeinsamen  Normale  fortpflanzen , werden  be- 
kanntlich aus  folgenden  Gleichungen  gefunden : x 

1)  t?xa=J+ 1 cos(ma  -f-  «a) , 2)  r22=s-f<cos(M1— i^). 

Le<*en  wir  in  Taf.  V.  Fig.  1.  durch  einen  Punkt  0 als  Mittelpunkt  zwei 
Gerade  AXAX  und  A2  A2  nach  den  Richtungen  der  beiden  optischen 
Axen  für  ebene  Wellen  (der  wahren  optischen  Axen),  so  bedeuten  ux 
und  % die  Winkel,  welche  eine  durch  O mit  der  gemeinsamen 
Normafeder  beiden  Fronten  parallel  gelegte  gerade  Linie  OiV  bezüg- 
lich mit  OAx  und  OA2  bildet;  der  Werth  von«  ist  immer  positiv, 
während  t,  absolut  genommen  kleiner  als  s,  positiv  wird,  wenn 
die  Halhirungs- Linie  des  Winkels  AxOA2  mit  der  Axe  der  klein- 
sten Elasticität,  und  negativ  wird,  wenn  sie  mit  der  Axe  der  gröss- 
ten Eiasticität  zusammenfallt.  Die  Schwingungen  der  Willen- 
Front,  deren  Geschwindigkeit  vx  ist,  stehen  auf  ON  senkrecht 
und  liegen  in  einer  Ebene,  welche  durch  ON  gehend,  den  Winkel 
N des  körperlichen  Dreiecks  AXNA2  halbirt.  Die  Schwingun- 
gen der  zweiten  Welle  stehen  auf  denen  der  ersten  senkrecht 
und  liegen  wie  jene  in  der  Wellen -Ebene.  Bezeichnen  wir  den 
Winkel,  welcher  von  der  Normale  ON  und  der  Linie  OA'2  ein- 
geschlossen wird,  durch  v2,  so  wird  180°*,  und  an  die 

Stelle  der  Gleichung  2)  können  wir  die  folgende  treten  lassen : 

fl 

i 

2')  = s — tCOS(tlx  -f  1*2 ')• 

Der  Ort  der  Normalen  nun,  für  welche  vx  denselben  Werth  be- 
sitzt, d.  i.  der  Normalen,  deren  erste  Wellen -Ebenen  sich  mit 
gleicher  Geschwindigkeit  in  dem  krystallinischen  Mittel  fortpflan- 
zen, ist  offenbar  eiu  Kegel  des  zweiten  Grades,  dessen  Spitze  in 
O liegt,  dessen  Axe  mit  der  Halbirungs- Linie  des  Winkels  Ax  OA2 
coincidirt,  und  dessen  Brenn-Linien  die  optischen AxenAxAx'  undA^A'^ 
sind.  Ebenso  bildet  andererseits  die  stetige  Aufeinanderfolge  der  Nor- 
malen, deren  zweite  Wellen-Fronten  sich  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit 1*2  fortbewegen,  einen  elliptischen  Kegel,  dessen  Mittel- 
punkt O ist,  dessen  Haupt-Axe  den  Winke-  AxOA2> halbirt,  und 
dessen  Focal-Linien  die  Geraden  AXAX  und  A2A2'  sind.  Die  bei- 
den erwähnten  Kegel  sind  hiernach  confocal  und  stehen  mit  ihren 
Hauptaxen  auf  einander  senkrecht.  Einem  jeden  anderen  Werthe 
von  vx  und  v2  entspricht  ein  anderer  Kegel  der  ersten  und  der 
zweiten  Art;  wir  erhalten  also  zwei  Gruppen  confocaler  Kegel- 
flächen, die  wir  Geschwindigkeits-Kegel  nennen  wollen.  Die 
Entwicklung  der  Gleichungen  dieser  Kegel  ist  leicht;  es  handle 
sich  z.  B.  um  die  Herstellung  der  Gleichung  für  die  Kegel  der 
ersten  Gruppe.  - Wir  lassen  die  z -Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinaten -Systemes  mit  der  Halbirungs -Linie  des  Winkels 
AlOA2,  die  .r-Axe  mit  der  Halbirungs-Linie  des  Winkels  Ax  OA^ 
zusammenfallen;  es  kommt  alsdann  die  y- Axe  auf  die  Ebene  der 
optischen  Axen  senkrecht  zu  stehen.  Da  nun  für  sämintliche 
Seiten  eines  Kegels  der  ersten  Gruppe  als  Normale  ebener  Wellen 
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denselben  Werth  behalten  soll,  so  hat  man,  unter  l eine  die 
Rolle  des  Parameters  spielende  Constante  verstanden,  die  kleiner 
als  cos Ax  OA2  ist. 


Bezeichnen  wir  die  Entfernung  eines  Punktes  des  Kegels  vom 
Anfangs -Punkte  O durch  r,  seine  Coordinaten  durch  x,  y und  *, 
sowie  den  Winkel  A i OA2  durch  2w,  so  ist,  wie  leicht  einzusehen. 


Hieraus  und  aus  der  so  eben  gefundenen  Relation  zwischen  costq 
und  cost/3  ergibt  sich  für  die  Gleichung  des  Kegels  vom  Parame- 
ter / die  folgende: 

' Kx  ==— **(l-K)(cos2n— /)-^3(l-/2)  + 22(l~/)(cos2n-/)=:0. 

Auf  ganz  demselben  Wege  Gndet  man  die  folgende  Gleichung  der 
zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits  - Kegel  : 

#*(1— /)  (cos2?«-f-/)  -\-y 2 (l—/2)— i2(l-i/)  (cos2n-f- 1)  =0. 

Es  ist  hier  l immer  negativ  und  kleiner  als  — cos2w  zu  nehmen ; 
aber  weder  für  die  Kegel  Kx , noch  für  K2  darf  der  Grosse  l als 
einem  Cosinus  ein  Werth  beigelegt  werden,  der,  absolut  genom- 
men, die  Einheit  übersteigt. 

Die  Hauptaxe  der  Kegel  Kx  fällt  ersichtlich  mit  der  z-Axe 
zusammen,  halbirt  also  den  Winkel  AxOA2,  während  die  der 
Kegel  K2  den  Winkel  Ax0A2  in  zwei  gleiche  Theile  theilt.  Dass 
sänimtliche  Kegel  die  optischen  Axen  als  Focal- Linien  besitzen, 
geht  aus  dem  Umstande  hervor,  dass  die  Summe  der  Winkel,  den 
eine  Seite  der  Kegel  mit  jenen  Geraden  einschliesst,  für  densel- 
ben Kegel  eine  constante  Grösse  behält.  Für  die  erste  Grupp® 
besteht  ein  Grenz -Kegel,  derjenige  nämlich,  dessen  Parameter 
/den  Werth  cos2rc  hat,  in  den  Stücken  A1OA2  und  Ax  OA2'  der 
Ebene  xz;  die  andere  Grenze  ist  die  Ebene  xv;  dieser  entspricht 
als  Parameter  /=  — 1.  Die  Grenzen  der  Kegel  K2  sind  die 
Stücke  AY0A2  und  A20Ax  de*  Ebene  der  optischen  Axen,  für 
l=z — cos2n,  und  der  Hauptschnitt  yz , für  /= — 1. 

2.  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  Halbirungs- Linie  des 
Winkels  AxOA2  die  Axe  der  kleinsten  optischen  Elasticität,  als- 
dann ergibt  sich  für  die  erste  Grenze  der  Kegel  Kx  das  Qua- 
drat der  Fortpllanzungs- Geschwindigkeit  + fcos2w.  Dasselbe 

nimmt  an  Grösse  für  die  folgenden  Kegel  immer  mehr  ab  und 
erreicht  an  der  zweiten  Grenze  den  Minimums -Werth  s — t.  Die 
dem  ersten  Grenz  - Kegel  der  zweiten  Gruppe  entsprechende  Ge- 


cos(m!  -f  1*2)  = /, 


woraus  sich  ergibt: 


COS Mj2  -f!C0SW2a  — 2/.COSMj  cos«2  = 1 — ‘Z2. 


Digltized  by  Google 


226 


schwindigkeit  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung  «22=s+fco827i ; sie 
wächst,  während  sich  die  Geschwindigkeits-Kegel  erweitern,  und  ihr 
Quadrat  nähert  sich  dem  Maximum  s + t,  welches  an  der  zweiten 
Grenze  erreicht  wird.  Alles  dies  gilt,  abgesehen  davon,  ob  der 
Winkel  AlOA2  spitz  oder  stumpf  oder  ein  Rechter  ist,  also  für 
positive  und  negative  Krystalle  und  für  den  Üebergangsfall,  in 
welchem  die  beiden  optischen Axeh  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Aus  den  in  1.  gemachten  Bemerkungen  über  die  Oscillations- 
Ebene  der  Wellen  folgt,  dass  die  Schwingungen,  welche  einem 
Geschwindigkeits- Kegel  entsprechen,  nacli  den  Richtungen  sei- 
ner Normalen  vor  sich  gehen. 

3.  Fallen  die  beiden  optischen  Axen  Ax  A x und  A2A2  in 
die  z-Axe,  diese  immer  als  Axe  der  kleinsten  Elasticität  gedacht, 
so  ist  das  Mittel  optisch  einaxig  und  positiv.  Es  kann  alsdann 
von  der  zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits -Kegel  nicht  mehr 
die  Rede  sein;  v2*  behält  den  constanten  Werth  s-f-£  und  ent- 
spricht den  ordentlichen  Wellen,  deren  Schwingungsrichtungen 
auf  der  einzigen  optischen  Axe  senkrecht  stehen.  Die  Gleichung 
der  Kegel  Kx  gestaltet  sich  nun  in: 


(*2+y*)Q+Q-z*  (1-0=0. 

Die  Kegel  Kx  gehen  in  Rotations-Kegel  über,  deren  Axen  mit 
der  optischen  Axe  zusammenfallen.  Für  den  einen  Grenzkegel, 
welcher  hier  die  optische  Axe  ist,  erlangt  auch  den  Werth 
s-f  /.  Indem  sich  die  Kegel  öffnen,  wird  es  kleiner  und  erreicht 
an  der  zweiten  Grenze,  in  dem  auf  der  Axe  senkrechten  Haupt- 
schnitte, das  Minimum  s — t. 

Wir  überheben  uns  der  Betrachtung  des  Falles,  wo  beide 
Axen  AlAl/  und  A2A2  in  die  #-Axe  fallen,  da  dann  das  Mittel 
in  ein  optisch  einaxiges  negatives  übergeht. 

4.  Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  mitgetheilten  Be- 
trachtungen über  die  Fortpflanzungs-Geschwindigkeiten  und  Oscil- 
lations-Ebenen  der  Wellen- Fronten  übertragen  sich  ohne  Weite- 
res auf  dieselben  Attribute  der  Licht-Strahlen,  wenn  wir  an  die 
Stelle  der  wahren  optischen  Axen  die  scheinbaren , an  die  Stelle 
der  Normale  einer  Lichtwelle  die  Richtung  des  Strahles  treten 
lassen.  Wir  erhalten,  dem  Früheren  analog,  Geschwindigkeits- 
Keitel  des  zweiten  Grades,  deren  Brennlinien  die  scheinbaren 
optischen  Axen  (die  optischen  Axen  für  Strahlen)  sind,  und  die 
den  einzelnen  Seiten  eines  solchen  Kegels  entsprechende  Oscil- 
lations-Ebene  ist  eine  Normal-Ebene  dieser  Fläcne. 

5.  Um  ö als  Mittelpunkt  werde  eine  Kugel  S von  dem  Ra- 
dius I gelegt.  Diese  Kugel  wird  von  den  Geschwindigkeits- 
Kegeln  Kv  für  ebene  Wellen  in  zwei  Gruppen  confocaler  sphäri- 
scher Ellipsen  Ex  geschnitten , deren  gemeinsame  doppelte  Ex- 
centricitäten  bezüglich  die  ßogfen  AXA2  und  Ay  A2  grösster  Kreise 
sind.  Zwei  andere  Gruppen  solcher  sphärischer  Linien  erhal- 
ten wir  als  Durchschnitte  der  Kugel  .S  und  der  Kegel  K2\  die 
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gemeinsamen  Brennpunkte  derselben  sind  einerseits  Ax  und  A%\ 
andererseits  A2  und  Ax\  Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 


wo  man  dann  hat: 


y2>  a2>0*. 


Die  Projectionen  der  Curven  Ex  und  E2  auf  die  drei  Hauptschnittc 
werden  nun  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt: 


Wir  ersehen  hieraus: 

Erstens,  dass  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit». 
Curven  (so  nämlich  wollen  wir  die  sphärischen  Ellipsen  nennen) 
auf  die  Ebene  der  optischen  Axen  (die  Ebene  xz)  in  zwei  Rei- 
hen von  Ellipsen  bestehen,  deren  Axen  mit  den  Coordinaten- 
Axen  zusammenfallen,  und  die  den  Schnitt  xz  der  Kugel  im  All- 
gemeinen schneiden.  Die  eine  Grenz-Curve  der  ersten  Reihe, 
welche  den  Curven  Ex  entspricht,  ist  die  Axe  der  x,  die  andere 
Grenz-Curve  der  Schnitt  xz  der  Kugel.  Sämmtliche  Durchschnitts- 
Punkte  dieser  Curven  und  des  Schnittes  xz  der  Kugel  sind  auf 
den  Kreis-Bogen  AXA2  und  A2AX‘  belindlich.  Die  erste  Grenze 
der  zweiten  Reihe,  die  zu  den  Curven  E2  gehört,  ist  die  z-Axe, 
die  zweite  wiederum  der  Schnitt  arider  Kugel;  die  Durchschnitte 
dieser  Ellipsen  und  der  Kugel  liegen  auf  den  Kreis-Bogen  AXA% 
und  AXA%'. 
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Zweitens.  Die  Projectionen  der ' Geschwindigkeit»  - Curven 
auf  die  Ebene  ocy  besteben  erstlich  aus  einem  System  von  Etlip* 
sen,  die,  einander  umschliessend,  zu  Grenzen  haben  einerseits 
den  Kreis,  in  welchem  die  Kugel  von  der  Projeetions  Ebene  ge- 
' schnitten  wird,  andererseits  die  Verbindungslinie  der  Projectio- 
nen und  a2  der t Brennpunkte  der  sphärischen  Ellipsen  (der 
Durchschnittspunkte  der  optischen  Axen  und  der  Kugel  S).  Diese 
N Ellipsen  entsprechen  den  Curven  Ex ; ihre  Axen  fallen  mit  den 
Coordinaten-Axen  zusammen.  Der  Gruppe  E2  entspricht  ein  Sy 
stom  von  Hyperbeln,  deren  reelle  Axe  in  die  ar-Axe  fällt,  und 
deren  eine  Grenze  die  y-Axe,  deren  andere  die  über  a,  und  a.x 

hinaus  gelegenen  Theile  der  #-Axe  sind. 

' * 

Drittens.  Die  Curven  Ex  stellen  sich  in  ihren  Projectionen 
auf  die  Ebene  yz  als  Hyperbeln  dar,  deren  reelle  Axen  mit  der 
z-Axe  zusammenfalleru  Die  Grenzen  derselben  sind  die  über  ßx 
und  ß.2,  den  Projectionen  der  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellip- 
sen, hinausgelegenen  Theile  der  z-Axe  und  die  y- Axe.  Die*  Cor- 
ven  E2  endlich  projiciren  sich  als  Ellipsen  mit  gleich  gerichteten 
Axen,  deren  Grenzen  der  Schnitt  yz  der  Kugel  und  das  »Stück 
ßißi  der  z-Axe  sind. 

6.  Die  gewonnenen  Resultate  liefern  uns  nun  folgende  neue 
Darstellungsart  der  Gesetze,  nach  welchen  die  Licht-Bewegung 
in  doppplbrechenden  Körpern  vor  sich  geht.  Auf  eine  Kugel  tra- 
. gen  wir  die  Durchschnitte  Ax , A2,  Ax  und  A2  der  optischen 
Axen  auf  und  beschreiben  auf  derselben  eine  Anzahl  der  sphäri- 
schen Ellipsen  Et  und  E2,  deren  Brennpunkte  in  Ax  und  so- 
wie in  Ax  und  A2  liegen.  Die  Operation  bei  der  Zeichnung  die-  ] 
ser  Curven  ist  durchaus  gleichlaufend  mit  derjenigen,  welche  man 
bei  dem  Zeichnen  ebener  Ellipsen  vorzunehmen  hat,  mag  man 
uun  einzelne  Punkte  der  Linien  construiren,  oder  diese  mit  Hülfe 
zweier  Stifte  und  eines  Fadens  ohne  Ende  verzeichnen.  Zur  Un- 
terscheidung weisen  wir  einer  jeden  der  beiden  Gruppen  Ex  und 
E.2  ihre  eigene  Tinte  an , und  wir  wählen  die  gegenseitigen  Ent- 
fernungen der  Curven  so,  dass  sie  die  Oberfläche  der  Kugel  mög- 
lichst gleichförmig  und  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptschnitte  sym- 
metrisch in  viereckige  Felder  theilen.  Die  so  erhaltenen  Geschwin- 
digkeits-Curven  geben  uns  die  Richtungen  gleicher  Fortpflanzungs- 
Geschwindigkeiten  ebener  Wellen  und  gewähren  uns  ein  Bild  von 
den  Gesetzen  der  Polarisation  in  einem  zweiaxigen  Krystalle. 
Nach  den  Richtungen  aller  Radien  nämlich,  welche  in  den  Punk- 
ten einer  der  Curven  auslaufen,  pflanzen  sich  diejenigen  VVellen- 
Fronten  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  deren  Schwingungs- 
Richtungen  auf  jenen  Radien  und  gleichzeitig  auf  der  Curve  senk- 
recht stehen.  Um  aber  eine  Anschaunng  von  der  Art  und  Weise 
zu  erlangen,  w ie  jene  Geschwindigkeit  von  einer  Curve  zur  anderen 
wächst  oder  abnimmt,  können  wir  eines  der  beiden  Verfahren 
anwenden,  deren  Beschreibung  wir  folgen  lassen.  Wir  können 
erstlich  zu  beiden  Seiten  des  Durchschnittes  P zweier  Curven  Ex 
und  E2  der  beiden  Systeme  nach  der  Richtung  der  Tangente  an 
die  eine  Curve  Stücke  auftragen,  die  der  Geschwindigkeit  der 
anderen  Curve  proportional  sind,  und  diese  Operation  in  allen 
Knotenpunkten  aer  Systeme  wiederholen.  Der  Ueberblick  wird 
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erleichtert,  und  es  wird  dem  Geschmacke  dadurch  Rechnung  ge- 
tragen, dass  man  über  den  auf  die  angegebene  Art  erhaltenen 
kleinen  Geraden  als  Axen  Ellipsen  construirt.  Die  Axen  einer 
solchen  kleinen  Ellipse  sind  alsaann  den  Axen  der  Durchschnitts- 
Curve  parallel  und  proportional,  in  welchen  die  mit  der  Kugel 
concentrisch  gedachte  Elasticitäts- Fläche  von  einer  Diamentral- 
Ebene  geschnitten  wird,  die  mit  der  Ebene  parallel  ist,  welche 
die  Kugel  in  dem  Mittelpunkte  P der  Ellipse  berührt;  diese  ist 
aber  die  zu  OP  als  Normalen  gehörige  Wellen -Front.  Ein  zweites 
Verfahren,  die  Grössen  der  Fortpflanzungs-Geschwindigkeit  dar- 
zustellen, besteht  darin,  dass  man  die  Dicke  der  einzelnen  Ge- 
schwindigkeits-Curven  der  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeit  pro- 
portional macht.  Dies  letztere  Verfahren  ist  für  die  Zeichnung  das 
einzige  mit  Vortheil  anwendbare.  Um  aber  eine  descriptive  Darstellung 
der  Gesetze  der  Lichtbewegung  in  optisch  zweiaxigen  Krystallen  zu 
erhalten , projiciren  w ir  die  beschriebener  Weise  gezeichneten  Ge- 
schwindigkeits  Curven  aut  die  Hauptschnitte  des  doppeltbrechen- 
den Mittels,  wobei  die  Bemerkungen  der  fünften  Nummer  ihre 
Anwendung  finden.  Die  beigegebenen  Figuren  Taf.  V.  Fig.  2.,  3.  und  4. 
sind  solche  descriptive  Darstellungen  der  Bewegung  und  Polarisatioo 
ebener  Lichtwellen  in  einem  positiven  zweiaxigen  Krystalle,  des- 
sen optische  Axen  einen  Winkel  von  c.  00°  einsch Hessen. 


Wir  halten  es  für  überflüssig,  der  leicht  zu  findenden  Modi- 
ficationen  zu  erwähnen,  welche  an  dem  qben  beschriebenen  Ver- 
fahren in  dem  Falle  einaxiger  Medien  anzubringen  sind.  Schliess- 
lich bemerken  wir  noch,  dass  man  zur  Demonstration  der  Gesetze, 
welche  die  Fortpflanzung  der  Strahlen,  sowie  deren  Oscillations- 
Ebenen  befolgen,  keines  neuen  Modelies  bedarf.  Unter  den  Punk- 
ten Al  etc.  braucht  man  nur  sich  die  Durchgänge  der  schein- 
baren optischen  Axen  zu  denken;  die  kleinen  Ellipsen  sind  als- 
dann den  mit  ihren  parallelen  Durchschnitten  des  Ellipsoides, 
welches  Fresnel  bei  seiner  Construction  der  Wellenfläche  zu 
Grunde  legte,  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  Die  Schwingungs- 
Richtungen  der  Strahlen  kann  man  nur  mit  Hülfe  der  Wellenfläche 
bequem  darstellen;  sie  liegen  in  dieser  Fläche  und  stehen  auf 
deren  Durchschnitten  mit  den  Geschwindigkeits-Kegeln  für  Strah- 
len senkrecht 
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XXI. 

Elementare  Ableitung  der  Reihe  (Sr 
die  Berechnung  des  Bogens  aus  sei- 
ner Tangente. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlömilch 

r 

zu  Dresden. 


In  Taf.  V.  Fig.  5.  sei,  für  den  Halbmesser  AC=1, 

Are  AQ=a,  Are  AP=b; 

A F=tana=«,  AU—t&nb^ß; 

\ 

mithin 

UV= ra— 

wobei  6 zur  Abkürzung  dient;  es  ist  dann 

tana— tan6  a — 8 

MP—  tan(«  b)  = 1+ tana,tanT  = 1+c^ 
oder,  wenn  statt  cc  gesetzt  wird  0-f-d: 

1)  MP=  S 


1 + (ß  + S)ß 


fc,  Ferner  hat  man  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel 


1 
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NQ  = sin(<i— b)  ■= 


V (1  + tan2«)  (l  -f  tan26) 
a — ß 

VTi  + «*)(i+^)  ’ 


oder  wegen  a — ß -f-  d : 


2)  ‘ 


NQz=-—=, 


V[.l+(/J+4)*][l+^J 


Der  Bogen  liegt  aber  immer  zwischen  seiner  Tangente  und  seinem 
Sinus;  es  ist  desshalb 

MP>  XtcPQ  > NQy 

also  nach  dem  Vorigen: 


l+ON-W  > ArcPQ>  VTt+(fJ+«)*][l+^l‘ 

i 

Diese  Ungleichung  lässt  sich  leicht  stärker  machen  und  zugleich 
vereinfachen;  schreiben  wir  nämlich  linker  Hand  ß statt  ß-fd,  so 
wird  der  Nenner  kleiner  und  mithin  der  ohnehin  schon  zu  grosse 
Quotient  noch  grösser;  setzen  wir  rechter  Hand  (ß  ~|-  d)2  für  ß‘2> 
so  nimmt  der  Nenner  zu  und  dei  zu  kleine  Quotient  wird  noch 
kleiner.  So  haben  wir 

ö ö 

3)  i+J2 ^ AtcPQ > i+03+ä)* ' 

Wenn  jetzt  von  einem  Bogen  AB  (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  Tangente 
Ab—T  gegeben  ist,  so  theile  man  dieselbe  in  eine  Anzahl  glei- 
cher Theile  und  setze  einen  solchen  Theil 


4) 


Zieht  man  von  jedem  Theilpunkte  eine  Gerade  nach  dem  Mittel- 
punkte C,  so  zerfällt  der  Bogen  AB  in  n kleine  Bögen,  die  wir 
der  Reihe  nach  s{,  s2,  $3 sn  nennen  wollen.  Für  jeden  sol- 
chen Bogen  benutzen  wir  die  Ungleichung  3)  ' [/3  = ö , d,  2d,  

,..(n — l)d]  und  erhalten  so 


ö d 

r > **  > 1+32’ 


I +<s» 


1-f  22d2’ 
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a 


6 

]+32d*' 


^ ^ T” i 


l+(w-l)2<*2^  •"  ^ 1 + nW 

Ferner  durch  Addition  dieser  Ungleichungen: 

6 6 6 6, 

1 + l + la32+  1 + 2*d»  +-  + I+(n-l)*a» 

> Arcdß> 

a a , a a 

l + l1di+  l + 22di+  1 + W*  + "+  1 + nW  ' 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  erste  Summe  mit  Z4  und 
die  zweite  mit  2%,  also 


2X  > Arc^lZ?  > 2% , 


so  ist 


£i~2* -3~  i + (7iä)»_ 3— 1+ r* 

7*2  f3  1 

= i + r*  • »7’ 

und  hieraus  geht  hervor,  dass  die  Differenz  2t — 2^  gegen  die 
Null  convergirt,  wenn  n unendlich  wächst,  dass  also  2l  und  Z2 
sich  einer  und  derselben  Gränze  nähern  müssen.  Für  unendlich 
wachsende  n geht  daher  die  vorige  Ungleichung  in  die  Gleichung 

Lim2\  = Arc.4Z?=  LimX2 

über,  wofür  wir  nun  schreiben  können: 

a _ a»  r i a a a ) 

5)  Arc/IZ*=Lim  |2^2  + 1 -f-  2aa^  ^ " ^ 1-f  w2(T2j  * 

X 

Will  man  statt  dieser  allgemeinen  Formel  eine  speziellere,  welche 
zwar  nicht  auf  jeden  Bogen  passt,  aber  dafür  vom  Zeichen  Lim 
befreit  ist,  so  benutze  man  die  Formel 

| _|_  gl  •—l  92  + 94~vH 

welche  jedoch  nur  für  ächt  gebrochene  q gilt,  und  die  also  nur 
anwendbar  ist,  wenn  die  Grössen  d,  2d,  3A,...  rad  sämmtlich  klei- 
ner als  die  Einheit  sind.  Diese  Eigenschaft  iindet  statt,  wenn 
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die  grösste  von  ihne/i,  nämlich  nö=zT,  weniger  als  Eins  beträgt, 
und  es  findet  sich  nun  für  7"<1: 


Are  JfcdLim 


d(l°+2°  +3°-f + w°) 

-<53(l2-F22  + 32+  ....  + n2) 

-f  d5(l4-p24-f34  + ....  -F  w4) 


Setzt  man  statt  ö seinen  Werth  — und  berücksichtigt  den  Satz, 
dass  für  unendlich  wachsende  n und  ein  positives  ganzes  k 

_ , + +nk_  1 

Lim  7?+l  + 1 

ist,  wovon  ich  jüngst  einen  völlig  elementaren  Beweis  gegeben  habe 
(Archiv  Tbl.  XlV.  Nr.  XXIX.  S.  452.)  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 

&tcAb=\t— 


oder  für 


6) 


T<  1 


Are AB=zuf  also  T=tanu: 
[«=  j-tann—  jtan3tt-f  ^-tan6n  — .... 


71 


0 <“<4 


TC 


n 


Da  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes  j-  gilt  und  für  u<  -j 
beide  Seiten  derselben  für  sich  betrachtet,  endlich  bleiben,  so 


71 


muss,  nach  einer  bekannten  Schlussweise,  auch  für  u=jnoch 


7t 


Gleichheit  bestehen;  dagegen  hört  dieselhe  für  u >4  auf,  weil 
dann  die  Reihe  divergirt;  Im  letzteren  Falle  kann  man  sich  aber 

TC 

leicht  dadurch  helfen,  dass  man  das  Complement  v ein- 

TT 

führt,  welches  nun  in  der  That  ist;  man  hat  jetzt 


11  1 

t>  = y- tanc  — ^ tan  r-f  g-  tanör — 

7t 


Digitized  by  Google 


234 
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oder 


d.  i. 


7) 


2 — u=  j cot  u — ^ cot3#  -f  ^ cot6  ti  — 


7t 

Z 


r 7t  i 1 1 1 A. 

[U=2 — c j'cotu — jcot3«  -fg  cot5«  — 


n n 

2>u>4 


71 


Für  w = y vereinigen  sich  beide  Formeln  zur  Leibnitz’scheu 
Reihe. 


7t 


Will  man  die  Euler’sche  Doppelreihe  für  y ableiten,  so 
braucht  man  nur  zu  beachten,  dass  für  tan.r  = ^-und  tany=  j 


tan(#r  fy) 


2 + 3 
1 2 '3 


1, 


und  mithin  x-\ry=  y wird. 

« 

Die  hier  mitgetheilte  Ableitung  der  Formel  6)  bietet  den 
nicht  unerheblichen  Vortheil,  eben  sowohl  von  der  unsicheren 
Methode  der  unbestimmten  Koeflizienten , als  von  der  Einmischung 
imaginärer  Grössen  frei  zu  sein,  und  sie  dürfte  sich  desshalb  als 
ein  für  etwas  gereiftere  Schüler  gewiss  interessanter  Anhang  zur 
Trigonometrie  empfehlen.  Dass  das  ganze  Verfahren  nichts  wei- 
ter als  eine  maskirte  Integration  ist,  wird  man  hoffentlich  nicht 
tadeln,  sind  doch  die  elementaren  Quadraturen  des  Kreises  der 
Parabel  etc.  auch  nichts  Anderes;  ganz  abgesehen  aber  von  der 
wissenschaftlichen  Berechtigung  oder  Nichtberechtigung  solcher 
Herleitungen,  bleibt  ihnen  doch  noch  ein  didaktischer  Werth  ver- 
möge ihrer  Anschaulichkeit  und  geometrischen  Durchsichtigkeit, 
, die  sie  selbst  demjenigen  empfiehlt,  der  die  expeditiveren  Me- 
thoden der  höheren  Analysis  kennt. 
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Bemerkung  zu  dem  Aufsatze  VII. 

in  Theil  XV. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlö milch 

zu  Dresden. 


Auf  Seite  232.  des  genannten  Aufsatzes  gelangt  Herr  Pro- 
fessor Franke  zu  der  Behauptung,  dass  aus  der  Continuität 
einer  Funktion  F(x)  die  Continuität  ihrer  Abgeleiteten  Ff(x)  folge, 
wenn  in  beiden  Funktionen  x auf  dasselbe  Intervall  beschränkt 
wird.  Dieses  Ergebniss  ist  aber,  wenigstens  in  seiner  Allgemein- 
heit, völlig  unrichtig,  und  es  lassen  sich  nicht  weniger  als  unend- 
lich viele  Funktionen  linden,  die  selbst  stetig  sind,  deren  Diffe- 
renzialquotienten  dagegen  Unterbrechungen  der  Continuität  erlei- 
den*, so  z.  B. 


F(x)  = | {x— 1)*  =|  vix-i)2,  y 

* 

F'(x) = (*-1)-;=-^ ; 

V(x — 1 ) 

die  erste  Funktion  bleibt  hier  stets  continuirlich , die  zweite  aber 
wird  diskontinuirlich  an  der  Stelle  x=z  1;  denn  bezeichnen  w’irmit 

§ und  s ein  paar  unendlich  abnehmende  Grössen,  so  ist 

• \ 

4 

F'(i— a»)=h — ? — =-^=-06, 

V(— da)  Ö 


■ I 

I 
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F'(l  + «*)=-i-^ — = + 7=  + ®; 

V(  + «s)  f 

die  Derivirte  F'(x)  springt  demnach  an  der  Steile  x = i aus 
nach  -f  Qo  über.  Diese  analytischen  Bemerkungen  rechtfertigen 
sich  auch  geometrisch,  wenn  man  berücksichtigt,  dass,  wenn 
y — F(x)  die  Gleichung  einer  Curve  ist, 

F\x)  = tanx 

i 

sein  muss,  wo  x den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  berührende 
Gerade  imPunkte  xy  mit  dem  positiven  Theile  der  Abscissenacbse 
einschliesst.  Nun  charakterisirt  aber  die  Gleichung 

bekanntlich  eine  Neil’sche  Parabel,  welche  in  Taf.  V.  Fig. 7.  ge- 
zeichnet ist  (OA  = 1,  OB=  und  mithin  ist 


ta'nx  = . 

V(*~  l) 

I 

I 

Die  Curve  bildet  einen  ununterbrochenen  Zug  mit  dem 
Rückkehrpunkte  A und  verläuft  demnach  durchaus  stetig.  Was 
aber  tanx  anbelangt,  so  ist  der  Werth  davon  negativ  für  x<l, 
also  x stumpf,  nämlich 


r^^PSX; 

für  #>1  wird  tanx  positiv,  also  x spitz,  nämlich 

t^jSP'S’X; 

nun  giebt  aber  schon  die  Figur  zu  erkennen,  dass  x abnimmt,  wenn 
man  x von  Null  aus  wachsen  lässt*,  der  Winkel  x geht  also  aus 
dem  zweiten  Quadranten  in  den  ersten  über,  indem  er  bei 


x = ] = OA 


den  Werth 


2"  n erhält; 


bekanntlich  wird  aber  die  Tangente  dis* 
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kontinuirlich  *)  an  der  Steile  und  so  zeigt  sich  auch  hier  auf 
ganz  elementarem  Wege  die  Discontinuität  von 

tan  t = F'(x) . 

* i 

Die  Behauptung  des  Herrn  Professor  Franke  ist  übrigens  die 
unrichtige  Umkehrung  des  richtigen  Satzes,  dass  aus  der  Conti- 
nuität von  F\x)  die  Continuität  der  ursprünglichen  Funktion  F(x) 
folgt,  und  es  liegt,  in  dieser  Bemerkung  zugleich  die  Aufklärung 
des  eingeschlichenen  Irrthumes. 

Was  endlich  das  Cauchy’sche  Criterium  für  die  Gültigkeit  des 
Mac  Laurin’schen  Theoremes  betrifft,  so  ist  dasselbe  unrichtig, 
weil  es  die  Gültigkeit  dieses  Theoremes  nur  an  die  Continuität 
von  F(x)  und  F'(x ) (für  reelle  und  complexe  Variabein)  knüpft; 
durch  die  Weglassung  der  Continuität  von  F\x),  welche  sich  Herr 
Professor  Franke  erlauben  zu  können  glaubt,  wird  aber  das 
Cauchy’scbe  Criterium  noch  unrichtiger;  clie  richtige  Formulirung 
desselben  erfordert  die  Continuität  der  Funktion  F(x ) und  aller 
ihrer  Abgeleiteten  F'(x) , F"(x)  in  inf. , wie  ich  in  dem  ersten 
Aufsatze  meiner  Mathematischen  Abhandlungen  (Dessau 
1850)  gezeigt  habe. 


*)  M.  s.  mein  Handbuch  der  algebraischen  Analysis.  $.  7, 


4 
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Einige  geometrische  Aufgaben. 


Von 

Herrn  Ligowski, 

Oberfeuerwerker  im  7.  Artillerie-Regiment,  commandirt  bei  der  Artille- 

rie-Priifungs-Conimission  zu  Berlin. 


Aufgabe  1.  Eine  Linie  von  der  Länge  a beweet 
sich  zwischen  den  Sehenkeln  eines  rechten  Winkels 
so,  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  den 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Curve  finden,  welche 
durch  die  auf  einander  folgenden  Durchschnitts- 
punkte der  geraden  Linie  entsteht. 

Losung.  AB  (Taf.  V.  Fig.  8.)  sei  irgend  eine  Lage  der 
Linie  a.  Winkel  ABC=ct. 

AC—u,  BC—v ; 

u=asina,  © = acosa. 

•Bekanntlich  ist  die  Gleichung  der  Linie  a: 


oder  für  u und  v ihre  Werthe  gesetzt: 


JL+_£L 

sin«  cosa 


Um  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  zu  erhalten,  hat  man 
die  Gleichung  (1)  nach  ct  zu  differenziiren  und  dann  aus  (1)  und 
der  durch  Differenziiren  erhaltenen  Gleichung  a zu  eliminiren. 


- 
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Differenziirt  man  die  Gleichung  (1)  nach  a,  so  erhält  mau 


(2) 


ycosct  #sin«_ 
sinaa  cos«a 


0, 


oder  auch 


(3) 


ycosa3 = #sin«3 . 


Damit  sich  die  Elimination  leicht  ausführen  lasse,  verfahre 
man  auf  folgende  Weise. 

ln  (3)  setze  man  1— sina2  statt  cos«2,  so  ergiebt  sich: 
ycosa=  (^cosa  arsin«)  sina2 ; 
dividirt  man  diese  Gleichung  durch  sinacosa,  so  entsteht: 


3L={JL.JL\si 


sin«“1 


sin«  Vsi,la  T cos«/ 
oder,  da  nach  Gleichung  (1)  der  eine  Factor  rechts  =<*  ist: 

V 


= as\na‘ 


und 


(4)  . 


sin« 


— =sin«3. 
a 


Wird  in  (3.)  nun  1 — cos«2  statt  sin«2  gesetzt  und  eben  so  wie 
oben  verfahren , so  erhält  man 


(5) 


X 3 

— =cos«<*, 
a 


Um  nun  « zu  eliminiren,  potenzire  man  (4)  und  (5)  mit  % und 
addire  dann  beide  Gleichungen,  wodurch 

(6)  (l),+  ©=l 

entsteht , welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 


Aufgabe  II.  Eine  Linie  von  der  Länge  a\b  be- 
wegt sich  zwischen  den  Schenkeln  eines  rechten  Win- 
kels so,  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  den 

Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Gleichung  der  Curve 

* ' * 


4 
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finden,  welche  ein  Punkt  derLinie  beschreibt,  der  um 
dieLänge  a von  dem  En d punkte  derselben  entfernt  ist 

Lösung.  AB  (Taf.  V.  Fig.  9.)  sei  irgend  eine  Lage-  der 
Linie,  M der  die  Curve  beschreibende  Punkt. 

i 

AM—  a,  MBz=.b,  CP—x,  und  PM~y; 

Winkel  ABC=a. 

Man  hat 

(1)  — =cosa 
« 

und 

(2)  f=sin  a. 

Quadrirt  man  die  Gleichungen  (l)  und  (2)  und  addirt  sie  dann, 
so  entsteht 


(3) 


^ i 

<Z2  + p— 


welches  bekanntlich  die  Gleichung  der  Ellipse  ist. 

Anmerkung.  Ist  wie  in  Taf.  V.  Fig.  lö.  M der  be- 
schreibende Punkt  in  der  Verlängerung  von  AB  gegeben,  so  ent- 
steht ebenfalls  eine  Ellipse. 

Es  ist  wie  oben: 


also  auch  wieder 


— = cos«  und 
a 


.V 

-6 


= sina, 


*! . g!_i 

«2  + ffh 


Diese  Aufgabe  II.  ist  ein  specieller  Fall  des  Lehrsatzes, 
den  Herr  Professor  Pross  in  Nr.  XXXIV.  des  6.  Bandes  dieses 
Archivs  gegeben  hat. 
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Vebimgsaiifgabeii  für  Schüler. 


Man  soll  diejenige  Curve  bestimmen,  welche  die  Krümmungs- 
mittelpunkte  einer  gegebenen  Curve  bilden,  sobald  die  letztere 
auf  der  Abscissenachse  oder  einer  Parallelen  dazu  fortgewälzt 
wird.  — Aus  der  Kettenlinie  z.  B.  entsteht  auf  diese  Weise  eine 
Parabel  mit  demselben  Parameter,  aus  der  Cycloide  ein  Kreis, 
dessen  Halbmesser  das  Vierfache  von  dem  Halbmesser  des  erzeu- 
genden Kreises  ist. 

4 

l * 4 

♦ 


I 

I 


I 

Miscellen. 

Noch  eine  Auflösuug  des  Problem»  des  Rückwärts- 
ein  schneid  c n s mittelst  des  Messtisches.  Von  dein  Heraus- 
geber. 

Es  wird  Fig.  11.  auf  Taf.  V.  leicht  ohne  weitere  Erläuterung 
für  sich  verständlich  sein. 

Die  an  dem  Stationspunktc  D liegenden  Winkel  ADC  und 
BDC  wollen  wir  der  Kürze  wegen  resiiective  durch  a und  ß be- 
zeichnen. Sind  nun  E und  F die  Durcnschnittspunkte  der  Linien 
Bl)  und  AD  mit  den  um  die  Dreiecke  ACD  und  BCD  beschrie- 
benen Kreisen,  so  ist,  wenn  man  AE , CE  und  BF , CF  zieht, 
offenbar 
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<'AEC=ct,  Z.BFC=ß. 

Ferner  ist 


Z CAE  = Z CDE  = Z BDC=  ß 

und,  weil 

Z CBF+  Z CDF=  Z ADC+  Z 67>F=  180° 
ist,  so  ist 

Z CBF=^.ADC=:ct. 

Ueberlegt  man  nun  noch,  dass  D der  Durchschniitspunkt  der 
beiden  Linien  AF  und  BE  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar  die  folgende  Bestimmungsweise  des  Punk- 
tes D mittelst  des  Messtisches,  wobei  die  den  Punkten  A , ß, 
C auf  dem  Tische  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Felde  durch 
A',  B’9  C bezeichnet  werden  sollen. 

I.  Man  lege  die  Kippregel  an  AC9  orientire  den  Tisch  nach 
C9  drehe  sodann  die  Kippregel  um  At  visire  nach  B',  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Linie  AE.  Hierauf  lege  man  die  Kipp- 
regel an  EA 9 orientire  den  Tisch  nach  Ä9  lege  die  Kippregel  au 
C,  visire  nach  C und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  CE.  Der 
Durchsclmittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien 
AE  und  CE  ist  der  Punkt  E auf  dem  Tische. 

II.  Man  lege  die  Kippregel  an  BC9  orientire  den  Tisch  nach 
C9  drehe  sodann  die  Kippregel  um  B,  visire  nach  Ä9  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Linie  BF.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel 
an  FB,  orientire  den  Tisch  nach  B'f  lege  die  Kippregel  an  C, 
visire  nach  C und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  Cr.  Der  Dutch- 
schnittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien  BF 
und  CF  ist  der  Punkt  F*  auf  dem  Tische. 

III.  Zieht  man  nun  die  Linien  BE  und  AF,  so  ist  deren 
Durchschnittspunkt  der  gesuchte  Punkt  D auf  dem  Messtische. 

Ich  habe  die  erste  Idee  zu  dieser  Auflösung  des  Problems 
des  Rückwärtseinschneidens  aus  dem  Traite  de  navigation 
par  V.  Caillet.  Tome  I.  Brest.  1848.  8.  p.  261.  entlehnt, 
glaube  aber  durch  meine  obige  Darstellung  derselben,  wodurch 
sie,  wie  es  mir  scheint,  für  die  Anwendung  in  der  Praxis  wohl 
geeignet  werden  dürfte,  die  sich  a.  a.  O.  nicht  findet,  auch  ein 
kleines  Eigenthumsrecht  an  ihr  beanspruchen  zu  dürfen. 
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Heber  die  Gleichung  (Archiv.  Theil  XII.  S.  293.).  'welcher 
angeblich  keine  complexe  Zahl  genügt.  Von  dem  Herrn  Doctor 

R.  Baltzcr,  Oberlehrer  an  der  Kreuzochule  zu  Dresden. 

/ 

Das  Staunen  über  eine  unerwartete  Erscheinung,  welche  aus 
guter  Quelle  berichtet  wird,  pflegt  die  Geister  sofort  zur  Frage 
nach  dem  Zusammenhang  derselben  anzutreiben,  ohne  dem  Zweifel 
viel  Raum  zu  lassen,  ob  auch  der  Thatbestand  frei  von  Täu- 
schungen ermittelt  sei.  Glüsklicherweise  hat  ein  gewandter  Rech- 
ner es  sich  nicht  verdriessen  lassen,  in  Beziehung  auf  die  Glei- 
chung des  Herrn  Prof.  Sch  lö  milch,  welcher  angeblich  keine  com- 
plexe Zahl  genügt,  die  Thatfrage  zu  erheben,  und  hat  durch 
Anwendung  der  gewöhnlichen  Methoden  complexe  Zahlen  gefun- 
den, welche  der  gegebenen  Gleichung  wirklich  genügen.  Herr 
Dr.  Claussen,  dem  wir  diese  Arbeit  verdanken  (Archiv.  XIII. 
S.  334.),  vermuthet  deshalb  einen  Irrthum  in  dem  merkwürdigen 
Aufsätze  des  Herrn  Prof.  Sch  lö  milch. 

In  der  That  halt  der  übrigens  schön  angelegte  Beweis  in 
einem  Punkte  nicht  Stich,  dass  nämlich 

b b b 

a2-f62  («  + l)2  + 62  + (a-f2)2  + 62 

\ 

und  mehr  als 

oder  a = oo  verschwinde.  Die  letzte 
Folgerung  ist  nur  richtig,  wenn  a positiv.  Ist  dagegen  a negativ 
(wie  in  den  von  Clausen  berechneten  Werthen),  so  kann  der 
zweite  Nenner  kleiner  als  der  erste  sein,  mithin  der  zweite  Bruch 
den  ersten  überwiegen  und  die  untere  Grenze  negativ  werden,  wor- 
aus die  Möglichkeit  des  Verschwindens  der  Reihe  einleuchtet. 


allgemein  weniger  als 
sei,  und  folglich  nur  für  6=0 


i 


I 


I 


Druckfehler  im  15ten  Theile. 

S.  147.  Z.  12.  von  unten  statt  „neue“  setze  man  „nur“. 

S.  166.  - 14.  „ oben  „ „ihr“  „ „ „ihm“. 

S.  169.  • 8.  „ unten  „ „Ereignisse“  setze  man  „Ergeb- 

nis s e“, 

S.  172.  - 8.  „ „ vor  „auf“  setze  man  „bis“. 

S.  182.  - 2.  „ „ statt  „Zu“  „ „ „In“. 

S.  196.  - 18.  „ „ „ „Richtung“  setzeman  „Reihung“. 
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Geometrische  Aufgaben. 

Von 

Herrn  S.  E.  Baltrusch 

zu  Danzig. 


I. 


Vier  Gerade  gehen  durch  einen  Punkt  und  begren- 
zen drei  gegebene  Winkel  in  einer  Ebene;  man  soll 
eine  Gerade  ziehen,  die  jene  vier  Geraden  so  schneide, 
dass  die  beiden  äusseren  Abschnitte  derselben  gege-. 
benen  Grossengleich  seien.  (Taf.  VI.  Fig.  1.). 

Annahme:  Die  gegebenen  Winkel  seien  AOB  — a,  BOC—ß, 
und  COD=y ; die  gegebenen  Abschnitte  AB—a,  CI)~c. 


Konstruktion.  Beschreibe  über  c einen  Bogen,  welcher 
den  gegebenen  Winkel  y fasst;  mache  Winkel  CDG-=ißt  GDH 
= Ziehe  durch  G zur  CD  eine  Parallele  GK,  mache  GK=a , 
verlängere  KG , welche  den  Kreis  in  J treffe,  und  beschreibe 
durch  die  drei  Punkte  K,  J , K einen  Kreis,  welcher  die  CD  in 
A und  E schneide;  ziehe  AH , HE , welche  den  ersten  Kreis  in 
0 und  O'  treffen;  endlich  ziehe  GO , GO ',  welche  der  CD  in 
B,  F begegnen;  so  begrenzen  AO BO,  CO,  DO  die  drei  ge- 
gebenen Winkel  a,  ß,  y , und  die  Abschnitte  AB—a , CD—c  der 
AD  sind  gegeben. 

Aehnliches  gilt  von  dem  Punkte  O' ; denn  es  ist  auch 


■ 


FO'E—u,  DOC=y ; 

ch  ist  der  Abschnitt  FE  der  FC  der  gegebenen  a gleich. 
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Beweis. 


KAU—  HOG  — ct , 


also  AK  parallel  BG ; daher 

ABzzzKG—a,  BOC=CO'G=ß,  * und  COD~y; 

also  leistet  der  Punkt  O das  Verlangte. 

Aber  auch  der  Punkt  O ' erfüllt  die  geforderten  Bedingungen. 
Denn  HEK  — HO' G = a;  also  EK  parallel  FG , und  JK  parallel 
AF ; daher  EF—GK—a , und  hieraus  folgt  DE=BC.  Die  letzte 
Behauptung  wird  in  folgendem  »Satze  erwiesen. 

Satz. 

Der  Kreis  M schneide  den  Kreis  m in  P , /*;  ziehe 
die  Sekante  AB  beliebig,  welche  den  ersten  Kreis  in 
At  A\  den  anderen  in  C,  C treffe;  die  Sehnen  AP , PA! 
durchschneiden  den  Kreis  in  in  O,  O'.  (Taf.  VI.  Fig.  2.). 

a)  Macht  man  nun  BC=A'C',  zieht  BO,  welche  den 
Kreis  m in  D schneide,  und  die  DO',  welche  die  AÄ  in 
B‘  treffe:  so  ist  AB  — ÄB\ 

Denn  für  die  Transversale  AP  ist  in  Bezug  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  BA'E  folgende  Gleichung 

i 

1)  BO.EP.A'A  = BA.AP.EO ; 

für  die  Transversale  B'D  in  Bezug  auf  dasselbe  Dreieck  BA'E 
ist  die  Gleichung 

2)  BD.EO'.A'B'=BB'.A'O.ED. 

Ferner  ist 

3)  PE.EO^OE.ED, 

und 

/ 

4)  OB.BD  =z(CB.BCz=l  CA'.A'C)  = 0‘A'.  t'P . 

Wenn  man  das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2)  d irch  das  Pro« 
dukt  der  Gleichungen  3)  und  4)  diviairt,  so  erhält  n an 

AA  AB'z=:AB.BB'; 

7 i 

also 

• . 

AB : A‘Bf  = AA‘  •BB’  z=-AB  + BA’:  BA‘  + A B - BA  .BA 

I * 

daher 


AB  - A B' . 
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b)  Es  ist  FDP ' parallel  AB , und  AF  parallel  BD* 
Denn 


AOB= DPP—  FPP=z  FAP; 

• \ 

also  AF  parallel  BO.  Ferner  ist 

APP*=:  P DO'=PlFA ; 
also  AF  parallel  DB1;  und  da  AA—  BB! ; so  ist 

UFAA^kDBB'-, 

also  AF—BD;  daher  ist  ABDF  ein  Parallelogramm.  Folglich 
ist  die  Behauptung  erwiesen. 

c)  Macht  man  AB=zAB';  so  ist  2?C=  CA.  Denn 

1)  BO  EP.  A'A = BA.AP.E  O ; 

2)  B DEO.  AB'  = BB.AO.ED ; 

3)  PE.E  O'  = OE.ED ; 

4)  AB'rsAB. 

Das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2),  durch  das  Produkt  der 
Gleichungen  3)  und  4)  dividirt,  giebt 

B O.BD.AA = A'O'.A'P.BB' . 

Es  ist  aber  AA—BB1',  daher  ist 

BO.BD^zA'&.A'P. 

Nun  ist 


DB.BOz=CBBC , 

und  ' 

0‘A,.AtP=CA9.AtC,  CB.BC  = CA.AC . 

Daraus  folgt 

BC.AC  — AC:BC . 

Wäre  nun  BC  nicht  —AP,  so  müsste  BC  entweder  > 
oder  < AC  sein;  wenn  BC^>AC  wäre,  so  müsste  auch 
AOBC , oder  A'C'+  CC>  BC+  CC,  oder  A'OBC  sein, 
was  unmöglich  ist;  daher  kann  BC  nicht  > A*C  sein;  und  aus 
demselben  Grunde  kann  BC  auch  nicht  < AC/  sein;  folglich 
muss  BC  nothwendig  = AC  sein. 


{ 

17* 
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II. 


a)  ln  welche  Vierecke  lassen  sich  andere  Vier- 
ecke so  beschreiben,  dass  die  Seiten  des  eingeschrie- 
benen «mit  denen  des  gegebenen  an  jeder  Ecke  des 
eingeschriebenen  Vierecks  gleiche  Winkel  bilden? 
(Taf.  VI.  Fig.  3.). 

Die  Winkel  des  gegebenen  Vierecks  seien  A,  B , C,  D;  des 
eingeschriebenen  A,  B',  O,  D';  etc.  so  ist 

A +2«+  B'  + 2j3  -f  C + 2y + /)'+2d= SR ; 


aber 

. A’  + B,+  C'  + J)'  = iRi 

also 

» 

2a+2/?  + 2y  f2<S  = 4ß; 

folglich 

a-\-  ß + y + S—2R . 

Nun  ist 

A -f  -|-  C + ß -f*  y — 4ß ; 

folglich 

A + C=  2 ß. 

Das  gesuchte  Viereck  ist  also  ein  solches,  um  welches  sich  ein 
Kreis  beschreiben  lässt. 

b)  Ein  Viereck,  in  welchem  die  Summe  der  gegen- 
überliegenden Winkel  2 R beträgt,  ist  gegeben,  und 
man  soll  in  dasselbe  ein  Viereck  so  beschreiben,  dass 
die  Seiten  dieses  mit  denen  des  gegebenen  an  den 
Ecken  des  eingeschriebenen  gleiche  Winkel  bilden. 
(Taf.  VI.  Fig.  4.). 

Das  gegebene  Viereck  sei  ABCD ; also 

A + C—B  -f-  />=2ß. 

• * 

Die  Diagonalen  desselben  schneiden  sich  in  O;  aus  O ziehe  man 
Senkrechte  Oa , Ob,  Oc,  Od  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecks: 
so  ist  abcd  ein  solches  Viereck,  dessen  Seiten  mit  denen  des 
Vierecks  ABCD  an  a,  b,  c,  d gleiche  Winkel  bilden. 

Denn  Viereck  AaOd  ist  ein  Kreisviereck,  also  ist  Aad 
z=iAOd^=BOb,  weil  &AOdc\}&BOb;  ferner  ist  B 06=  Bab, 
weil  BaOb  ein  Kreisviereck  ist;  daher  Aadz=:Bab. 
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Eben  so  wird  die  Gleichheit  der  Winkel  an  deu  Ecken  b,  c, 
d erwiesen. 

c)  Wenn  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  der 
einen  Diagonale  eines  Kreisvierecks  zwei  Senkrechte 
auf  zwei  Seiten  des  Vierecks  zieht,  und  durch  die 
Durchschnitte  dieserSenkrechten  mit  der  anderenDia- 
gonale  zwei  neue  Senkrechte  auf  die  beiden  andern 
Seiten  führt:  so  treffen  sich  die  beiden  letzten  Senk- 
rechten in  einem  Punkte  der  ersten  Diagonale;  die 
F u s s p u n k t e dieser  vier  Senkrechten  bilden  d i e E c k e n 
eines  Vierecks,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  gleiche  Winkel  an  jeder  des  einge- 
schriebenen Vierecks  begrenzen.  Die  Seiten  dieses 
eingeschriebenen  Vierecks  sind  den  Seiten  des  unter 

b)  eingesch  rieb  enen  Vier  ecks  parallel.  (Taf.  VI.  Fig.5.). 

/ 

Es  mögen  ßc,  ßcl  senkrecht  auf  CD , DA  sein,  und  die  Dia- 
gonale AC  in  a,  y schneiden;  ferner  seien  ab , ya  senkrecht  auf 
CB,  BA:  so  treffen  ab,  ya  in  einem  Punkte  ö der  Diagonale  BD 
zusammen. 

/ 

Träfen  sich  ab,  ya  nicht  in  der  Diagonale  BD,  so  mögen 
sie  sich  in  d'  begegnen,  und  <5'  liege  also  ausserhalb  der  BD. 

Es  sind  ABCD , Aayd,  abCc,  also  auch  aßyö1  Vierecke,  um 
welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen.  Folglich  ist 

aßö'  = ayö'=±  Aya  . 

Nun  ist  auch 

BAC—-BDC  und  Aay=Dcß=zR; 

i 

also 


\Aayc<>  \ Dcß , 

daher  Aya=  Dßc , folglich  aßö'—Dßc.  Daher  fällt  b'ß  mit  Dß 
zusammen;  also  treffen  sich  ab,  ya  in  ö,  einem  Punkte  der  BD . 
Viereck  abcd  ist  ein  solches , dessen  Seiten  mit  den  Seiteo  des 
Vierecks  ABCD  gleiche  Winkel  bilden. 

Denn 


And = Ayd  — ßya = ßöa = baB , 

weil  Aayd , yßaö,  öbBa  Vierecke  sind,  um  welche  man  Kreise 
beschreiben  kann. 

Aus  gleichen  Gründen  ist  abB=cbC;  etc. 

Sei  nun  Oa\  Ob ',  Oc\  Od'  senkrecht  auf  AB,  BC,  CD, 
DA,  so  folgt  daraus 
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AO  :Ay=Aa4:  An  = Ad Ad; 

daher  ist  ad  parallel  a'd' . Aus  denselben  Gründen  ist  ab  paral- 
lel a'b4 ; etc. 

d)  Die  Umfänge  zweier  Vierecke,  welche  unter  b) 
oder  c)  in  ein  Kreisviereck  eingeschrieben  sind,  müs- 
sen einander  gleich  sein.  (Taf.  VII.  Fig.  1.). 

Man  verlängere  bc  um  ein  Stück  cc—cd,  ab  um  ein  Stück 
6/’=6e,.  da  um  ein  Stück  ag  — af;  so  ist  dg  gleich  dem  Um- 
fange des  Vierecks  abcd.  Ebenso  verfahre  man  mit  dem  Umfange 
des  Vierecks  a'b'q'd',  so  erhält  man 

. d’g 4 = d'a 1 -f-  afb ' + 6V  + c‘d4 . 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass  dg—d'g 4 ist. 

Es  ist  Viereck  dcc4d'  ^ Viereck  ecc4e4;  denn 

dc  = ce,  cc4—cc4,  d4c4  — cV , 

und 

dcc1  = ecc4,  cc4d 4 — cc'e4 ; 

drei  auf  einander  folgende  Seiten  und  die  beiden  dazwischen  lie- 
genden Winkel  des  einen  Vierecks  sind  also  einzeln  genommen 

Sleich  den  gleichnamigen  Stücken  des  anderen  Vierecks.  Au» 
enselben  Gründen  ist  Viereck  e4b4be  ^ Viereck  fb'bf>  und 
Viereck  faa'f'  ^ oaa'a.  Daher  ist 

dd4—ee4—tf4—gg'. 

Ferner  ist  Winkel 

- r 

adA  — cdd4  = cee4 — bff  = agg 4 ; 

also  dd4  gleich  und  parallel  gg4 ; daher  ist  dd'g'g  ein  Parallelo- 
gramm, also  dg=^d4gf.  * 


III 


Wenn  zwei  Vielecke  einander  ähnlich  sind : so  haben  sic 

stets  einen  Aehnlichkeitspunkt.  Die  gleichnamigen  Seiten  beider 
Vielecke  sind  entweder  parallel  oder  nicht  parallel.  Jedien  die- 
ser beiden  Fälle  hat  man  in  zw  ei  neue  Fälle  zu  zertheilen.  Wenn 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Vielecke  parallel  sind, 
so  sind  die  parallelen  Seiten  entweder  einstimmig,  d.  k nach 
derselben  Seite  hin  parallel,  oder  nicht  einstimmig,  d.  h.  entge- 
gengesetzt parallel.  Zwei  ähnliche  Vielecke,  deren  gleichnamige 
Seiten  einstimmig  parallel  sind,  haben  nur  einen  äusseren  Aehnlicn- 
keitspunkt. 
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. Zwei  ähnliche  Vielecke , deren  gleichnamige  Seiten  entge- 

Sengesetzt  parallel  sind,  haben  nur  einen  innern  Aehnlichkeits- 
unkt. 

Diese  beiden  Sätze  sind  allgemein  bekannt  und  auch  leicht 
erweisbar;  vielleicht  weniger  bekannt,  oder  doch  nicht  so  behan- 
delt, wie  hier,  sind  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen 
Vielecke  nicht  parallel  sind,  so  folgen  sie  entweder 
in  derselben  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  auf 
einander.  Im  ersten  Falle  haben  beide  Vielecke  einen 
äussern,  im  andern  einen  innern  Aehnlichkeitspunkt. 
(Taf.  VII.  Fig.  2.). 

Zwei  ähnliche  Vielecke  lassen  sich  in  jedem  Falle  durch 
Diagonalen  in  ähnliche  Dreiecke  zerlegen ; und  da  der  Aehnlich- 
keitspunkt zweier  ähnlichen  Dreiecke  zugleich  der  Aehnlichkeits- 
punkt der  beiden  ähnlichen  Vielecke  ist,  so  darf  man  nur  den 
Aehnlichkeitspunkt  von  zwei  ähnlichen  Dreiecken  suchen. 

a)  Es  sei 

\ABCoj\A'B'V 


und  die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  folgen  in  derselben 
Richtung  auf  einander. 

Die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  begren- 
zen gleiche  Winkel,  und  bilden  dadurch  drei  Vier- 
ecke, um  welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen; 
diese  - drei  Kreise  durchsch  neiden  sich  in  einem 
Punkte,  weicher. der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
ähnlichen  Dreiecke  ist.  (Taf  VII.  Fig.  2.). 

v Das  erste  Kreisviereck  ist  ADA'E,  das  zweite  BFBiD , und 
das  dritte  CFOE.  Die  Grunde  dafür  sind  leicht  angebbar. 

Die  beiden  Kreise  ADA'E  mit  BFB'D  durchschneiden  sich 
in  D und  P;  so  ist  P der  gesuchte  Aehnlichkeitspunkt.  Denn 

bPABcszkPA'B'; 

weil  PAE  = PA'E,  da  beide  aut  demselben  Bogen  PE  des  Krei- 
ses PA' ADE  stehen;  PBD—PB’D,  da  beide  auf  demselben 
Bogen  PD  des  Kreises  PBD  stehen;  also 

AB:  A'B'=PA:  PA'- PB:  PB'. 


Auch  ist 
denn 


APACck>APA'C'; 

PAD-PA'D, 
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vreil  beide  auf  demselben  Bogen  PD  im  Kreise  PAD  stehen,  und 

PA:PA'  = AC:A'C'; 

also  ist  auch 

PC:PO=zAC:AC. 

Die  Verhältnisse  zweier  Abstände  des  Punktes  P von  zwei 
gleichnamigen  Eckpunkten  beider  ähnlichen  Dreiecke  sind  untei 
einander  gleich;  daher  ist  P der  Aehnlichkeitspunkt  beider  Drei- 
ecke. Der  dritte  Kreis  CFOE  muss  auch  durch  den  Funkt  P 
gehen.  Denn 


APC=A'PC, 


weil  &APC co  \ A'PC' ; 


APB=A'PB‘, 

* j 

aus  demselben  Grunde,  also 

APB-APC=A'PB  -A'PC'  oder  CPB=C  PB', 

* 

und  dazu  Gleiches 

BPC-BPC 

gesetzt,  giebt 

CPC  = BPB ' z=zBDB*  — CE C . 

Daher  liegen  die  fünf  Punkte  C,  F,  O,  E,  P auf  dem  Umfange 
eines  Kreises. 

b)  Die  Mittelpunkte  der  drei  oben  genannten 
Kreise  bilden  die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  jedem 
von  den  beiden  ähnlichen  Dreiecken  ähnlich  ist.  (Tal. 
VII.  F i g.  3.). 

Es  sei  a der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  ADP , 
ß der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  Bß'P,  und  y der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  COP  geht. 

Die  Centrale  aß  halbirt  die  Bogen  DmP,  DnP  in  m,  n;  die 
Centrale  ay  halbirt  die  Bogen  EpP,EqP  in  p,  q , und  die  Cen- 
trale ßy  halbirt  die  Bogen  FrP , FsP  in  r,  s. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  DAE—mapy  also 
t Bogen  DE  — Bogen  mp. 


also 


Bogen  DE  = Bogen  DEP  — Bogen  EmP ; 
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2 Bogen  DE  = ^ Bogen  DEP  — Bogen  EmP 


— Bogen  wpP  — Bogen  pP  = Bogen  mp . 


Daher 


map  = DAE  — BAC. 

Eben  so  zeigt  man,  dass  rß7i  = FBD;  denn 

^ Bogen  FD  = Bogen  FrP  — ^ Bogen  DnP 
= Bogen  rnP  — Bogen  vP  — Bogen  rn. 


Daher 


ABC  = aßy . 


Folglich 


\aßy  = \ABC. 

c)  Wenn  zwei  Dreiecke  ähnlich  sind,  ihre  gleich- 
namigen Seiten  nicht  parallel  sind,  sie  aber  in  der- 
selben Richtung  auf  einander  folgen,  und  man  die  Ge- 
raden, w feie  he  die  gleichnamigen  Ecken  beider  Drei- 
ecke verbinden,  nach  dem  V erhältni sse  zweier  gleich- 
namigen Seiten  theiit:  so  bilden  die  Theilun  gspunkte 
die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  einem  von  den  gegebe- 
nen ähnlich  ist  (Taf.  VII.  Fig.  4.). 

Die  gegebenen  ähnlichen  .Dreiecke  seien  ABC  und  A'B'C. 
Ziehe  A'b , B'c,  C'a  parallel  AB,  BC,  CA,  und  mache 

bA=AB',  Bc—B'C,  Ca— C'A'. 

Verlängere  die  drei  Geraden  bA',  B'c , C'a , welche  sich  in  a',b', 
c'  treffen;  so  ist 


ka'V&cokABC, 

weil  die  gleichnamigen  Seiten  unter  einander  pajallel  sind.  Da 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Dreiecke  gleiche  Win- 
kel begrenzen,  so  ist 

B'A'b'  — C'B'b’  = A'  C'a ' , 


also 


bA'B' = c'B'  C = a'  CA' ; 

und  da  die  drei  Dreiecke  b'A'B' , c’B'C,  a'CA'  gleichschenklig 
sind,  so  sind -sie  auch  unter  einander  ähnlich;  folglich  ist 
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A‘B‘:  B'C:  CA‘  — bB'.cC'.aA'. 

Nach  der  Konstruktion  ist  aber 

Aa:aA'=AB:A'B',  Bß  :ßB'=BC:B'C; 
Cy:yC=AC:A'C; 

daher 


aß:bB'  =r  ßy  :cC' —ya:  aA'  = AB  \ AB -f  A' B' . 

Folglich  ist 


&aßy02\ABC- 


a)  Wenn  zwei  Dreiecke  ähnlich,  ihre  gleichnamig 
gen  Seiten  nicht  parallel  sind,  und  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  auf  einander  folgen:  so  soll  man  den 

Aehnlich keitspunkt  beider  Dreiecke  bestimmen.  (Taf. 
VIIL  Fig.  1.). 

Sei 


&ABCcv\A'CB'. 

Theile  AA' , BB'  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen 
Seiten;  also 


AD:DA'=AB:A'B'=BE:EB'  y 


und  suche  zu  den  drei  Punkten  A,  Dy  A*  den  vierten  harmoni- 
schen d,  d.  h.  es  muss  sein 


AD:  Ad— DA' : A'd; 

* i 

daraus  folgt 

AD  + Ad : Ad—ADz^DA*  + A'd:  A'd  - DA' ; 
sei  a die  Mitte  von  Dd;  so  wird  vorstehende  Proportion  folgende; 

2^a:2Da  = 2Da:2/I'a 

oder 


Aa : Da = Da  :aA' . 


Nun  beschreibe  man  um  a mit  aD  einen  Kreis,  welcher  die  DE 
in  J schneide ; so  ist  J der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C'. 


Denn  man  bestimme  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  auch  zu  den  drei 
Punkten  B,  E,  B * den  vierten  harmonischen  Punkt  e , halbire 
Ec  in  ßt  und  beschreibe  um  ß mit  ßE  einen  Kreis,  welcher 
den  vorigen  Kreis  in  J ' und  K schneide ; so  kann  man  zeigen,  wie 
vorher,  dass 

\ * 
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ist  Es  ist  nun 


weil 


Bß:ßE'~Eß:ßB' 


A A'aJ'  CV5  A aJ'A ; 


A'aiaJ'  =J'ci:ctA , 

und  AaJ'  beiden  Dreiecken  gemein.  Daher 

aj1  A1  = aAJ'; 

terner  ist 

aJ'D=zccDJ'  = DJ'A  + DAJ';  ' 

also 


folglich 


A'J'D  — DJ'A ; 


A'J'  .J'A  = /I  ^ : ZM  = A B : AB . 

Eben  so  zeigt  man,  dass  B'J'E  — EJ' B ; daher 

: J'B'—  B'E:  EB—  A B : 

und  daraus  folgt 

* 

\A'J’B'  oo  \AJ'B; 

also  A' J'B'  = AJ'ß ; daher 

“ / 

Z>JM'  + AJB ' + #'./'£  = J'i;  = 2/2 ; 

also  DJ'E  eine  Gerade;  folglich  ist  J und  J‘  ein  und  derselbe 
Punkt. 

Aus  Vorstehendem  lasst  sich  nun  leicht  zeigen,  dass 

SA'JCcoAAJC,  und  AB'JCojABJC. 

Daher  ist  J der  innere  Aehnlicbkeitspunkt  der  beiden  ähnlichen 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C 

Bemerkung.  Sind  die  drei  Punkte  A , D}  A‘  gegeben,  so  kann 
man  unmittelbar  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  finden, 
ohne  vorher  den  vierten  harmonischen  Punkt  d gesucht  zu  haben. 
Daher  folgende  Aufgabe. 

Die  Strecke  AA‘  nach  dem  Verhältnisse  p:q  zu  t hei- 
len. (Taf.  VIII.  Fig.3.).  * 


/ 
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Ziehe  AF  in  beliebiger  Richtung,  AG  parallel  AF ; mache 
AF—p , A'G  — q , ziehe  FG , welche  die  in  D schneide; 
führe  DK  parallel  AF,  mache  DK—q,  und  ziehe  FK,  welche 
die  AA  in  a treffe:  so  ist  a der  Mittelpunkt  und  aD  der  Radios 
des  gesuchten  Kreises. 


Denn 


und 


daher  ist  auch 


oder 


folglich 


AFA G-p:qz=AD:DA, 


A F : DK  = p:q  = Aa : aD ; 


AD:Aa  — AD=zDA':aD  — DA’ 


AD : Da— DA' : Aa ; 


AD:  DÄ  = Da:  aA‘  = Aa:  aD . 


Macht  man  die  Verlängerung  von  GA  — q=AH , und  zieht 
FH,  welche  der  AA  in  d begegnet.,  so  sind  AD,  A,  d vier  har- 
monische Punkte,  und  a ist  die  Mitte  von  Dd 

4 

Dieses  kann  man  durch  Proportionen,  aber  anch  auf  folgende 
Art  erweisen.  Ziehe  HK,  welche  die  FD  in  L erreiche:  so  ist 
DK  parallel  GH,  und  DK  zugleich  l/2  von  GH,  daher  HK—KL, 
also  auch  da—aD,  weil  HK  parallel  Dd  ist. 

ß ) Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnli- 
chen Dreiecke  nicht  parallel  sind,  'ihre  gleichnami- 
gen Ecken  in  entgegengesetzter  Richtung  auf  e in  an- 
der folgen:  so  giebt  es  drei  Kreise,  deren  jeder  durch 
den  Aehnlichkeitspunkt  geht,  jeder  seinen  Mittel- 
punkt in  einerGeraden  hat,  w-elcne  zwei  gleichnamige 
Ecken  beider  Dreiecke  verbindet,  und  die  zweiPunkte, 
n welchen  jeder  Kreis  seine  Centrale  schneidet,  bil- 
den mit  den  beiden  Eckpunkten  der  Dreiecke,  durch 
welche  die  Centrale  geht,  vier  harmonische  Punkte, 
und  zwar  sind  die  Schnittpunkte  des  Kreises,  so  wie 
die  gleich  namigen  Eckpunkte,  zugeordnete  h; 
sehe  Punkte  (Taf.  VIII.  Fig.  4.). 

Sei 

&ABCco\ABC‘. 

Mair  theile  AA  in  D,  BB'  in  E , CO  in  F so,  dass 


armoni- 
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AD : DA  = BE:  EBf  = CF:  FC  = 


sei.  Suche  nun  zu  D,  A'\  B,  E,  B';  C,  F,  C den  vierten 
harmonischen  Punkt  d ; e ; f ; halbire  Dd , Ee , F/’  in  a,  ß,  y;  so 
sind  diese  Punkte  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kreise.  Die 
Kreise  um  a mit  uD , um  ß mit  ßE  beschrieben,  mögen  sich  in 
/schneiden:  so  ist  J der  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  A'B'C1,  wie  oben  bewiesen.  Man  lege  durch 
J und  F einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  y‘  in  CC  liege.  Da 

C JB  = CJB',  BJE=B'JEt 


so  ist 

CJE  = CJE , v 

oben  erwiesen, 

y1  FJ  = FJy1 , 

also 

y'JC  = y'CJ ; 

daher  * 

^YCJco^yjC; 

also 

Cy':y'F=zFy':y‘C, 

oder 

• Oy'  + y'F:  y'F  - y'C' = F/  + y'C:  y'C-  y'F , . 
oder 


Cf' : CF—  f'C : CF, 

wenn  der  dritte  Kreis  die  CC  in  f'  schneidet;  daher  sind  C , F, 
C,  f ' vier  harmonische  Punkte;  folglich  ist  f'  und  f ein  und  der- 
selbe Punkt;  daher  ist  auch  y'  und  y ein  und  derselbe  Punkt. 

y)  Die  drei  gleichartigen  Durchschnittspunkte  der 
drei  Kreise  mit  den  dreiGeraden,  welchedurch  gleich- 
namige Eckpunkte  der  ähnlichen  Dreiecke  gehen,  lie- 
gen mit  dem  Aebnlichkeitspunk  te  in  einer  Geraden. 
Es  bilden  also  eine  Gerade  D , J,  F und  F,  so  wie  dJef. 
(Taf.  VIII.  Fig.  4.). 

Dass  DJE  eine  Gerade  bildet,  ist  schon  oben  gezeigt;  es 
bleibt  aber  «zu  beweisen,  dass  die  Gerade  DJE  die  Gerade  CC 
in  F nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen  Seiten  theilet. 
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Also  angenommen , der  Punkt  J sei  durch  die  beiden  Kreise 
um  u und  ß bestimmt,  die  Gerade  DJE  gezogen,  welche  die 
Ci y in  F schneide;  so  ist 


und 


weil 


daher  ist 


folglich  ist 


BJE  =?  BJE, 


C'JB'  = CJß , 


bCJB'co&CJB; 


C JE  = CJE, 


CF:FC=:CJ:  CJ=zA'B':AB, 


und  daraus  ergiebt  sich,  dass  die  vier  Punkte  D,  J,  F,  E ii 
einer  Geraden  liegen. 

Es  liegen  aber  auch  die  vier  Punkte  d,  J , f*t  e in  einer  Ge 
raden ; denn 

DJd=zR=:  EJe  = FJf;' 
weil  Dd , Ee,  Ff  Durchmesser  der  Kreise  sind. 


* 
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X X VII 

Elementargeometrischer  Beweis  eines 
in  diesem  Archiv  viel  besprochenen 

Satzes. 

Von  dem 

Herrn  Gymnasialdirector  August 

in  Berlin. 


Der  geometrische  Satz,  um  den  es  sich  hier  handelt,  ist  im 
13.  Theile  S.  341.  und  im  15.  Theile  S.  351.  untersucht,  auch  ist 
- für  einen  sehr  sneciellen  Fall  desselben  ein  geometrischer  Beweis 
im  15.  Theile  S.  o58.  gegeben.  Er  lässt  sich , so  weit  er  die  Win- 
kel des  Dreiecks  betrifft,  höchst  eiufach  durch  indirecte  Sshlüsse 
aus  dem  folgenden  ableiten,  der  eine  sehr  elementare  Beweis- 
führung zulässt. 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  ungleiche  Winkel  eines 
Dreiecks  durch  Transversalen  proportional  getheilt 
werden;  so  ist  die  Theilungstrans  versale  des  grösse- 
ren Winkels  kleiner,  als  die  des  kleineren. 

Beweis,  in  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  5.)  sei  Winkel 
ABC^ACB  und  der  kleinere  Winkelt  CI? durch  die  Transversale  CD 
in  beliebigem  Verhältnis  getheilt;  so  dass  ACD:DCB~m:n. 
Es  ist  zu  zeigen,  dass  eine  aus  B gezogene  Transversale,  die 
den  grösseren  Winkel  ABC  iti  demselben  Verhältnisse  m:n  theilt, 
kleiner  ist  als  DC. 

Man  lege  zunächst  die  Transversale  BE  so,  dass  W7inkel 
ABE=  DCA  wird;  dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
ABE  und  ACD  die 'Proportion  AB:  AC—  BE:DC;  weil  aber 
AB  < AC , so  ist  auch  BE  < DC . 

Ferner  lege  man  die  Transversale  BF  so,  dass  Winkel 
FBC=z  DCB  wird;  dann  haben  die  Dreiecke  FBC  und  DCB 


Digitized  by  Google 


260 


eine  gleiche  Seite  BC  und  einen  gleichen  anliegenden  Winkel 
FBC—  DCB;  es  muss  daher  in  demjenigen  Dreieck,  in  welchen» 
der  zweite  an  dieser  Seite  anliegende  Winkel  grosser  ist,  auch 
die  Gegenseite  dieses  Winkels  grösser  sein  als  die  entsprechende 
Seite  des  anderen  Dreiecks;  folglich  ist  auch  BF^DC. 

Soll  nun  der  grössere  Winkel  ABC  proportional  mit  dem 
kleineren  Winkel  ÄCB  getheilt  werden;  so  werden  seine  Theile 
grösser  als  die  Theile  des  anderen.  Es  muss  also  der  an  BA 
anliegende  Winkeltheil  grösser  sein  als  Winkel  ACD , d.  i.  grös- 
ser als  ABE.  Die  Theilungslinie  fällt  daher  zwischen  BE  und 
BC.  Eben  so  muss  der  an  BC  anliegende  Winkeltheil  grösser  * 
sein  als  Winkel  DCB , d.  i.  grösser  als  FBC.  Die  Theilungs- 
linie fällt  daher  auch  zwischen  BF  und  BA.  Ist  demnach  BG 
diejenige  Theilungstransversale,  durch  ^welche  die  Proportion 
ABG:  GBC=ACD:DCB  = m:7i  unter  den  Winkeltheilen  ent- 
steht; so  liegt  sie  auch  nothw  endig  zwischen  BE  und  BF 

Wenn  aber  von  einem  Punkte  B ausserhalb  einer  geraden 
Linie  AC  drei  gerade  Linien  BE,  BG,  BF  an  dieselbe  gezogen 
sind,  so  ist  die  mittlere  BG  dieser  drei  Linien  kleiner  als  die 
grössere  der  beiden  äusseren,  oder  wenn  diese  einander  gleich 
sind,  kleiner  als  jede  von  beiden.  Da  nun  sowohl  BE  als  auch 
BF  kleiner  als  ÖC  ist;  so  muss  auch  BG  kleiner  als  CD  sein. 
Dies  sollte  bewiesen  werden. 

Zusatz*).  Wenn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  durch 
gleiche  Transversalen  proportional  getheilt  sind,  so 
sind  die  Winkel  gleich. 

Beweis.  Wären  die  Winkel  ungleich;  so  wären  auch  die 
Transversalen  ungleich.  Da  diese  aber  gleich  sind,  *so  können 
die  Winkel  nicht  ungleich  sein,  sind  also  gleich. 

Anmerkung.  Die  Beweisführung  gilt  für  jede  zwei  innere 
Winkel  eines  Dreiecks.  Construction  und  Beweis  lassen  sich 
auch  noch  für  den  Fall  anwenden,  wo  die  Linien  BD  und  CF 
parallel  sind,  ln  diesem  Falle  wird  BE  = DC.  Für  den  Fall, 
dass  BD  und  CF  divergiren,  die  Winkel  also  eigentlich  Aussen* 
winkel  eines  Dreiecks  sind,  lässt  sich  aus  dieser  Construction 
nichts  folgern,  weil  der  Beweis  /?!£>  DC  ergiebt,  weshalb  eine 
Vergleichung  zwischen  BG  und  DC  auf  diesem  Wege  nicht  mög- 
lich wird. 


•)  Dieser  Zusatz  ist  der,  nur  im  Ausdruck  etwas  veränderte,  Thl.15. 
S.  355.  im  zweiten  Absatz  enthaltene  Lehrsatz. 
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Wenn  zwei  der  Tier  Dnrchschnitts- 
punktc  zweier  Kegelschnitte  sich  un- 
! endlich  entfernen  sollen,  wie  müssen 
alsdann  die  Coefflcienten  ihrer  Glei- 
chungen Zusammenhängen  ? 

' ' \ 

V 011  dem  \ 

Herrn  Doctor  J.  G.  H.  S wellengrebel 

zu  Utrecht. 

I 

l 


Bevor  wir  zur  eigentlichen  Aufgabe  übergehen,  wollen  wir 
uns  vorher  mit  der  ihr  verwandten  Aufgabe  beschäftigen: 

I.  Welcher  Zusammenhang  muss,  sollen  zwei  Kegelschnitte 
eine  gemeinschaftliche  rdelle  oder  imaginäre  Asymptote 
haben,  zwischen  den  Coefticienten  ihrer  Gleichungen  statt- 
tinden  ( 

/ 

um  nachher  diejenigen  Fälle  zu  betrachten,  in  welchen  zwrei  Ke- 
gelschnitte, ohne  den  Besitz  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote, 
dennoch  die  in  der  primitiven  Aufgabe  gestellten  Forderungen 
befriedi  gen. 

, Es  scheint  unsere  Aufgabe  eine  ganz  bestimmte  zu  sein  und 
daher  auch  nur  eine  einzige  ganz  bestimmte  Antwort  zu  erhei- 
schen. Bedenken  wir  aber,  dass  jeder  Kegelschnitt,  je  nach  der 
verschiedenen  Lage  der  Coordinatenaxen,  durch  verschiedene 
Gleichungen  dargestellt  werden  kann,  so  sehen  wir,  dass  in  der 
Frage  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  welche  Gleichungen  man 
eigentlich  gemeint  hätte,  und  dass  also  unsere  Aufgabe  L mehrere 
partielle  Aufgaben  enthält,  deren  jede  ihre  eigene  Antwort  erfor- 
dert, z.  B. 

21* 
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II.  Wenn  der  Scheitel  eines  gewissen  Kegelschnitts  als  Coordi- 
naten-Ursprung  gewählt  wird,  und  eine  der  Axen  dieses  Ke- 
gelschnitts als  Axe  y — 0,  wie  müssen  alsdann  die  CoefiGci- 
enten  der  Gleichung  dieses  Kegelschnitts,  von  denen  die  der 
Gleichung  eines  anderen  Kegelschnitts  abhangen,  d.  h.  wie 
müssen  die  Gleichungen 

i 

* y2=  Ax  + B , 

A'x2  + B'y2  -f  Cxy  -f  D'x  -f  E'y  -f-  F'  = 0 

mit  einander  verbunden  sein,  damit  zwei  der  vier  Asympto- 
ten der  Kegelschnitte  einander  decken? 

Wir  wollen  uns  jedoch  hier  nicht  mit  diesen  speciellen  Aufga- 
ben beschäftigen,  sondern  uns  unter  der  Aufgabe  I.  die  allgemei- 
nere Aufgabe  denken,  worin  nach  demjenigen  zur  Asymptoten-Coin* 
cidirung  erforderlichen  Coefficientenzusammenhang  gefragt  wird, 
welcher  bei  jeder  Lage  der  Coordinaten-Axen  stattfinden  muss,  d.h. 
welcher  die  Gleichungen 

\ 

Ax2  -f-  By2  + Cxy  -f  Dx  4*  Ey  -f  F—  0, 

A'x 2 + B'y2  4 C'xy  + D'x  + E'y  + F = 0 

zum  Ausdruck  zweier  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  besitzen- 
den Kegelschnitte  macht. 

Es  genügt  jedoch  diese  Annahme  noch  nicht,  um  unsere  Auf- 
gabe I.  zu  einer  ganz  bestimmten  zu  machen.  Es  war  nämlich 
in  der  Frage  nur  im  Allgemeinen  von  den  Coefficienten  die  Rede, 
während  es  dagegen  bei  jeder  Kegelschnittsgleichung 

Ax2  -|-  By2  4 Cxy  4-  Dx  4-  Ey  4-  F'— 0 

x einigermaassen  unbestimmt  ist,  welche  man  als  ihre  Coefficienten 
betrachten  soll,  weil  alle  sechs  Coefficienten,  ohne  dass  die  Bedeu- 
tung der  Gleichung  sich  ändere,  mit  einem  gemeinschaftlichen 
Factor multiplicirt  werden  dürfen.  Es  ist  also  auch  hierzwischen 
der  allgemeineren  Aufgabe  111.  und  der  specielleren  Aufgabe  IV. 
zu  unterscheiden;  w'obei  wir  Deutlichkeits  halber  die  zwei  Grup- 
pen der  sechs  Coefficienten , wenn  zwei  solche  ausgewählt  worden 
sind,  welche  jede  einer  bestimmten  Bedingung.unterworfen  sein  soll, 
durch  ABCDEF  und  A' B'  C D1  E' F' , wenn  sie  dagegen  ganz 
willkfihrlich  bleiben  sollen,  durch  aßyös£  und  a'ß'y'd'e'Z  andeuten 
wollen? 

III.  Welcher  ist  der  zur  Asymptoten  - Coincidirung  erforderliche 
Zusammenhang  zwischen  den  Coefficienten  zweier  Kegel- 
schnittsgleichungen 

ax2  4-  ßy2  4-  yxy  4-  öx  + r?/4-£=0, 
a'x2  4-  ß'y2  4-  y'xy  4-  ö'x  4"  * 'y  4"  f ' ' = 0 , 

man  möge  nun  die  zwei  bestimmten  Gruppen  unserer  jetzi- 
gen zwölf  Coefficienten  a,ß,  — a',  ß', oder  zwei  andere 

Gruppen 
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uM,  ßM  M\  ß‘M\ 

oder  zwei  Gruppen 

«iV,  ßN,....a'N',  ß'N' . 

als  Coefficienten  betrachten  ? 

IV.  Wenn  jede  der  zwei  Gruppen  der  sechs  Coefficienten  einer 

fewissen  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  z.  B.  dass  F und 
T/  die  Einheit  darstellen  sollen , welcher  Zusammenhang  ist 
alsdann  zwischen  den  bestimmten  Coefficienten  solch  eines 
1 ' Ausdrucks 

Ax2,  -f-  By1  -f-  Cxy  -f  Dx  + Ey-\- 1 =0, 

A'x 2 -f-  B'y1  Cxy  -f  D' x -f  E'y  -f  I =0 

zur  Asymptoten  - Coincidirung  erforderlich? 

Da  ein  System  zweier  Kegelschnitte,  soll  es  die  Eigenschaft  der 
Asymptoten  - Coincidirung  besitzen,  zweien  Bedingungen  geniigeu 
muss,  nämlich  erstens  dass  die  Kegelschnitte  einander  berühren, 
zweitens  dass  diese  Berührung  in  unendlicher  Entfernung  statt- 
finde, so  besteht  die  Antwort  auf  die  allgemeine  Aufgabe  III.  aus 
einem  System  zweier  Gleichungen 

( ctßyÖE £ a'ß'y'ö's'g')  = ö , 

%(ctßyöe£  a'ß'y'ö'e'g)— 0. 

Die  Antwort  dagegen  zu  jeder  speciellen  Aufgabe  der  Art  IV 
besteht  aus  einem  System  von  vier  Gleichungen:  Es  sind  näm- 
lich alsdann  erstens  die  Coefiicienten  des  einen  Kegelschnitts,  der 
die  gerade  benützte  Coefiicienten-Wahl  ausdrückenden  Bedingung 

f(ABCDEF)  = 0 

unterworfen,  zweitens  die  Coefiicienten  des  anderen  Kegelschnitts 
einer  ähnlichen  Gleichung 

F(A'B'C1)'E'F')=0 ; 

endlich  finden  die  von  der  Coefiicienten-Wahl  unabhängigen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  III. 

‘ifj(aßyÖE£  a'ß'y'dVf)  = 0 
X(aßydet;  a'ß'y'ö's'^—O 


auch  bei  unseren  Coefficienten  statt,  so  dass  die  Coefiicienten  drit- 
tens und  viertens  den  Gleichungen 


i p{ABCDEF  A B'CD'E'P)=zO 
l(ABCDEF  A'B'CD’E'F')  = 0 
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unterworfen  sind.  Man  bekommt  also  zur  Antwort  auf  Aufgabe 
IV.  entweder  das  System  dieser  vier  Gleichungen  selber,  oder  in 
den  meisten  Fällen  ein  System  vier  anderer  Gleichungen 

9>,  (ABCDEF  A B'CD'E'F')  = 0 cp2(A...A'...)  — 0 (A...A...)= 0 

<pi(A..*A'...)=zO 

deren  jede  eine  Resultante  - Gleichung  zweier  oder  mehrerer  der 
vier  vorigen  Gleichungen  ist.  Bei  jeder  anderen  Coefficienten-Wabl 
hat  man  eine  andere  Aufgabe  der  Art  IV.  zu  lösen  und  es  besteht 
die  Antwort  aus  einem  System  vier  anderer  Gleichungen 

(p5 (ABCDEF  A B'CD'E'F') =0  <p6(A...A...)= 0 <p7(A...A'...)= 0 

cp8(A...A‘...)= 0 

w'orin  sowohl  die  Functionen  qp5  qp6  cp7  <jp8  von  den  Functionen 
q>i  92  93  94  verschieden  sind,  als  auch  die  Zeichen 

ABCDEF  AB  CD  E F 

• s 

andere  Grössen,  als  vorher,  bedeuten,  weil  von  den  vier  Gleichun- 
gen, deren  jede  der  vier  letzten  eine  Resultante  ist,  nur  die  zwei 

^(ABCDEF  ABCDEF')— 0, 

%(ABCDEF  A'B'C'D'E'F')  = 0 

mit  den  beiden  der  vorigen  Coeflicienten -Wahl  identisch  sind,  « 
während  die  beiden  anderen 

ft 

f' (AB  CD  E /0 =0,  1 

V'(AB‘C'D'E'F)=zO 

von  denen  der  vorigen  Aufgabe  verschieden  sind  und  die  jetzige 
Coeflicienten  - Wahl  ausdrücken. 

Zur  Beantwortung  der  allgemeinen  Aufgabe  III.  können  wir 
anfangen  mit  der  leichteren  Arbeit,  wobei  wir  die  Antwort  auf 
eine  gewisse  specielle  Aufgabe  der  Art  IV.  suchen,  um  nachher 
hiermit  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgabe  III.  abzuleiten.  Je 
nach  den  verschiedenen  Coeflicienten-Wahlen  nun,  womit  man  an- 
fängt,  d.  h.  je  nach  den  verschiedenen  Aufgaben  IV.,  welche  man 
als  intermediäre  Hulfsmittel  benutzt,  gibt  es  verschiedene  Metho- 
den, die  Aufgabe  III.  zu  lösen. 

Wir  wollen  damit  anfangen,  hei  derjenigen  Wahl  der  sechs 
Coeflicienten  des  ersten  Kegelsschnitts  die  Aufgabe  IV.  zu  lösen, 
wobei  man  identisch  hat 

fl)  Ax*+By2  +Cxy  J Dx  -f  Ey+F~  (nx  -f  by  -f  \)(cx  -f  r/y-Fl)+e 
d.  h.  nach  Entwickelung 

Ax2  -f  Btß  -f  Cxy  -f  Dx  J Ey  J-  F = (ac)x2  -J-  ( bd)y 2 -f-  (ad  -f-  bc)  xy 

•f  (ö-f  c)x\(b  Fd)y  -f-  (e  -f- 1), 
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Es  sind  daher  die  sechs  Coefficieuten  ABCDEF  hier  der  Be^ 
ilingung  unterworfen,  dass  sie  in  den  C — 1=5  Grössen  abcde 
lusgedrückt  werden  können,  und  zwar  durch  die  sechs  Gleichungen 


A=zac  B=bd  C~ad-\-bc  D=a  -f  c E—b+d  F = e-f-l 

1.  h.  dass  sie  Zusammenhängen  durch  die,  durch  Elimination  der 
ibcde  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebende  Endgleichung.  Com- 
liniren  wir,  um  diese  zu  erlangen,  Nr.  1.  mit  Nr.  4.  und  Nr.  2.  mit 
Vr.  5. , so  ergiebt  sich 

(2)  a = \(D± VT**— O)  b=  \{E±V  E2-4B) 

c=  D‘*-iA)  d=  V £*-4 Bj, 

lurch  deren  Substitution  in  Nr.  3.  wir 

/ 

C~ad  + bc=\nE—  |V  AB) 


nd  hieraus  nach  gehöriger  Entwickelung 

C*—AAB  = CDE—BD* —AE2 

ür  die,  die  Natur  unserer  jetzigen  Coefficienten*Wahl  ausdriickende 
ileichung  bekommen.  Unterwerfen  wir  ebenso  die  CoefQcienten 
les  anderen  Kegelschnitts  der  Identität 


1 B'y2-\-Cxy  -f-  D'x+E'y- f-F'  —(a* x-\-b' x-\-d*yF  1) \e\ 

0 ergibt  sich  für  zwei  der  vier  bei  dieser  Coefficienten  - Wahl 
ie  Antwort  der  Aufgabe  IV.  darstellenden  Gleichungen 

C2-AAB=z  CDE-BD*—AE 2 
( ' e*—AA'B'=  CDE'—BD^-AE*. 

i * ' 

ür  die  beiden  anderen  der  vier  Antwortsgleichungen  bekommen 
ir  das  eine  oder  das  andere  der  vier  Paare  Gleichungen 

1 

i a ~a*  a — & c — a4  c~c' 

6 = 6'  6 = d'  d—b4  d~d‘, 


eiche  wir  jedoch,  da  nicht  nach  dem  Zusammenhänge  zwischen 
enConstanten  abcdab cd,  sondern  nach  demjenigen  zwischen 
en  Coefficienten  gefragt  war,  vorher  mittelst  der  GJeichun» 

I)  transformiren  müssen,  wodurch  wir  das  eine  oder  d»*- 
er  Gleichungen-Paare 
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ß + V~Z»2-4^=0  + V" l)i~iA‘  ß T V'  ß2-  4 4 =r  ß'T  V" D*-iÄ 
fi+V" £*-4ß  = £'+ V E'2—iB‘  E±\^W^4B=E‘T\rEr^-iB 

I •' 

ß+  Vß2— 4J ^/>'+Vrß'2^4-'i7  ßT V ß^-4.4  = ß'T Vß^JJ' 

T ± T ' T 

bekommen. 

/ 

Zur  besseren  Einsicht  in  die  Bedeutung  dieser  verschiedenen 
Doppelzeichen  + bedenke  man,  dass,  im  Falle  die  Coeflicienten 
AbCDEF  sechs  bestimmte  wären,  auch  der  Kegelschnitt 

i Ax2  -f  By2  -f  Cxy  + Dx  -f  Ey  -f  F—  0 

ein  ganz  bestimmter  wäre,  und  daher  zwei  bestimmte  Asymptoten 
hätte,  und  dass  daher  die  Grössen  a b c d,  je  nach  der  verschie- 
denen Ordnung,  in  welcher  die  Asymptoten  auf  einander  folgend 
gedacht  würden,  d.  h.  jenachdem  der  Kegelschnitt  als 

(ax  + by  + 1)  (cx  -f  dy  + 1)  -F  e = 0 

I 

oder  als 

(cx  + dy  \ 1)  (ax  -f  by  -f  V)  -f  e=0 

betrachtet  würde,  auf  zweifache  Weise  durch  die  Coeflicienten 
ABDE  ausgedrückt  werden  könnten,  da  man  der  Grösse  a ent- 

i ' 1 

weder  den  Werth -(/)-{- D2—AA)  oder  den  Werth^C# — D2—AA) 

zuertheilen  könnte,  hierdurch  aber  zugleich  bestimmt  wäre,  welche 
der  Zeichen  -J-  oder  — man  bei  den  Radicalen  der  drei  übrigen 
Grössen  b c d nehmen  sollte.  Hätte  man  daher  ein  System  , 
zweier  Gleichungen 

Ax 2 + By 2 -f  Cxy  -f-  Dx  -f  Ey  -f  F=0 
Ax2  + B'y 2 -f-  Cxy  -f  D‘x  + E'y  -fF  = Ö 

. • i 

mit  zwölf  bestimmten  und  den  Bedingungen  (3)  unterworfenen 
Coefficienten,  so  könnte  man  zwar  die  Zeichen  -f-  oder  — der  in 
a und  a'  vorkommenden  Radicale  willkührlich  auswählen;  es 
wären  aber  alsdann  die  Zeichen  der  in  b v d b'  c ' d ' vorkommen- 
den Radicale  bestimmt;  und  es  wäre  daher  nur  auf  vier  verschie- 
dene Weisen  möglich,  dass  unsere  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  hätten,  nämlich  in  den  vier  Fällen,  worin, 
bei  den  verschiedenen  Bedeutungen  von  a und  a',  das  Gleicbun-  I 

gen-Paar  jjJlZj/  stattfände,  z.  B.  in  den  vier  Fällen: 
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D+  V JJ*—4A=  W'-|- V" D''l—4A'  I)+V JJ»~iA=sO‘—V  h'-t—iA' 
E_V£äZT4Ä=£ +V E‘i—4B‘  E- V £*— 4B=E>— V £'*—4«' 

I 

/> - V^=4X= />'+ V />-V7>2^ü=/)'-V" D^TÄ' 
+ + + — 
da  die  aus  der  Interpretation  der  drei  übrigen  Paare  Gleichungen 

9 

a~c'  c — a'  c~c' 

b — (V  d~b*  d — d‘ 

* 

bei  vierfacher  Bedeutung  der  « und  a'  sich  ergebenden  4x3  = 12 
Gleichungen -Paare  respective  mit  den  vier  vorigen  identisch  sein 
würden,  die  12  übrigen  dagegen  der  10,  aus  der  Combiuatiou  der 
vier  Doppelzeichen  + der  Gleichungen 


4A  ;=/■>'  + V"  D'Z—4A' 

<4)  E ± V /i2— 4jB  = E'  + V E^-4B‘ 

bervorgebenden  Fälle  keine  Asymptoten-Coincidirung , sondern  ge- 
wisse  andere  Zusammenhänge  der  beiden  Kegelschnitte  andeuten 
würden.  -Sind  nun,  wie  in  "unserer  Aufgabe  der  Fall  war,  die 
Coeflieienten  ABCDEF  alle  unbestimmt,  soweissman  zwar  nicht, 
welche  die  vier  Combinationen  der  vier  Doppelzeichen  der  Radi- 
cale  seien,  welche  die  Gleichungen  (4)  zum  Ausdruck  des  Be- 
sitzes einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  machen;  man  weiss 
aber,  dass  nicht  alle  sechszehn  Combinationen  zugleich  als  zur 
gesuchten  Antwort  gehörig  betrachtet  werden  können;  sodass  es 
zwar  erlaubt  ist,  die  Zeichen  der  in  a und  a ' vorkommenden  zwei 
(tadicale  als  zweideutig  zu  betrachten  und  die  Gleichung 

i 

D±V  1P-4A = /)'  ± V" D*-4A‘ 

als  das  =0  Sein  des  Productes  der  vier  Functioneu 

l)‘—D{-\  D'  ■1—4A‘—\nÄT—4A 


' D‘-D  | \rD‘*—4A  + V D*-4A 


D -D  - D"1— 4 A— Ü*—4A 

D-D-V  1T*=4Ä;  + V 1^4  A 

\ 

t 

d.  h.  nach  Entwickelung  als 


(A'-A)* =(U'— D)  (A‘D—AD‘) 

\ ' 


zu  betrachten,  die  Zeichen  aber  der  übrigen  Radicale  alsd 
nicht  mehr  wiilkührlich  sind,  und  es  datier  uicht  erlaubt  ist-. 


:sr 
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die  andere  Gleichung  in  ähnlicher  Weise  rational  zu  machen,  und 
die  Gleichungen' 


(A'—A I)2  = (D'—D)  (A'D — AD4) 
(B1 — B)*  — (E* — E)  (B'E—BE4) 


als  diejenigen  zwei  Gleichungen  zu  betrachten,  welche  in  Verbin- 
dung mit  den  zwei  Gleichungen  (3)  die  Antwort  auf  unsere  Auf- 
gabe IV.  darstellen  sollten.  Denn  es  würden  diese  Gleichungen 
(5)  alle  16  Combinationen  der  Doppelzeichen  der  Gleichungen  (4) 
darstellen,  und  daher  eine  Eigenschaft  ausdrücken,  welche  nicht 
nur  den  Kegelschnitten 


(2^1-3^ -f  I)  (4a: -f- 5^  -f  l)—12=8a:2-f-15^2  22a:y-f  6a:-f8y— -11  =0 


(2a:-f3y  -f-  l)(6.z-h  ly-\r 1) — ll  = 12a:2-f21jy2-f  32ar^-f“  8a: -f  lOy — 10=0 

. 

zukäme,  sondern  auch  den  Kegelschnitten 


' i 

(2o:-f  3y  -f  l)  (4a:  + + 1) — 12=8a:2  -f  ]5y2-f  22a:y  -f  6a:  -f  8y— 11  =0 


(Ix  + hj  + 1)  (6o:  + 5y+l)-ll=  12a:2-f  20y2  +34o-y  + 8a:  + 9y~l0=0 

welche  statt  des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  die 
Eigen  sch  eft  besitzen. 


Es  sind  die  beiden  Gleichungen  (4)  auch  unter  anderer  Form 
darstellbar,  welche,  obschon  weniger  einfach,  in  gewissen  Fällen 

1 c 

jedoch  nützlich  sein  kann.  Da  nämlich  A = ac,  so  ist  -=^,und 
daher 

_ /}+  V" /)2  -4Ä 


D^yfW^iA 


Transformireii  wir  in  ähnlicher  Weise  die  drei  Functionen 
£+V TB  D'± V E±  \r £-2-4 B‘, 

so  nehmen  die  Gleichungen  (4)  folgende  Gestalt  an : 


(6) 


Ü \r  \Td*-4A  D Ar  V“ D 2— 4A' 
A ~ A 


E±\f  Ei—AB  — E'+yTEV—AB' 
B B‘ 


Es  sind  diese  Gleichungen  (4)  oder  (6)  Resultante-Gleichungen 
der  beiden  (3)  und  der  noch  zu  findenden,  bei  jeder  Coefficienten* 
Wahl  zur  Asymptoten-Concidirung  erforderlichen  Gleichungen 
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ty(aßyÖ6£  a' ß' / d' e' £')  =. 0 
X(aßyös£  a!  ß'y'd'  e'g)  = 0. 

Wir  können  daher  jedes  andere  Paar  Resultante  - Gleichungen 
der  nämlichen  vier  Gleichungen,  statt  der  beiden  Gleichungen  (4) 
oder  (6),  als  die  Gleichungen  unserer  jetzigen  Antwort  betrachten, 
d.  h.  wir  können  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  mittelst  der  Glei- 
chungen (3)  transformiren,  und  zwar  nicht  nur  durch  eine  blosse, 
aus  der  Entwickelung  als  erlaubt  sich  ergebende,  Aenderung  der 
Art  des  Zusammenhanges  der  Grössen  ÄA'DD',  wie  diejenige 
der  (4)  und  (6),  sondern  auch  durch  solch  eine  Aenderung,  wobei 
z.  B.  die  unter  der  Form 

■ 

i f(AA'DD')  = 0 

gegebene  Gleichung  (4)  oder  (6)  von  den  Grössen  D und  D'  be- 
freit und  zur  Form 


F {AB CE  A'B'CE')  — 0 

gebracht  würde.  Umgekehrt  kann  es  sich  daher  auch  sehr  wohl 
ereignen,  dass  man  mittelst  einer  anderen  Methode,  ohne  dass 
darum  ein  Fehler  in  die  Rechnung  eingeschlichen  wäre,  ein  von 
den  Gleichungen  (4)  oder  (0)  verschiedenes  Paar  Gleichungen 
zur  Antwort  bekommen  hatte.  Wie  z.  ß.  der  Fall  gewesen  sein 
würde,  wenn  wir  zur  Erlangung  des  Zusammenhanges  (2),  statt 
dessen  dass  wir  die  Gleichung  C—ad  -|-  bc  unbenutzt  gelassen 
und  uns  nur  der  Nr.  1),  2),  4),  5)  bedient  hätten,  uns  auch  der  Glei- 
chung C = ad-\-  bc  bedient  hätten,  und  daher  a als  Function  der 
vier  Grössen  AB  CE  bekommen  hätten. 

Da  unsere  nach  der  vorigen  Methode  erhaltene  Antwort 
irrational  war  und  nicht  rational  gemacht  werden  konnte,  ohne 
Mehreres  als  die  gefragte  Antwort  auszudrücken,  so  wollen  wir 
versuchen,  mittelst  einer  anderen  Methode  eine  Antwort  rationaler 
Form  zu  bekommen.  Wir  wollen  wiederum  die  vorige  Coeflicien- 
ten-Wahl  nehmen,  d h.  wo  die  Coefficienten  den  Bedingungen  (3) 
unterworfen  sind.  Es  ist  daher  der  erste  Kegelschnitt  unter  der 
Form  (1) 

Ax2  -}-By2+Cxy-{- Dx-\-Ey+E=  ( ax  ~F  %+l)  ( cx  -f  dy  -f  t)-f  e=0 

i 

und  der  zweite  Kegelschnitt  unter  der  ähnlichen  Form 

A'x 2 -F  B'y2\  Cxy -F  D'x-\-E'y \-F'=(a'x  -F  b'y  -F  l)(c'#-F<fy  4-l)-Fe'r=0 

darstellbar,  statt  der  wir  jedoch,  mit  Inachtnehmung,  dass  die 
Grössen  a'  und  b\  sollen  die  beiden  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  haben,  respective  mit  den  Grössen  a und  6 
identisch  sein  müssen,  folgende  Form  nehmet)  wollen: 

A'x2  -F  B'y2  }-  Cxy  F Dfx- F E'y  -F FJ=(ax-}-by  -F 1 )(c  'x + d'y-\r  1 ) -F  «/=0 

Entwickeln  wir,  so  ergibt  sich,  dass  die  zehn  Coefficienten 
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ABC  DE  ABC  DE- 

den  vier  Bedingungen  unterworfen  sind,  dass  sie  in  den  sechs 
Grössen  ab  cd  c*  d*  müssen  ausgedrückt  werden  können , und 
zwar  durch  die  zehn  Gleichungen 

A — ac  B~  hd  C~ad-\-bc  Z)  = a-|-c  E = b-{-d 
A'=zac'  B'~bd'  Gv=«rf'-f  bc*  D'=a+c‘  E'  = b-\-d' 


so  dass  sie  Zusammenhängen  durch  die  vier,  aus  diesen  zehn 
Gleichungen  durch  Elimination  der  a b c d c'  d ' zu  bekommen' 
den  Gleichungen,  zu  deren  Erlangung  wir  die  vier  letzten  Glei- 
chungen combiniren,  und  aus  ihnen 

c'- — c -D  —D  d'-d = E'—E 

$ 

> erhalten  könnten,  deren  Verbindung  mit  den  vier  ersten  uns 

A'--A  = a(D' — D)  B1 — B — b(E' — E) 

würde  gegeben  haben;  und  wenn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden 
Werthe  der  a und  b mit  ihren  nach  der  vorigen  Methode  be- 
kommenen Wertheu  (2)  respective  identilicirten,  so  erhielten  wir 
die  Gleichungen 

(7) 

welche  jedoch  von  den  Gleichungen  (4)  und  (0)  nur  der  Form 
nach,  uicht  wesentlich  v erschieden  sein  würden,  da  sich,  durch  Ratio- 
naimachung  aus  ihnen  ergäbe 

[A'—A—D  ( D'-D)]* = (/)'— Z))2;x;(  D2—4A) 

[B-B-  £(£'-£)]*=  (£'-  E)*>c.{E?—iB) 


d.  h.  nach  Entwickelung  die  Gleichungen  (5).  Die  beiden  dage- 
gen bisher  unbenutzten  Gleichungen  liefern  uns: 


C=  ad  + bc  — a H > 

C = ad'+6c'=a(f)+4  (£), 

C—  ad  -J-  bc  — a (E — b)  -f-  b ( D — a)  = aE  -|-  bD — 2 ab , 
0=ad'  -f-  bc'  = a(E' — b)  -f  b (/)'— ö)=«Z2'  + bD' — 2ö6, 
C—ad  -f  bc=(D—c)d  -f-  ( E — d)c=dD  -f-  cE — 2 cd, 

O = ad'  + b& = ( D' — c')  d‘  + (£' — d')c‘  = d'D'  + c'E'- 2 p’d1 

u.  s„  w. 

' l 

und  wenn  wir  hierin  die  Werthe 


Digitizeä-by 


I 


331 


A‘~A  , R-B  , A‘ A'(D‘ — D)  „ B’ 

a~  D>—D  b~  E'—E  c~  a~  A'—A  a~b~  B'—B 

substituiren , so  bekommen  wir  ffir  die  gesuchten  zwei  Gleichun- 
gen unserer  Antwort  entweder  die  Gleichungen 

/ (A'-A)(B'—B)(D'~D)(E‘-E)(C) 

: c 

i =(A'-A)2  ( E -E )2  (B)A-(B'— B)*{D'— D)*(A) 
l & A' 

1 

|oder  aber  die  Gleichungen 

(A‘ — A)(E'—E)(E)  -f  {B‘ — B)  (D'-D)  (D) 
E' D' 

= (D'-D)  (E'—E)  (C)  + 2(A'-A)  (B'—B) 

Q 

oder  endlich,  wenn  keine  der  vorigen  Formen  uns  gefällt,  die 
Gleichungen 

(A'—A)(E'—E)(BD)  -I-  (1V-B)  (D'-D)  (AE) 
BW- A'E' 

• =(A'-A)(B'-B)(C)  + (D'-D)  (E'—E)  (2  AB) 

c ' 'lA'B' 

welche  Gleichungen  alle,  obwohl  unter  rationaler  Form  dargestellt, 
nur  denjenigen  Kegelschnitten  zukommen,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  haben,  nicht,  wie  die  Gleichungen  (5),  auch 

denjenigen,  welche  die  Eigenschaft  ^ ^ besitzen.  Denn  hätten 

wir  die  Grössen  a'  und  d ' den  Grössen  a und  d , statt  n'  und 
6'  den  a und  b,  respective  identisch  gesetzt,  so  hätten  wir 

A'-A  , B'-B  t B,  B(E' — E) 
a TF^D  d~ E'-E  °~~d‘~~  B'—B 

bekommen,  deren  Substitution  in  irgend  zwei  der  Werthe  der 
C und  C uns,  weil  nur  der  Werth  des  a mit  dessen  früherem 
Werthe  identisch  ist,  die  der  6 und  d dagegen  von  deren  früheren 
Werthen  verschieden  sind,  niemals  zw  ei  der  Gleichungen  (8)  hätte 
liefern  können,  sondern  uns  z.  B.  die  zwei  folgenden 

(A -A)(B'-B)(D'-D)  (E'—E)  (C) 
» Q 

- (A' - A )* (B'-B)*A  0 D ~D)* (E'-Ef  (AB) 

, — , — — A'B  * 


geliefert  haben  würde. 

Aus  unseren  auf  die  Aufgabe  IV . bekommenen  Autwortsglei- 
ehungen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  oder  (8)  wollen  wir  jetzt  die  Ant- 
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wort  zur  allgemeineren  Aufgabe  III.  herzuleiten  suchen.  Nehmen 
wir  also  an,  dass  die  Gleichung 

eines  der  Kegelschnitte  der  Aufgabe  III.  solche  Coefticienten 
hätte,  welche  der  Bedingung  (3)  unserer  vorigen  Coefticienten- 
Wahl  nicht  genügten,  so  können  wir  immer,  durch  Muitiplicirung 
aller  Coefficienten  mit  einen»  unbestimmten  Factor  N,  uns  eine 
neue  bunetion  zweiten  Grades  denken,  deren  Coefficienten  der 

fenannten  Bedingung  genügten,  d.  h.  so,  dass  man  identisch 
ätte 

i 

aNx2+ßNy2+yNxy+61Yx+sNy+tN==  (ax+by  + 1)  (cx+dy+\)  + e. 


Durch  Entwickelung  ergibt  sich 

aN~  ac  ßN  = bd  yN—  ad  -f-  bc  öN—a+c  sN—b-j-df 


woraus  man 


y2—4ctß 
y8e — ßÖ2 — cts2 

als  denjenigen  Quotienten  bekommt,  welcher  bei  jeder  beliebigen, 
die  Darstellbarkeit  unter  der  Form  (1)  besitzenden  Function  zwei- 
ten Grades 

\ 

ax2  -f-  ß\ß  -f  yxij  -f  öx  + sy  -f-  £=  0 


den  \\  erth  — 1 hat,  bei  jeder  beliebigen  dagegen  dieser  Darstell- 
barkeit ermangelden  Function 

4 


ax-  + ßy2  + yxy  + öx  + ey  -f - f = 0' 

allen  Coeflicienten  vorher  als  Factor  zugefügt  w-erden  muss,  um 
der  Function  die  Darstellbarkeit  (1)  zu  geben.  Substituiren  wir 
also  in  zwei  der  zur  Aufgabe  IV.  erhaltenen  Antwortsgleichungen, 
z.  B.  in  den  Gleichungen  (6),  statt  AB  DE  AB'D'Ef  respective 

aN,  ßl\,  $N,  £JV,  a'N\  ß'fl',  ö'N'f  e‘N', 

d.  b. 

a(f—4aß)  ß(y2—4  aß)  a'(y'2—4a'8') 

y<Se—ßd*—ae2’  yäi— ßd*-ae2  U'S'"’""y'ä'c'~ß'S'2^7?2  u's  w 

» 

so  sind  die  nach  gehöriger  Entwickelung  sich  ergebenden  Glei- 
chungen : 
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ö\fy*—4aß  ±(yS—iae)  _ S'V  ft-äatf'+f/d'  -ju't')  ' 
aVj^—iaß  ~ ö'VV2— 4a' ß' 

eV y2 — 4aß±(ys—2ßS)  _ t‘ 'V y'*-4a' ß'±  (y'c'—iß'S') 
ßVy*—4üß  ~ ß'V  y'a — 4a' ß' 

diejenigen,  welche  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgabe  III.  ausma- 
chen, d.  h.  welche  genügen,  um  jedem  Systeme  zweier  beliebigen 
Kegelschnitte 

i 

ax2  -f  ßy2  + yxy  f öx  F + £—  0 , 
a'x2 -J- ß'y2 -f- y'xy  -f-  ö'x  F s'y -f  £' =0 , 

man  möge  nun  ihre  sechs  und  sechs  Coefficienten  mit  jedem  be- 
liebigen Factor  multipliciren,  jedesmal  auf’s  neue  die  Eigenschaft 
des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  zu  verschaffen. 
Hätte  die  andere  Antwortsform  (4)  der  Aufgabe  IV.  die  nämliche 
Verallgemeinerung  erlitten,  so  hätten  wir  die  Antwort  der  Auf- 
gabe III.  in  folgender  etwas  weniger  einfachen  Gestalt  bekommen: 

ö\TfT. -j-  (yd— 2ct£)  _ ö' 

(yös — ßö2 — ccs2)  V y 2 — 4oj3  (y'ö's ' — ß'ö'2 — ct's'2)  V y'2  ~ 4a' ß' 

sX^y^jöß  4-  (ys-2ßö) e'Vy*^-  icflF’My's'-Zß'ö') 

(yös — ßö 2 — us2)yf  y2 — 4aß  (y'ö's'— ß'ö'2 — a's'2)\r  y'2— 4a'ß' 

Welche  aber  der  Antwortsformen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  man  auch 
gewählt  hätte,  immer  würde  es  uns  nicht  erlaubt  sein,  die  durch 
Verallgemeinerung  sich  ergebenden  Gleichungen  ohne  Aenderung 
der  Bedeutung  beide  zugleich  rational  zu  machen,  aus  der  näm- 
lichen Ursache,  wesshalb  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  oder  (7) 
selbst  nicht  beide  zugleich  rational  gemacht  werden  dürfen.  Wol- 
len wir  daher  die  Antwort  zur  Aufgabe  III.  in  rationaler  Form 
bekommen,  so  müssen  wir  in  irgend  einem  der  Gleichungen- Paare 
(8)  die  Coefficienten  AA'BB'  u.  s.  w....  durch  die  allgemeineren 

a(y2 — 4aß)  a'(y'2 — 4 ct'ß1)  ' ß(y2—4aß) 

yös — ßö2 — as2f  y'ö's' — ß'ö'2 — a's'2 ’ yös — ßö2  — cts2*  U*  S*  W* 

ersetzen , woraus  sich  ein  System  zweier  verwickelter 
Formeln  ergibt,  deren  Entwickelung  hier  füglich  unterwegs  bleiben 
darf. 

•Wir  wollen  jetzt  nochmals  die  gefragte  Antwort  auf  die  Auf- 
gabe III.  zu  bekommen  suchen,  diesmal  aber  mittelst  einer  an- 
deren Coefficienten-Wahl,  d.  h.  mittelst  der  Lösung  einer  anderen 
intermediären  Aufgabe  J V.  Es  sollen  nämlich  die  zwölf  Coef- 
ficienten 

ABCDEF  A B C D E' F' 

jetzt  nicht  den  Bedingungen  (3),  sondern  den  Bedingungen  A~  1 
A'z=z  1 unterworfen  sein  und  sich  daher  auf  zehn  reduciren.  Neh- 
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men  wir  jetzt  die  erstere  unserer  beiden  Gleichungen  , so  können 
wir  immer  identisch  setzen 

x1  -f-  Biß  + Cxy  + Dx  + Eij + F~  (x  f py+q)  {x/  -f  rny  4 n)  + r, 

und  zwar  ohne  dass  wir  die  Coefficienten  BCDEF  irgend  einer 
neuen  Bedingung  zu  unterwerfen  brauchen;  welches  letzte  dage- 
gen der  Fall  gewesen  sein  würde,  wenn  wir  unsere  Gleichung 
der  Darstell barkeit  unter  der  Form  (1)  unterworfen  hätten.  Durch 
Entwickelung  ergibt  sich,  dass  die  vier  Coefficienten  BCDE  in 
«den  vier  Grössen  p q in  n durch  die  Gleichungen 


B—pm  C—p- fw  D~q\n  Ez=zpnF  qm 


und  daher  umgekehrt  die  Grössen  p q m n in  den  Coefticienten 
durch  die  Gleichungen 


P=4(C±Vc“-4ß) 

\T&=m 


1 CD — '2E 

1 2 -2y CP—AB 

1 _ CD—1E 

« = aß  » 


2 V C2— 4 B 


\ 

ausgedrückt  w'erden.  »Setzen  wir  ebenso 

x1  + B'ß  + Cxy  + Dx  -f  E'y  + F'==  (x+p'y + q')(x  + m!y  -f  n') -f-r', 

so  ergibt  sich,  als  die  zum  gemeinschaftlichen  Besitze  einer  Asymp- 
tote nothwendige  Bedingung,  das  Stattfinden  des  einen  oder  des 
anderen  der  vier  folgenden  Gleichungen- Paare 


p=p‘  p~m‘  in — p'  m =±  m! 

. / 
q — q'  q — n'  11  = q'  n = n' 

d.  h.  das  Stattfinden  der  beiden  Gleichungen 

e+V  c2— TB  = c 

D V C1 — 4/i Jb(Cß— i>£)  _ D'VC^TB'±(ÜD'-'iE‘) 

V C®—  iß  ~ V C,2-iß‘ 

hei  irgend  einer  von  vier  gewissen  aus  den  sechszehn  möglichen 
Combinationen  der  in  ihnen  vorkommenden  Doppelzeichen  4> 
Ersetzen  wir  nun  in  diesen  Anwortsgleichungen  unserer  jetzigen 
Aufgabe  IV.  die  Coefficienten  BB'  CO  u.  s.  w.  respective  durch 

— u.  s.  w.,  so  bekommen  wir  die  Antwort  der  Aufgabe  UL 

a er  a tr  \ , 

unter  folgender  Form: 
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yiV^y2— 4aß  y'+V'y'2 — 4 a'ß' , 

a •«' 

ö Vya"— 4«/J  + (yd — 2 us) d'V^  y'2 — 4 ß'ß'+^y'd' — 2a'£') 

ß V y2 — 4«j3  a/  \r  y'2 — 4a'#' 

Hätten  wir  diejenige  Coefficienten-Wahl  genommen,  wo  nicht 
A=il  A'==\,  sondern  ß=\  B'  — I,  so  hätten  wir  durch  eine 
ähnliche  Argumentation  die  Antwort  auf  die  Aufgabe  III.  unter  der 
Form 

y+V* y2 — ictß  y'zfcV  y'2 — 4a' ß' 

- C.  Jt 

fVjÄ=4^jb(y£— 2^)  __  e' V y/2-4a7^7J:(y/£/-2|3/d/) 
jSV*  y2 — 4ßj3  ß'V" y'2 — 4a'|3' 

bekommen,  wobei  jedoch  in  beiden  Fällen  zu  beachten  ist,  dass 
zwar  eine  beider  Gleichungen,  z.  B.  die  erstere,  rational  gemacht 
und  zur  Form 

(9)  , , (“V  -«/)  (ß'y—ßf)  + (cc'ß—ccß')2  = 0 


gebracht  werden  darf,  die  gleichzeitige  Rationalmachung  aber  der 
anderen  nicht  erlaubt  ist. 


Da  jede  unserer  beiden  letzten  Coefticienten- Wahlen  eine 
unsymmetrische  war,  d.  h.  eine  andere  in  Bezug  auf  A,  ß,  D,E, 
als  in  Bezug  auf  B,A,  £, Z),  so  bekommen  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  die  Antwort  der  Aufgabe  III.  in  unsymmetrischer  Form. 
Und  zwar  bekommen  wdr  jedesmal  nur  eine  der  beiden  Gleichun- 
gen, welche  die  nach  der  vorigen  Methode  bekommene  symme- 
trische Antwortsform  der  Aufgabe  III.  ausmachten.  Die  andere 
unserer  jetzigen  Gleichungen  druckt,  wenn  wir  die  Cotangenten 
der  zwischen  der  Coordinaten- Axe  y~0  und  den  Asymptoten  der 
Kegelschnitte  begriffenen  Winkel  p nennen , die  Bedingung  aus, 
dass  sowohl 


y+V  y2— 4aß 


als  auch  (10) 


Vy'2— 4a/0/ 
2«' 


d.  h.  die  Bedingung,  dass  eine  der  beiden  Asymptoten  des  ersten 
Kegelschnitts  eine  des  zweiten  zwar  nicht  decke,  aber  doch 
ihr  parallel  laufe,  d.  h.  die  Bedingung,  dass  von  den  vier  Durch- 
schnittspunkten der  Kegelschnitte  einer  unendlich  vom  Coordina- 
ten - Ursprung  entfernt  sei. 


/ 
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Eine  andere  Methode,  die  Aufgabe  III.  zu  lösen,  ist  folgende: 
Stellen  wir  uns  die  gegebene  Frage  111.  unter  folgender  etwas 
veränderten  Form  vor: 

V.  Aus  allen  den  individuellen  Kegelschnitts-Paaren,  welche 
man  bekommt,  wenn  man  im  Ausdrucke 

ax2  -f  ßy2  *F  yxy  -f  8x  -f  ey  -p  £=  0 
ct'x2  p ß't j2  f y'xy  -F  8'x  -p  s'y  + £ = 0 

den  Cocfficienten  «,  ß,  u.  s.  w.  . . . a',  ß',  u.  s.  w.  alle 
möglichen  reellen  YVerthe  zuertheilt,  diejenigen  auszusuchen, 
N\  denen  die  Eigenschaft  des  gemeinschaftlichen  Besitzes 

einer  Asymptote  zukommt? 

Um  nun  zur  vollständigen  Antwort  dieser  Frage  V.  zu  gelangen, 
d.  h.  zu  einem  Ausdruck,  welcher  alle  die  eine  gemeinschaftliche 
Asymptote  besitzenden  Kegelschnitts- Paare  enthält,  wollen  wir 
von  einer  particulären  Lösung  ausgehen,  d.  h.  von  einem  nur 
einige  dieser  Kegelschnitts -Paare  darstellenden  Ausdruck,  z.  B. 
vom  Ausdruck 

( y ) (g*  -F  % + 1)  + k=gxy\hy2 \y  + £ = 0 
(yWx+h'y  + 1)  f k'=g'xy  -F  h'y*  + y + V = 0, 

welcher,  wenn  man  den  Grössen  g h k g‘  h‘  kf  alle  mögli- 
chen YVerthe  zuertheilt,  alle  möglichen  Kegelschnitts -Paare 
ausdrückt,  welche  die  Coordinaten-Axe  y = ö zur  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  haben  und  daher,  ausser  den  geforder- 
ten zwei  Bedingungen  der  Asymptoten  - Coincidirung,  auch  noch 
den  zwei  anderen  unterworfen  sind,  dass  die  gemeinschaftliche 
Asymptote  senkrecht  zur  Axe  x=0  laufe  und  dass  sie  den  Coor- 
dinaten-Ursprung  durchstreiche.  Es  enthält  nun  aber  der  erstere 
der  Kegelschnitte  unserer  particulären  Lösung  nur  drei  Unbestimmte 
g h k,  und  ist  daher,  da  ein  allgemeiner  Kegelschnitt  deren 
fünf  enthält,  5 — 3=2  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  dass  eine 
ihrer  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe  .r=0  laufe  und  den  Punkt 

y = 0 durchstreiche,  d*  h*  es  sind  >hre  Hurch  Entwickelung  sich 

ergebenden  Coefficienten  nicht  die  allgemeinen  der  Gleichungsform 

ax2-\rßy2  F yxy  + Sx  + sy- P£  = ü, 

sondern  zweien  (Bedingungen  unterworfen , und  zwar  zw  eien  von 
der  Coefticienten- Wahl  unabhängigen:  erstens  nämlich  dass  a=0, 
zweitens  dass  die  Tangente  des  zwischen  der  Asymptote  und  der  Axe 

yz=z 0 begriffenen  Winkels  sowohl  = — -,  als  auch 


— yi :\T y2 — 4«/3 

- —tp 

sei,  d.  h.  dass  man  habe  ae2-P j3<52  = ydf,  d.  h.  dass  die  Darstell- 
barkeit  unter  Form  (1)  im  Allgemeinen  unmöglich  sei.  Und  auch 
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der  zweite  Kegelschnitt  der  particularen  Losung  ist  zweien  ähn- 
lichen Bedingungen 

V t 

a'=0  und  y'ö'e'  — ß'ö'2  — aVa=0 

unterworfen.  Es  war  ab  er  in  der  Frage  V.  nach  einem  Systeme  zweier 
Kegelschnitte  gefragt,  deren  jeder  an  sich  ganz  allgemein  wäre, 
sodass  nur  das  ganze  System  sich  durch  den  Besitz  einer  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  speciatisirte.  Soli  daher  unsere  particuläre  Lösung 
die  vollständige  Lösung  der  Frage  V.  werden,  so  müssen  wir 
jedem  beider  Kegelschnitte,  damit  sie  die  allgemeine  w erde,  zwei 
Unbestimmte  zu  ihren  drei  vorigen  hinzufügen,  d.  h.  wir  müssen 
sie  betrachten  als  einen  speciellen  Fall  eines  allgemeinen  Kegel- 
schnitts, welche  aus  dem  primitiven  durch  eine  in  zweifacher  Hin- 
sicht unbestimmte  Transtormation  entstanden  'sei.  Wir  würden 
aber  auf  diese  Weise  dem  Systeme  2x2  = 4 Unbestimmte  hin- 
zufügen, sodass  es  ö -f-  4 = 1 0 d.  h.  die  zum  Ausdruck  eines  allge- 
meinen Systems  zweier  Kegelschnitte  nothw-endige  Anzahl  von 
2x5  Unbestimmten  bekäme  und  daher  keineswegs  die  in  der 
Frage  V.  gefragten  speciellen  Systeme  von  Kegelschnitten  aus- 
drücken  würde.  Wir  müssen  daher  nicht  jeden  Kegelschnitt  an  , 
sich,  sondern  beide  zugleich,  mit  Beibehaltung  ihrer  relativen  Lage, 
verallgemeinern  durch  eine  zwei  Unbestimmte  & % enthaltende 
Transformation,  wodurch  wir  die  Lösung  der  Frage  V.  d.  h.  den 
6-f2=8  Unbestimmte  enthaltenden  Ausdruck  eines  den  10—8=2 
Bedingungen  der  Asymptoten-Coincidirung  unterworfenen  Systemes 
zweier  Kegelschnitte  bekommen.  Und  um  hiervon  zur  Lösung 
der  Frage  UI.,  d.  h.  um  vom  Ausdrucke  selbst  zum  Zusammen- 
hänge seiner  Coeffieienten  zu  gelangen,  stellen  wir  die  zwölf  Coef- 
ücienten  unseres  erhaltenen  Ausdrucks  respective  den  zwölf 
Coeffieienten  eines  allgemeinen  Systems  zw  eier  Kegelschnitte  gleich; 
wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  zwei  Gruppen  der  • sechs 
Coeffieienten  unserers  Ausdrucks,  weil  sie  jede  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Factor  multiplicirt  werden  dürfen,  nicht  die  allgemeinen 
der  Aufgabe  111.,  sondern  die  bestimmten  der  Aufgabe  lV.  sind, 
und  daher  den  zwölf  Coeffieienten 

ABCDfiF  ÄB'CryE'F1 

eines  bei  irgend  einer  bestimmten  Coeffieienten- Wahl  stattfinden- 
den Ausdrucks 

Ax2  By2  T Cxy  + Dx  -f  Ey  T F—  0 
A'x2~i  Bfy2  -f-  Oxy  + D'x  + E'y  -f  F' =0 

respective  gleichgestellt  werden  müssen,  aus  welchem  System 
von  zwölf  Gleichungen  wir  durch  Elimination  der  acht  Grössen 
ghk  n'kk'  die  verlangten  vier  Gleichungen  zwischen  den  zwölf 
Coeffieienten 

ABCDEF  ABCDEF' , 

d.  h.  die  Lösung  der  jedesmaligen  Frage  IV.  bekommen;  woraus 
alsdann  weiter,  wie  früher,  die  Antwort  der  Aufgabe  111.  abgeleitet 
werden  muss. 
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. Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  nicht  jede  beliebige,  zwei 
Unbestimmte  enthaltende,  Transformation  dazu  geeignet  ist,  unsere 

Sarticuläre  Lösung  der  hrage  V.  in  die  vollständige  abzuändern. 

ehmen  wir  z.  B.  diejenige  Transformation,  wobei  die  älteren 
Coordinaten  x und  y respective  durch  neuere 

a?'  — ;rcos#— ysin#+ * ^'  = a:sinO+ycos^  i 

ersetzt  werden,  so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(Asin2#  -f  ^rsintfcos#).*2  + (Acos2#-- gsm&cos&)  */2  + [#  (cos2#-- sin2#) 

+ 2Asin#cos#]a;7/-|- +(#/l+l)  (sin#)#  + (//A-f  1)  (cos#)^-fA— 0 , 

(A'sin2^|^sin'a>cos'9,)a:2+(A/cos2'0— (g'sin^cos^^f-^Tcos2^— sin2^)] 

-f  2A'sm#cos#]#y  + + (g'X+ 1)  (cos&)y  + k?  =0 

und  wenn  wir  die  so  bekommenen  zwölf  Coefficienten  respective 
den  zwölf  Coefficienten  AA'BB'  u.  s.w.  gleichstellen,  bekommen  w ir 
unmittelbar 

£=—  <1.  h.  DE'—D‘E=  0 

* • 1 

d.  h einen  Coefficientenzusammenhang,  welchen  wir  durch  keine 
der  vorigen  Methoden  als  der  Eigenschaft  der  Asymptoten-Coioci- 
dirung  zukommend  gefunden  haben;  und  doch,  wenn  er  wirklich 
ihr  zukäme,  hätte  er,  da  er  ein  von  der  Coefficienten -Wahl  unab- 
hängiger ist  und  daher  durch  de'—  d'£  = ö dargestellt  werden  kann, 
entweder  eine  der  Gleichungen  (11)  oder  doch  eine  Resultante 
dieser  beiden  Gleichungen  sein  sollen.  Es  ergibt  sich  dann  auch 
bei  näherer  Betrachtung,  dass  wir  nicht  die  vollständige,  sondern 
eine  neue  particuläre  Lösung  der  Frage  V.  bekommen  haben,  so- 
dass  unsere  Gleichung  de'— <5'£~0  nur  denjenigen  Kegelschnitts- 
Paaren  zukommt,  welche,  ausser  den  beiden  Eigenschaften  der 
Asymptoten-Coincidirung,  noch  durch  eine  dritte  Eigenschaft  speci- 
alisirt  sind.  Es  ist  nämlich  unsere  Transformation  zu  betrachten 
als  eine  Translation  der  primitiven  Figur  parallel  der  Axe  y = 0, 
d.  h.  als  eine  Ersetzung  der  x und  y durch  neue  Coordinaten 

y’—y  > ^er  e,ne  Umdrehung  um  den  Coordinaten -Ursprung, 

d.  h.  eine  Ersetzung  der  x und  y durch 

x'  — .rcos# — ?/sin# 
y* = .rsin#  -J-ycos# 

nachgefolgt  wäre.  Es  ändert  nun  aber  die  erstere  dieser  partiel- 
len Transformationen  die  gegebene  particuläre  Lösung  in 

w(^n*+F+i v + 0 + wr* 
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d.  h.  in 


k 


g'HV 


y+1) ' sUr-" 


(»)(/* + A".v  + l)  + r = 0 
(3,)C7'"^+A'"i/+l)+r'=0 


und  ist  daher  eigentlich  nicht  als  Verallgemeinerung  zu  betrach- 
ten, sodass  die  ganze  Doppel-Transformation  als  aus  der  einfachen 
Transformation 


x‘  = axos# — ysii\& 
y‘  =arsinO*  -f  ycos& 

bestehend  und  daher  nur  eine  einzige  Unbestimmte  # der  parti- 
culären  Lösung  zuführend  zu  betrachten  ist,  sodass  diese  particu- 
läre  Lösung  von  ihren  vier  Specialisirungsbedingungen  nur  die 
einzige,  dass  die  gemeinschaftliche  Asymptote  senkrecht  zur  Axe 
# = Ü laufe,  verloren  hat,  die  zwei  Bedingungen  dagegen  der 
Asymptoten-Coincidirung  und  die  dritte,  dass  die  gemeinschaftliche 
Asymptote,  d.  h.  die  Vereinigungs-Gerade  beider  Kegelschnitts- 
Centra,  den  Coordinaten- Ursprung  durchstreiche,  nocn  behalten 
hat;  und  diese  dritte  Bedingung  wird  eben  durch  die  erhaltene 
Gleichung  öe' — ausgedrückt. 


Wir  müssen  daher  die  Verallgemeinerung  auf  andere  Weise 
einrichten,  z.  B.  die  Translation  der  Umdrehung 


x' — a:eos#— ^sin# 
y 4 = arsin#  ycos# 


nicht  vorausgehen,  sondern  folgen  lassen,  und  daher  die  Transfor- 
mation 


x'^xcosd — ysin#  -j-  Xcos& 
y'=xsin&+ycosd'  -{-  Äsin# 


• 2*^  *,  't*y*  I . 

benutzen;  oder,  wenn  wir  statt  der  Translation  die 

dere  /“  . nehmen,  können  wir  diese  der  Drehung 

y y i 


an- 


x'  = x cos#  — ysin# 
y4=  x sin#  -f-  y cos# 

entweder  folgen  oder  vorangehen  lassen.  Nehmen  wir  letzteren 
Fall  und  ersetzen  wir  daher  die  Coordinaten  x und  y unserer 
particulären  Lösung  durch 
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x'  = #cos#  — ysin# 
y ' = x si  n# -f  ^cos#-f  x , 

so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(As in2#  -f  </sin#eos#) x1  -f  (Acos2#  — <7sin#cos#) yl\  [$r(cos2#— sin2#) 

+ 2Asin#cos#].ry-f -f  [(2Ax  -f  i)sin#  -f-  //xcos#]tf 

+ [(2Ax  -f-  l)cos# — #xsin#]  y + (Ax2  -f  x + A)  =0 

% 

(A'si  n2#  - J-  9S  * n#cos#)a;2+ ( A'cos2#  — g's\  n#cos#)//2-f  [g*  (cos2# — sin2#) 

2A'sin#cos#Jxy  -f- -f  [(2A'x  -|-  l)sin#  4-^*cos#]j? 

-f  [(2A'x  l)cos#— */'xsin#]y  (A'x2-{-x  f Ay)=0 


, Multipliciren  wir  jetzt  Alles  mit  sin#,  setzen  wir  zur  Abkürzung 
cotg#  = fi  und  identificiren  wir  unsere  zwölf  Coefücienten  mit 
den  Coefücienten  AA'BB'  u.  s.  w.,  so  bekommen  wir  das  System 
der  zwölf  Gleichungen 

j_  h + fffi  „ hfi? -y ft  g/j.<t+2hlx-fr 

^(^+1)1  "-(ftHD«’  ipHiy 
* » 

..  h'  yrfv-  ff,  /t>2— r,  _ flV+^'ft— '/' 

A - (ft2 +1)2  (ft2 + 1)1  c - (ft2+l)i 

(-2/ix+I)  1 (V/xji)  (2Ax \-\)u~(9k)  htfl+x+k 
D~  " ^+1  E~  ft2+t  * Vfi*+T 

(2/t'x  -I- 1 ) + (ff'«ft)  (ih'y.\  1 )ft— (<;'x)  p,_A'x2+x++ 

f*2 1 1 ft2+l  — 


/>' 


Sondern  wir  aus  den  vier  ersten  Gleichungen  die  Grössen  gg'hh' 
.ab,  so  bekommen  wir 

h={A+ß)yft?+i  A'^/i'+ßoVf^t+I 

ß)Vü*+r  , BoVf?+i 

<7= q = ■ — 

fl  * fl 

und  substituireu  wir  dieses  in  die  Werthe  der  C und  6*,  so  ergibt 
sich 

C Afi2+B  p^A'fP+B' 


aus  welchen  Gleichungen  sich  die  beiden  Werthe  (10)  der  Grösse 
ft  und  daher  durch  deren  Gleichstellung  die  Gleichung  (9) 
ergibt.  Um  die  übrigen  Gleichungen  der  gesuchten  Antwort  zu 
bekommen,  nehmen  wir  aus  den  zwölf  Gleichungen  die  Nr.  (7),  (8), 
(9),  (10),  und  verbinden  sie  zu 
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nE  |-  lJ  — 2hx  -f  1 fiEr  -X-l)1  = 2ä,jc-J~1 

V 

»voraus  wir  bekommen 

nE+D-i  _ /xE+D'-l 

2(A-+ *~l2(A‘+ß,)\rrÄiÄ 

und  wenn  wir  den  hieraus  sieh  ergebenden  Werth  des  ft  dessen 
beiden  vorher  erhaltenen  Werthen  (10)  respective  gleichstellen, 
bekommen  wir  zwei  neue  Antwortsgleichungen: 

I(iy—i)(A+ß)-(o-\)  c A'+B' ) _ c±Vc*-Jab 

E(A'+ß')-E'(A+B)  - 2 A 

(D‘-l)(A+ß)—(D-l)(A‘+B')  C+V  C*—AA'B 
E(A'VB')-E‘(A\-B)  ~ 2 A' 


Und  durch  eine  etwas  andere  Einrichtung  der  Elimination  könnten 
wir  diesen  drei  Gleichungen  leicht  noen  eine  vierte  hinzufügeu 
und  so  die  vollständige  Lösung  unserer  jetzigen  Aufgabe  IV.  l»e- 
kommen.  Von  diesen  Gleichungen  ist  die  erste,  d.  h.  die  Glei- 
chung (9),  eine  von  der  Coefticienten-Wahl  unabhängige;  die  übri- 
gen dagegen  linden  nur  bei  unserer  jetzigen  Coefticienten-Wahl 
statt.  Ünd  es  ist  diese  eine  von  den  vorher  benützten  verschiedene; 
denn  der  die  Natur  der  Coefticienten -Wahl  ausdrückende  Zusam- 
menhang zwischen  den  sechs  Coefticienten  eiuer  Kegelschnitts- 
gleichung ist  hier  nicht  das  sich  zu  fünf  Reduciren  der  sechs 
Coefticienten  oder  die  Darstellbarkeit  der  Gleichung  unter  der 
Form  (1),  sondern  es  ist  ihre  Entspringbarkeit  aus  der  Form 

(y)  (ff*  + hy  -f  l)  -f  £=0 
mittelst  der  Transtormation 


x'  — xeosd — ys\n& 
y'zzzxsind  + ycos#-f-x, 


>odass  der  in  der  Antwort  angegebene  Zusammenhang  nicht  inehr 
— wie  früher,  da  die  Gleichungen  (4)  die  Antwort  darstellten,  der 
' all  war  — den  Coefticienten  der  Gleichungen 


2a: -f  3^-j-l)  (4o:+5y-f  1) — 12—8.Z2  -f  15  y2  -f  22  xy  -f-6o:  -f8y— 11  = 0 
2a: -f  3^-|-l)(6.r-|-7^Fl)  — 11  = 12a:2 -f- 2 ly2 -f  32a:y-f8a:  -f  10^—10  = 0 


.ukommt,  dieser  Zusammenhang  (12)  dagegen  den  Coetlicienten 

2 

ler,  durch  Multiplicirung  der  vorigen  Gleichungen  mit  sich  er- 
lebenden Gleichungen 

16  2_l3?  j_12  _i_16  22  . 

13*  + 13  ^ + 13*y  + 13*  + 13y  13  ^ 


Theil  XVI. 
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24  . , 42  , . 64  ,16  , 20  20« 

13*  * 13^  "*■  13  xy  + 13*  "*■  ]3y  13  ^ 


zukommt.  Wollen  wir  nun  weiter  aus  der  erhaltenen  Antwort 
zur  jetzigen  Aufgabe  IV.  die  zur  Aufgabe  III.  herleiten,  so  müs- 
sen wir  in  den  Gleichungen  (12)  nebst  zwei  anderen  bei  der  näin- 
licben  Coefficienten  - Wahl  stattfindenden  Gleichungen,  die  Coef- 
lieienten  AA' BB*  u.  s.  w.  respeetive  durch  aiV,  a'N\  ßN,  ß'iV', 
u.  s.  w.  ersetzen , wobei  N und  Nr  respective  die  unbekannten 
Functionen  der  allgemeinen  Coeflicienten  ctßyöe£  und  a'ß'y'ö's'j;'  be- 
deuten, deren  jede,  wenn  sie  mit  den  sechs  Coeflicienten  irgend 
einer  beliebigen  Kegelschnittsgleicbung  multiplicirt  wird,  diese  zu 
den  Coeflicienten  unserer  jetzigen  Wahl  abändert;  aus  welchem 
Systeme  von  vier  Gleichungen  sich  alsdann  einerseits,  durch  Ab- 
sonderung der  2V  und  N',  der  Werth  dieser  unbekannten  Factoren, 
andererseits , durch  Elimination  der  iV  und  iV\  die  Antwort  der 
Aufgabe  III.,  d.  h.  die  gesuchten  von  der  Coefficienten -Wahl  un- 
abhängigen zwei  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  ctßyöi£ 
ct'ß'y'ö'e'g'  linden  liesse. 


Bei  dieser  Methode  der  Lösung  der  Aufgabe  IV7.,  wo  man 
sich  einer  gewissen  particulären  Lösung  als  Hülfsmittel  zur  Er- 
langung der  vollständigen  bedient,  langt  man  nicht,  wie  bei  den 
vorigen  Methoden,  damit  an.  sich  irgend  zwei  bestimmte  Coeffi- 
cienten-Gruppen  auszuwählen;  man  lässt  vielmehr  die  Coeflicien- 
ten-Wahl  unbestimmt,  bis  man  die  vollständige  Lösung  der  Frage 
V.,  d.  h.  den  Ausdruck  der  verallgemeinten  Kegelschnitte  bekom- 
men hat.  Und  jetzt  erst  wählt  man  sich  eine  bestimmte  Art  der 
Coeflicienten  aus,  je  nachdem  man  die  erhaltenen  Gleichungen 
unverändert  lässt  oder  aber  sie  mit  einem  oder  anderen  Factor 
multiplicirt.  Hätten  wir  z.  B.  unsere  Antwort  zur  Frage  V.,  statt 
sie  mit  sin#  zu  multipliciren , ungeändert  gelassen  oder  aber  sie 
durch  sin#  oder  sin2#  u.  s.  w.  dividirt,  so  hätten  wir  statt  (12) 
andere  Gleichungen  bekommen. 

Wollen  wir  bei  unserer  jetzigen  Methode  die  Coefticienten- 
Wahl  nehmen  der  Bedingungen  f3),  d.  h.  der  Darstellbarkeit  un- 
ter Form  (l),  so  müssen  wir  beachten,  dass  der  zur  Antwort  auf 
die  Frage  V.  erhaltene  Ausdruck  die  Form  hatte: 


[.rsin  # -f  ycos#  -f-  x]  [(Asin#  -|- ^cos#).z  -f  (Acos#—^sin#)  y 

+ (Ä*+1)]  + A=0 

[a:sin#-l-ycos#  -J-  xj  [(A'sin#-f  ^'cos#)  x -|-  (A'cos#-^r'sin#)  y 

+ (A'x-f  1)]  + A'=0 


sodass,  soll  jeder  Factor  der  in  den  ersten  Termen  der  Gleichun- 
gen vorkommenden  Producte  die  Einheit  zum  Coeflicienten  ihres 
mit  x oder  y nicht  multiplicirten  Terms  haben,  erstens  beide 
Gleichungen  durch  x,  zweitens  die  erstere  durch  Ax-fl,  die  zweite 
durch  A'x+1  dividirt  werden  muss.  Identiticiren  wir  nach  voll- 
führter  Division  die  erhaltenen  zwölf  Coeflicienten  respective 
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mit  den  Uoefficienten  AA'BB'  u.  s.  w.  und  setzen  wir  wiederum 
zur  Abkürzung  eotg^—ft,  so  bekommen  wir  die  zwölf  Gleichungen: 

4—  h^SV-  A$ 

A f*®-®» 


•®  x(/(X  ( 

u.  s.  w.,  woraus  wir  bekommen: 


«<_  A>a— 

*(A'*  + 1)(^*  + 1) 


Ax  + 1-x(<4+#)  A<*  * *M'+Ä') 

A ' /('  A'uP—B' 

!l~  .4+/J  J7_  /«'+£' 

und  wenn  wir  diese  Werthe  der  vier  Grössen  #7,  /wc-f  1,  A'jc41 
in  die  Werthe  der./)  und  D'  substituiren,  erhalten  wir  nach  ge- 
höriger Heduction 

n_{hx+  _ /4>c2(ja2-f l)-fl 

x(A*4^)V^**+1  ~ 

* /y_^  (^x  f l)fA  x4-(y/xia  __  .4  x2(jit2+l)4-t 

JC(Ä#)C4-1)  V7?+T  “ 

und  w’enn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe 


y.~ 


D±\f  D*-4A  D'±Vl)*—M' 

-■  . — ■ ■■  ■ --  ' /¥*■“  " ....  ■ ■ — 


2^VV2»1 


2A‘\‘  ft'H-i 


einander  gleichstellen,  bekommen  wir  die  erstere  der  Gleichungen 
(6),  während  die  zweite  in  ähnlicher  Weise,  nur  mit  einer  kleinen 
Aenderung  der  Eliminatiousweise,  gefunden  werden  würde. 

Nachdem  wir  nun  die  Aufgaben  III.  und  IV.,  und  daher  auch 
die,  beide  enthaltende,  Aufgabe  I.  gelöst  haben,  wollen  wir  einen 
anderen  Fall  betrachten,  worin  zwei  Kegelschnitte  auf  solche 
Weise  Zusammenhängen,  dass  zwei  ihrer  vier  Durchschnittspunkte 
sich  unendlich  vom  (Joordinaten  • Ursprung  entfernen.  Wir  w ollen 
uns  nämlich  die  Aufgabe  stellen: 

VI.  Wie  müssen,  sollen  die  beiden  reellen  oder  imaginären 
Asymptoten  eines  Kegelschnitts  resjpective  den  beiden 
eines  anderen  parallel  laufen , die  Uoefficienten  beider 
Kegelschnittsgleichungen  Zusammenhängen  ? 

M 

So  wie  wir  nun  oben  die  Aufgabe  I.  in  die  allgemeinere  UI.  und 
in  die  specielleren  IV.  getrennt  haben,  so  könnten  wir  auch  hier 
unsere  .Aufgabe  VI.  in  eine  allgemeinere  und  in  verschiedene 
speciellere  trennen.  Wir  wollen  dieses  jedoch  unterlassen  , : da 
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wir  sogleich  die  Antwort  zur  allgemeineren  Aufgabe,  d.  h.  den 
von  der  jedesmaligen  Coeflicienten-Wahl  unabhängigen  Coefficien- 
tenzusammenhang  bekommen:  Denn  nennen  wir  wiederum  fi  die 
Cotangenten  der  zwischen  Asymptote  und  Coordinaten-Axe  y= 0 
begriffenen  Winkel,  so  sind  die  Asymptoten-Richtungen~der  bei- 
den Kegelschnitte 


ax1  + ßy2  + yxy  + S x -f-  ty  + £= 0 
u,x2\ß,y2+y‘xy  -f  d'x+s'y  + £'  = 0 

respective  durch  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

* ap2  + yf*-f-/3  = 0 

und  durch  diejenigen  der  Gleichung  v 

«>2  + yV  f ß'  = 0 


gegeben.  Soll  daher  den  in  der  Aufgabe  VI.  gestellten  Forde- 
rungen genügt  werden,  so  müssen  die  beiden  Wurzeln  der  ersteren 
Gleichung  gleich  denen  der  zweiten  sein,  d.  h.  es  müssen  die  beiden 
Gleichungen  selbst  identisch  sein;  was  nur  entweder  so  möglich 
ist,  dass  die  drei  Coefficienten  a,  'ß , y den  drei  Coefficienten 
a\  ß',  y'  respective  gleich  sind,  oder  aber  so,  dass  sie  von  ihnen 
nur  durch  einen  gemeinschaftlichen  Factor  verschieden  sind.  Wir 
erhalten  daher  sogleich  zur  Antwort  auf  die  Aufgabe  VI. 


^ /3' / , , ay'—a'y=zO 

y ßf-ß'Y  = 0’ 


Wir  wollen  jetzt  einen  dritten  Fall  betrachten,  worin  den  Forde- 
rungen der  primitiven  Aufgabe  genügt  wird:  Stellen  wir  uns  also 
* die  Aufgabel: 


VII.  Wie  müssen  die  Coefficienten  zweier  Kegelschnittsglei- 
. ehungen  beschaffen  sein,  damit  einer  beider  Kegelschnitte 

sich  zu  einer  Geraden  reducire,  und  daher  von  den  vier 
in  endlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-Ursprung  liegen- 
den reellen  oder  imaginären  Durchfechnittspunkten  der  zwei 
Kegelschnitte  nur  zwei  übrig  bleiben,  nämlich  diejenigen 
der  Geraden  mit  dem  sich  nicht  zu  einer  Geraden  reduci- 
renden  Kegelschnitt? 

Wir  bekommen  sogleich  zur  Antwort,  dass  das  System  der  zwei 
Kegelschnitte 


Ax2  + By2  + Cxy  + Dx  + Ey+F=zO 
A'x*+  B'y*+C'xy  + D'x  + E'y  + F'=0 

obigen  Forderungen  genügt,  wenn  entweder  die  drei  Gleichungen 
A — 0 B==0  6=0  zugleich  stattfinden,  oder  aber  die  drei  anderen 
A*=  0 B~ 0 Und  es  ist  diese  Antwortsform  einigermas- 

sen  von  der  Coefficienten  - Wahl  unabhängig,  da  sie  die  Antwort 
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nicht  nur  bei  derjenigen  Coefficienten-Wahl  darstellt,  wo  die  Copf- 
ficienten  F und  F'  respective  als  Einheiten  angenommen  werden 
und  die  zwölf  Coefficienten  sieh  daher  auf  zehn  reduciren,  sondern 
auch  bei  derjenigen,  wo  £:=1  £'=  1 gesetzt  wird,  so  wie  auch 
bei  der  dritten,  wo  Oz=z]  D'=l.  Bei  den  drei  anderen  Coeffi- 
cienten-Wablen  dagegen 

t 

A = 1 B=  1 C=  1 
A'  = t B'=l  C'  = 1 


muss  die  erhaltene  Antwortsform  durch  diese  ersetzt  werden, 
dass  die  zur  Aufgabe  VII.  erforderliche  Coefficienten- Beschaffen- 
heit entweder  aus  dem  Zusammenbestehen  der  drei  Gleichungen 
D=.o o JE  = oo  jp— qo,  oder  aber  aus  dem  der  drei  Gleichungen 
0"= ao  £'=oo  F'=z go  besteht.  Bei  allen  Coefficienten- Wahlen 
endlich,  wo  die  zwölf  Coefficienten , ohne  dass  sie  sich  auf  zehn 
reducirten,  irgend  zweien  Bedingungen,  z.  B.  den  Bedingungen 
(3)  unterworfen  werden,  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  an- 
dere Antwortsform  nehmen.  Eine  dagegen  von  der  Coefficienten- 
Wahl  ganz  unabhängige  Antwortsform  zur  Aufgabe  VII.  wäre  das 
Zusammenbestehen  entweder  der  drei  Bedingungen 

oder  der  drei  anderen 


ß' 

o 

ö'e'? 


(15) 


Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  ob  ausser  diesen  drei  Fällen  der 
Aufgaben  I.,  VI.,  VII.  noch  andere  möglich  sind,  in  welchen  den 
Foraerungen  der  primitiven  Aufgabe: 


VIII.  Wann  w erden  zwei  Kegelschnitte  scheinbar  nur  zwei  reelle 
oder  imaginäre  Durchscbnittspunkte  besitzen,  weil  die  zwei 
anderen  unendlich  weit  gerückt  sind? 

• 

genügt  wird.  Dass  keine  solchen  Fälle  mehr  vorhanden  sind,  er- 
gibt sich  aus  folgender  Betrachtung:  Es  waren  in  der  Form  VIII. 
der  primitiven  Frage  beide  Kegelschnitte  als  unbestimmt  und 
veränderlich  angenommen;  da  es  jedoch  hier  nur  auf  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Kegelschnitten  ankommt,  so  können  wir 
auch  einen  beider  Kegelschnitte  als  constant  und  bestimmt  an- 
sehen  und  uns  die  Frage  unter  folgender  Form  vorlegen: 

IX.  Es  sei  ein  gewisser  bestimmter  Kegelschnitt 

, Ax 2 -f-  By 2 -f-  Cxy  + Dx  -f  Ey+F  =0 

mit  bestimmten  und  constant  bleibenden  Coefficienten  und 
daher  auch  mit  bestimmten  und  unveränderlichen  Asymp- 
toten kn  und  Im.  Es  sei  überdiess  ein  zweiter,  den  er- 
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steren  in  den  vier  Punkten  p q r s durchschneidebder 
Kegelschnitt 


A'x1  -f-  R'ij1  | Cxy  -f- D'x  -f  E'y  -+  F'  =0, 

dessen  Coeflicienten  inan  jeden  beliebigen  Werth  zuer- 
kennen darf,  sodass  dessen  Form  und  Asymptoten  tic  und 
uo  veränderlich  seien:  Wie  müssen  alsdann  dieCoefficien- 
ten  A‘ B'CD’E'F'  sich  ändern,  damit  zwei  der  vier  Durch* 
schnittspunkte  p q r s unendlich  weit  rücken  ? 

Es  kann  nun  den  Forderungen  IX.  nur  auf  diese  Weise  ge- 
nügt werden,  dass  die  beiden  unendlich  weit  rückenden  Punkte 
sicn  nach  den  Spitzen  der  Asymptoten  kn  und  l/n  begeben. 
Denn  es  hat  der  unveränderliche  Kegelschnitt  keine  anderen  un- 
endlich entfernten  Punkte  als  eben  diese  Spitzen;  und  doch  sollen 
die  beiden  unendlich  weit  rückenden  Punkte  stets  Durchschnitts- 
punkte bleiben  , d.  h.  sich  nicht  vom  unveränderlichen  Kegelschnitt 
entfernen.  Es  ist  also  die  Bedingung  der  Frage  IX.  nur  auf  fol- 
gende Weisen  möglich:  Entweder  so,  dass  die  Punkte  p und  q 
sich  beide  zur  Spitze  der  Asymptote  kn,  oder  aber  so,  dass  sie 
sich  beide  zur  Spitze  der  Im  begeben,  oder  überhaupt  so,  dass 
das  Punktenpaar  pr  oder  das  Paar  ps  oder  qr  oder  qs  oder  rs 
sich  zur  Spitze  der  kn  oder  sich  zur  Spitze  der  Im  begebe,  lieber- 
diess  wird,  die  genannte  Bedingung  noch  erfüllt,  wenn  der  Punkt 
p sich  zur  Spitze  der  kn,  und  zugleich  der  Punkt  q sich  zur 
Spitze  der  Im,  oder  aber  wenn  umgekehrt  p sich  nach  l/n  und 
q sich  nach  kn  begiebt,  oder  wenn  überhaupt  von  den  6 Punkten- 
Paaren  pq,  pr,  ps,  qr,  qs;  rs  der  eine  Punkt  sich  zur  Spitze  der 
kn,  der  andere  sich  zu  der  der  Im  begiebt.  Es  vereinigen  sich 
nun  alle  erstgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  zwei  der 
vier  Durehschnittspunkte  sich  beide  nach  der  Spitze  einer  der 
beiden  Asymptoten  des  coustant  bleibenden  Kegelschnitts  bege- 
ben, alle  letztgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  einer  der 
vier  Durehschnittspunkte  sich  zu  der  Spitze  emer  dieser  Asym- 
ptoten und  zugleich  ein  anderer  der  vier  sich  zur  Spitze  der  anderen 
Asymptote  begiebt.  Es  sind  nun  diese  beiden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  respective  diejenigen  der  Aufgaben  1.  und  VI.  Denn 
es  wird  die  zweite  unserer  Bedingungen  im  Allgemeinen  auf  diese 
Weise  erfüllt,  dass  der  veränderliche  Kegelschnitt  so  lange  sich 
umdrehe  und  seine  Form  ändere,  bis  seine  Asymptoten-Richtungen 
respective  diejenigen  der  beiden  Asymptoten  kn  und  Im  gewor- 
den sind;  während  die  erstere  Bedingung  im  Allgemeinen  auf 
diese  Weise  erfüllt  wird,  dass  der  veränderliche  Kegelschnitt, 
ohne  gerade  seine  Form  abzuändern  zu  brauchen,  so  lange  sei- 
nen Ort  wechsele,  bis  eine  seiner  Asymptoten  eine  der  Asym- 
ptoten kn  oder  Im  decke.  Es  können  aber  beide  Bedingungen 
auch  noch  auf  andere  Weise  erfüllt  wTerden,  wenn  nämlich  die 
vier  Asymptoten  kn,  Im,  tw,  uv  vier  verschiedene  Geraden  dar- 
stellen, ein  gew  isser  Theil  aber  des  veränderlichen  Kegelschnitts 
sich  zu  einer  fünften,  von  allen  vorigen  verschiedenen.  Geraden 
ausdehnt;  in  welchem  Fall  die  beiden  unendlich  weit  rückenden 
Punkte  sich  zwar  immer  noch  auf  dem  veränderlichen  Kegelschnitt. 
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nicht  aber  auf  dieser  fünften  Geraden  befinden,  weil  sie  sonst 
nicht  in  den  Spitzen  der  kn  und  Im  wurden  liegen  können;  und 
es  findet  in  diesem  Falle  die  Bedingung  (15)  statt. 

Die  in  der  Frage  IX.  gesuchte  Aenderung  des  Kegelschnitts 

• 

ist  also  nur  auf  diese  Weise  möglich,  dass  entweder  die  Bedin- 
gungen (11)  oder  (13)  oder  (15)  erfüllt  werden.  Soll  es  aber  erlaubt 
sein,  die  primitive  Aufgabe  VIII.  unter  der  Form  IX.  sich  vor- 
zulegen, so  muss  man  der  Aufgabe  IX.  noch  die  Supplement-  v 
Aufgabe  hinzufügen: 

X.  Es  sei  ein  veränderlicher  Kegelschnitt 

Ax1  -f  Biß  -f-  Cxif  + Dx  -|-  Eij  f-  F—  0 

mit  veränderlichen  Asymptoten  kn  und  /m,  und  ein  con- 
stanter  Kegelschnitt 

A'x2  -f-  B'ß  f-  Oxy  -f  D'x  -f  E'y  f F'=0 

mit  den  constanten  Asymptoten  tw  und  uv.  Welche  Aen- 
derung der  ABC  DE  F giebt  dem  Systeme  die  in  der 
Frage  VIII.  gesuchte  Eigenschaft? 

Und  es  besteht  alsdann  die  Antwort  auf  die  Frage  VIII.  aus  den 
respecti.ven  Antworten  der  IX.  und  X.  zusammen.  Die  verschie- 
denen Fälle  nun,  in  welchen  der  Aufgabe  X.  genügt  wird,  ver- 
einigen sich  ebenfalls  zu  drei  Gruppen ; deren  beide  ersteren 
resp.  diejenigen  sind  der  Aufgaben  VI.  und  L,  d.  h.  der  Bedin- 
gungen (13)  und  (11),  und  daher  den  Aufgaben  IX.  und  X.  gemein-  . 
sc  fMich  sind;  während  die  dritte  Gruppe  diejenigen  Fälle 
ur  * sst , in  welchen  der  in  der  Aufgabe  X.  veränderliche  Kegei- 
sc  nitt  sich  unendlich  vergrüssert,  d.  b.  wenn  die  Bedingungen 
(14)  stattfinden. 

Da  also  ausser  den  Fällen  der  drei  Aufgaben  I.,  VI.,  VII. 
keine  anderen  vorhanden  sind,  in  welchen  der  Aufgabe  VIII.  ge- 
nügt wird,  so  bekommen  wir  sogleich  als  den  gesuchten  zur  Auf- 
gabe VIII.  erforderlichen  Coefficienten-Zusammenhang,  dass  es  der- 
jenige ist,  bei  welchem  irgend  eines  der  vier  Gleichungs-Systeme 

(11)  (13)  (14)  (15) 

stattfindet.  Es  setzt  diess  jedoch  voraus,  dass  keine  der  drei 
Aufgaben  I.,  VI.,  VII.  eine  Specialisirung  einer  der  beiden  anderen 
sei,  da  man  alsdann  sich  mit  den  Antworten  zu  denjenigen  bei* 
den  Aufgaben  begnügen  könnte,  welche  die  dritte  als  speciellen 
Fall  in  sich  enthielten.  Und  wirklich  würde  mail  oberflächlich 
meinen,  es  sei  die  Aufgabe  VII.  ein  specieller  Fall  der  I.,  dem» 
es  werde  der  Aufgabe  I.  in  den  beiden  Fällen  der  VII.  genügt. 
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weil  die  Antwortsgleichung  (9)  der  Aufgabe  I.  sowohl  durch  die  i 
Bedingungen  (14)  als  auch  durch  (15)  *u  0=0  reducirfc  wird.  Es 
ist  aber  zu  beachten,  dass  der  Gleichung  (9),  soll  sie  die  voll- 
ständige sein,  noch  ein  Factor  ^7  oder  zukommen  muss, 

weil  sie  vor  ihrer  Rationalmachung  das  Einandergleichsein  der 
beiden  VVorthe  (lö)  des  ix  bedeutete.  Es  wird  "nun  der  erstere 
dieser  beiden  Wertlie 

y-jtV" y* — 4a# 



durch  die  Annahme  a = 0,  ß=0,  y— 0 zur  Form  g- reducirt,  und 

ist  — im  Fall  man  die  Gerade  nur  als  Gerade  betrachtet,  d.h.  im 
Fall  man  die  Coefficienten  a,  ß,  y nicht  näher  bestimmt,  als  dass  sie 
= 0 sein  sollen  — • gänzlich  unbestimmt;  wenn  man  dagegen  die 
Gerade  als  unendlich  grossen  Kegelschnitt  betrachtet,  so  druckt 
unsere  Formel  die  beiden  Asymptoten-Richtungen  aus,  welche  dem 
Kegelschnitt  vor  seiner  Vergrösserung  zukatnen  und  auch  noch 
nach  vollführter  Vergrösserung  zukommen.  (Nicht  zu  verwech- 
seln mi|  der  Richtung  der  Geraden  selbst,  welche,  da  jede 
Gerade  als  ihre  eigene  Asymptote  betrachtet  werden  kann,  io 
gewisser  Hinsicht  eine  dritte  Asymptote  der  Figur  ist).  Jeden- 
falls aber  ist  kein  Grund  vorhanden,  weshalb  durch  die  Bedin- 
gungen (14),  der  erstere  dieser  beiden  Werthe  (10)  des  ft  dem 
anderen,  nur  von  a',  ß',  y'  abhangenden  und  daher  von  den  Be- 
dingungen (14)  keinen  Einfluss  empfindenden  Werth  desselben 
gleich  werden  sollte;  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Aufgabe  VII. 
keine  Specialisirung  der  I.  ist.  Andererseits  aber  sollte  man  mei- 
nen, es  sei  die  Aufgabe  1.,  d.  h.  dass  zwei  Kegelschnitte  ein- 
ander in  unendlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-Ürsprung  berüh- 
ren sollen,  ein  specieller  Fall  der  Aufgabe  VII.,  wo  die  Kegel- 
schnitte einander  zweimal  in  unendlicher  Entfernung  durchschneiden 
solleu,  ebenso  wie  überhaupt  das  Sich-Beruhren  zweier  Kegel- 
schnitte ein  specieller  Fall  ist  des  allgemeineren,  wo  sie  sich 
durchschneiden.  Denken  wir  uns  jedoch,  dass  in  der  Aufgabe  ( 
VIII.,  z.  B.  in  der  Aufgabe  IX  , schon  einer  der  vier  Durcb- 
schnitspunkte,  z.  B.  der  Punkt  />,  unendlich  weit  gerückt  wäre, 
und  zwar  nach  der  Spitze  der  Asymptote  kn9  sodass  nur  noch 
der  Punkt  q unendlich  weit  rücken" sollte:  es  hat  alsdann  dieser 
Punkt  q9  um  in’s  Unendliche  zu  gelangen,  die  Wahl  zwischen 
zwei  Wegen , demjenigen  der  Asymptote  kn  und  demjenigen  der 
Im:  im  ersteren  f all  wird  der  Aufgabe  I.  genügt,  im  letzteren 
Fall  der  Aufgabe  VI.:  es  hat  nun  eben  so  viele  Wahrscheinlichkeit 
für  sich,  dass  der  Punkt  q die  erstere,  als  dass  er  die  zweite 
Bahn  wählen  wird;  und  es  ist  keineswegs  die  eine  Wahl,  d.  b. 
die  eine  Aufgabe,  ein  specieller  Fall  der  anderen.  Weit  entfernt 
also,  dass  die  Aufgabe  I.  ein  specieller  Fall  der  VI.  wäre,  wird 
im  Gegenthcil,  sobald  der  Aufgabe  I.  genügt  wird,  der  VI.  im 
Allgemeinen  nicht  genügt:  denn  es  sei  z.  B.  die  Bedingung  I.  auf 
diese  Weise  erfüllt,  dass  die  Asymptoten  kn  und  tto  einander 
decken,  so  ist  die  relative  Lage"  der  Im  und  uv  zu  einander 
unbestimmt  gelassen,  und  es  sind  daher  die  Im  und  ur  einander 
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im  Allgemeinen  nicht  parallel;  während  dagegen  die  Frage  VI. 
forderte,  dass  nicht  nur  die  kn  der  tw,  sondern  auch  die  Im  der 
uv  parallel  wäre. 

Da  also  die  primitive  Aufgabe  VIII.  aus  den  drei  Aufgaben 
I.,  VI.,  VII.  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Antwort  zur  Auf- 
gabe VIII.  auf  zweierlei  Weise  zu  bekommen:  entweder  unmittel- 
bar, ohne  dass  wir  die  VIII.  in  die  drei  partiellen  Aufgaben  tren- 
nen; oder  aber  so,  dass  wir  die  zu  den  drei  partiellen  Aufgaben 
I.,  VI.,  VII.  erhaltenen  vier  Antworten  (11),  (13) , (14),  (15) 
zusammenlugen.  Die  letztere  Weise  wäre  sehr  leicht,  wenn  jede 
dieser  vier  Antworten  nur  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestände, 
da  man  alsdann  die  vier  Gleichungen  nur  mit  einander  zu  multi- 
pliciren  brauchte,  um  die  verlangte  Antw-ortsgleichune  zur  primiti- 
ven Aufgabe  zu  bekommen.  Die  gegenseitige  Multiplication  jedoch 
der  zwTei  Gleichungen  der  Antwort  (ll)  mit  den  beiden  der  Ant- 
wort (13)  würde  uns  Mehreres  als  die  Summe  der  Antworten  (11) 
und  (13)  liefern;  wozu  noch  kommt,  dass  jede  der  Antworten 
(14)  und  (15)  aus  einem  System  dreier  Gleichungen  besteht,  so- 
dass  es  durch  unmittelbare  Multiplication  unmöglich  ist,  ein  den 
Comnlex  der  vier  Gleichungs  - Systeme  (11),  (13),  (14),  (15)  aus- 
drückendes  Gleichungs- System  zu  finden.  VVir  wollen  uns  daher 
lieber  der  anderen  Auflösungsweise  der  Aulgabe  VIII.  bedienen 
und  auf  folgende  Weise  argumentiren : 

• 

Wir  wollen  diejenige  Coefficienten  Wahl  nehmen,  wo  C=l, 
C=l,  und  daher  anfangen  mit  der  Auflösung  einer  specieilen 
Aufgabe,  die  zur  VIII.  steht,  wie  die  IV.  zur  III.  Dass  nun 
zwei  der  vier  Durchschnittspunkte  der  Kegelschnitte 

Ax2  -f-  Biß  -f  xy  -f  Dx  -jf-  Ey  -f-  0 , 

A'x2  -f  B'iß  -f-  xy  -f  D'x  -f-  E'y  -|-  F =0 

unendlich  vom  Coordinaten-Ursprung  entfernt  seien,  erheischt  im 
Allgemeinen,  dass  zwei  der  vier  Ordinaten  der  Durehschnilts- 
punkte  unendlich  grosse  Werthe  besitzen,  d.  h.  dass  die  durch 
Elimination  von  x aus  den  gegebenen  beiden  Gleichungen  sich 
ergebende  Gleichung  vierten  Grades  f\(y)=zO  zwei  unendlich  grosse 
Wurzeln  besitze  und  sich  daher  auf  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
FJy)  — 0 reducire.  Es  ist  nun  die  genannte  Gleichung  f^{y)~ 0 
folgende:  % 

> 

-&  + />)  db Vr(y+/>)*-4^ (ßy2+Ey+F) 

2A 

_ _ — (y  + fi')  Jb  V (?/  i D')'1— 4 A \B ßj  E‘y  -f-  E')  9 
~/v~  ~ : >Ar 


d.  h.  das  = 0 Sein  eines  Productes  von  vier  Functionen,  deren 
drei  letzteren  von  der  ersten 
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(A-A')y  WiAiy-A-D) 

+.4'V  (y+ D)‘i—\A(  B,f\-Ey + F)-A  \T {yA-D^-XAXB'y^W) 

nur  durch  die  Zeichen  der  beiden  Radicale  verschieden.  §inA 
Entwickeln  wir,  so  bekommen  wir  nach  gehöriger  Reduction, 
dass  die  Function 

/ 

t 

[A'—A—2(A'B—AB')]y2+ ...... 

....  + [2A,0-A(D+Dl)-2A(A'E—AEr)]y  + ... 

....lA-[D(A'D—AW) — 2A(A'F—AF')]  ■ 

in’»  Quadrat  erhoben,  gleich  sei  dem  Producte 

« 

[(A'—A)2y*+2(A'—A)  (A'D-ADtyA  (A'D^-AD')*]  x 

.„X[(l-~4AB)yH  (*D-4AE)y+(D2—4AF)] . 

Es  hat  also  unsere  Gleichung  /i(y)=0,  wenn  wir  zur  Abkür- 
zung die  mit  y 2,  mit  yl  und  mit  y°  multiplicirten  Termen  respec- 
tive  durch  die  Buchstaben  a,  6,  c,  d,  e , f,  g,  h9  k andeuten, 
die  Form 

(a  -\-b  + c)2=(d-\-e+f)(g-\-h  + Ic) 

und  wird  daher  durch  Entwickelung  die  Form  annehmen 

# * 

a2  -f-  2 ab  -f-  ä2  -|-  2ac  2 bc  -f  c1 
= dg -f  dh\ dk-\- eg  + ,eh -f  ek -\-fg Ffh  -f-  fk . 

Es  drückt  nun  die  Gleichung  cP— dg  die  Bedingungaus,  dass  die 
CoefQcienten  der  mit  y 4 multiplicirten  Termen  einander  auf  heben, 
d.  b.  dass  die  Gleichung  /’4(^)=ö  sich  zu  einer  F(y)=0  reducire, 

* # 3 

d.  h.  dass  eine  der  vier  Durchschnittpunkts- Ordinate«  unendlich 
gross  sei.  In  ähnlicher  Weise  drückt  das  System  der  beiden 
Gleichungen 

/ 

a2=dg , 2ab~dh\eg 

die  Bedingung  aus,  dass  unsere  Gleichung  f±(y)=z 0 efce  JF(y)==ö 

2 

werde,  d.  h.  dass  zwei  der  vier  Durchschnitts-Ordinaten  unend- 
lich gross  seien,  d.  h.  den  gesuchten  bei  unserer  jetzigen  Auf- 
gabe erforderlichen  Coefficienten-Zu‘;ammenhang.  Es  ist  nun  die 
Gleichung  a2~dg  die  folgende: 

[A'—A  -2A(A'B-A  B')]2 = (A'~  A)2  X ( 1 — 4 AB) , 
d.  h.  nach  Entwickelung: 

(A'-A)  (B/—B)  + ( A'B-A  B')*=0. 

vj  ■ 
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Die  Gleichung 


»,  r 


Vab  — dk  + eg 

’>  , • « ' < < t 

dagegen  liefert  uns  nach  Entwickelung  das  = OSein  eine  Summe 
von  3 4 Termen,  deren  sie  jedoch  13  verliert,  weil  durch  die 
Identität 


2(A'—A)  [2A'D—A(D  -f  /?)] 

= [(A'-A)*x  2/J]  + [2(A'-A)  (A'D—AD')] 


sechs  Termen  des  ersten  Gliedes  durch  sieben  des  anderen  Glie- 
des aufgehoben  werden.  Die  einundzwanzig  übrigen  Termen  lie- 
fern nach  gehöriger  Reduction  die  Gleichung 

. (A'—A)(E‘-E)  + A)(B'D-BD)  + (B'—B)  (A’D-AD/) 

'■  +2(A'B—AB')(A'E-AE')=z  0. 


Um  nun  von  diesen  bei  unserer  jetzigen  Coefficienten  - Wahl 
stattfindenden  Gleichungen  zur  Antwort  der  allgemeineren  Auf- 

fabe  VIII.  zu  gelangen , wo  von  keiner  bestimmten  Coefficienten- 
Vahl  die  Rede  ist,  müssen  wir  statt  AA' BB'  etc.  respective 


V 


substituiren,  w odurch  wir  als  die  gesuchte  Antw  ort  auf  die  Auf- 
gabe VIII.  das  System  der  zwei  Gleichungen 


(9)  (a'y—a/)  (ß'y—ßy')  + (a'ß—aß1)2  = 0, 

(16)  (ct'y— a/)  (Ye'—/e)+(a'y—a/)  (ß'd-ßö')x-\-  (ß'y—ß/)  (a'S—aö‘) 

-f-  2(a'ß — aß')  (a'e — «£') =0 

I 

bekommen,  deren  erstere  wir  schon  fr fi her  als  eine  der  Antworts- 
gleichungen  der  Aufgabe  l.  bekommen  haben. 

Es  ist  aber  das  System  dieser  beiden  Gleichuugen  noch  kei- 
neswegs die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  VIII  , sondern  nur 
eine  particuläre,  d.  h.  ein  nur  denjenigen  Kegelschnitts -Paaren 
»□kommender  Coefficienten- Zusammenhang,  welche,  ausser  der 
gefragteif  Eigenschaft,  dass  zwei  ihrer  vier  Durchschnittspunkte 
sich  unendlich  entfernen  sollen,  noch  gewisse  andere  Eigenschaf- 
ten besitzen.  Es  war  nämlich  die  erhaltene  Antwort  eigentlich 
diejenige  der  folgenden  von  der  VIII.  verschiedenen  Aufgabe: 

XI.  Welcher  Coefficienten-Zusammenhang  wird  erfordert,  da- 
mit zwei  der  vier  Durchschnittpunkts- Ordinaten  zweier 
Kegelschnitte  unendlich  gross  seien! 

Von  den  der  Aufgabel,  genügenden  Kegelschnitts- Paaren  ge- 
nügen nun  der  Aufgabe  XI.  keineswegs  diejenigen,  welche  die 
Axe  ^ — 0 oder  eine  ihr  parallele  und  endlich  von  ihr  entfernte 


V 
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Gerade  y==  b zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  haben,  sondern 
nur  diejenigen,  deren  gemeinschaftliche  Asymptote  entweder  der 
Axe  y= 0 nicht  parallel  ist,  oder,  wie  die  Parabel  y2z=zpx,  ihr 
parallel  ist,  sondern  unendlich  von  ihr  entfernt.  JSo  auch  sind 
unter  den* der  Aufgabe  VI.  genügenden  Kegelschnitts-Paaren  einige, 
welche  der  Aufgabe  XI.  nicht  genügen.  Will  man  daher  alle  die 
der  Aufgabe  VHI.  genügenden  Kegelschnitts-Paare  bekommen,  so 
muss  man  der  Frage  XI.  noch  folgende  Supplement-Frage  hinzu* 
fügen : J 

XII.  Bei  welchem  Coefhcienten  - Zusammenhang  werden  zwei 
der  vier  Durchschnitts- Abscissen  unendlich  gross? 

Zur  Beantwortung  der  Aufgabe  XII.  brauchen  wir  bloss  in  der 
zur  Beantwortung  der  XI.  stattgefundenen  Argumentation  die 
Coefficienten  A,  B,  D,  E , A‘ , B‘ , D E'  überall  respective 
durch  B,  A , E , D,  B\  A\  E\  D1  zu  ersetzen,  welcher  Um- 
/ tausch  die  Gleichung  (9)  unverändert  lässt,  die  (16)  aber  in 
folgende  x 

(17)  (ßy-ßfW-fS)  + (ß'y—ß/)  (a'i—at')  + (a'y—ay')  (ß'e—ß t') 

+2(«ß'—a'ß)(ß'S—ßd')  = 0 

abändert.  Und  es  wird  nun  die  Antwort  der  Aufgabe  VIII.  durch 
die  Zusammenfügung  der  Antworten  der  XI.  und  der  XII.  ausge- 
drückt, d.  h.  durch  ein  System  zweier  Gleichungen,  deren  erstere 
die  (9),  die  zweite  aber  das  Product  der  (16)  und  (17)  ist. 

Bei  dieser  Methode,  wo  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII.  nicht 
in  die  drei  partiellen  I. , VI.,  VII.  getrennt  haben,  hat  dennoch 
eine  neue  Trennung  der  VIII.  in  die  XI.  und  XII.  stattgefunden.  ’ 
Hätten  wir  gar  keine  Trennung  der  VIII.  vornehmen  wollen,  so 
hätten  wir  auf  folgende  Weise  argumentiren  müssen:  Es  war  io 
der  Aufgabe  VIII.  gefragt,  dass  zwei  der  vier  Durchschnittspunkte 
der  Kegelschnitte 

ax2  + ßy2  + yxy  + Sx + sy  + £ = 0 , 

a!x2 + ß'y2  -f  yxy  -f  S'x  + s'y  + £'=0 

*s  ... 

die  Eigenschaft  besässen , dass  ihre  Entfernung  r=V" x2+ y*  vom 
Coordinaten- Ursprung  den  Werth  ao  hätte,  d.  h.  dass  sie  sich 
irgendwo  auf  dem  unendlichen  grossen  Kreise  x2-\-y2=£x>  befän- 
den. Wir  können  uns  also  unsere  Frage  in  folgender  Form  vor- 
legen. 

XIII.  Welcher  Coefficienten-Zusammenbang  wird  gefordert, 
damit  die  drei  Curven 

* * 

+ ßy 2 + y^y  -h  Sx  + ey+  s=s  0 , i 

a'x2+ß'y2  f Yxy  f S'x  \ f'y  K'  =0 , , 

X*  -|  y2  r=  X 


% 
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einander  in  zwei  Punkten  gemeinschaftlich  durch- 
schneiden? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  bringen  wir  die  drei  Curven 
auf  die  Form 

r2(acos2qp  -f  |Ssin2g>  -J-  ysinqpcosqp)  -j-  r (öcoscp  -J-  rsinqp)  -f  £ = 0 , 
r2(a/cos2qp-fj8/sin2qp-f  y'singjcosqp)  -f-  r(d'cosqp+£'sin<p)  -f-  £'= 0 , 
r=OD, 

eliminiren  aus  den  beiden  ersteren  die  Coordinate  cp , und  suchen 
alsdann  die  Bedingung,  dass  die  resultirende  Gleichung  ^(r)=0 
eine  F2(r)  = 0 werde;  d.  h.  sich  vom  vierten  Grad  aut  den  zwei- 
ten Grad  reducire.  Bei  der  vorigen  Methode  hatten  wir  uns  das 
Unendliche  als  ein  unendlich  grosses  Quadrat  vorgestellt,  vrelches, 
da  es  zwei  Paare  gegenüberstehende  Seiten  hatte , eine  Trennung 
der  primitiven  Aufgabe  in  zwei  andere  verursachte,  während  bei 
gegenwärtiger  Methode,  wo  das  Unendliche  als  ein  unendlich  gros- 
ser, keine  gegenüberstehenden  Seiten  habender  Kreis,  gedacht 
wird,  keine  solche  Trennung  jiöthig  ist. 


A n in  e r k ung. 

Wenn  auch  obige  Abhandlung  im  Ausdruck  noch  einige  undeutsche 
Wendungen  enthält,  die  man  einem  Ausländer  gewiss  gern  verzeihen 
wird,  so  ist  die  Sprache  doch  im  Ganzen  so  deutlich  nnd  leicht  verständ- 
lich, dass  ich  mir,  ohne  den  Eindruck  der  ganzen  Darstellung  zu  ver- 
wischen, wesentliche  Aenderungen  vorzunehmen  nicht  erlauben  zu  müs- 
sen glaubte  und  auch  nicht  erlauben  durfte.  Ich  danke  vielmehr  dem 
geehrten  Herrn  Vf.,  dass  er  die  Abhandlung  in  deutscher  Sprache  ver- 
fasst hat.  G. 
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Ueber  einige  geometrische  Sätze  and 
die  Rechnung  mit ; den  imaginären 

Grössen. 

, Von  dem 

Herrn  Doctor  Zech 

zu  Stuttgart. 


Aufgabe . Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis 
zu  ziehen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den 
Endpunkten  desselben  Durchmessers  des  letzteren 
K r e i s e s s c h n e i d e t. 

Auflösung.  , Die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  A uöd  B 
(Taf.  VIII.  Fig.  6.),  der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  sei  C; 
man  ziehe  die  Gerade  AC  und  senkrecht  darauf  den  Halbmesser 
CD,  beschreibe  sofort  aus  dem  Mittelpunkte  C mit  dem  Halb* 
messer  CA  einen  Kreis  und  schneide  in  diesem  die  Sehne 
AE=zAD  ab;  endlich  fälle  man  von  J£eine  Senkrechte  auf^C,  welche 
gehörig  verlängert  die  auf  AB  im  Halbirungspunkte  errichtete 
Senkrechte  im  Punkte  F schneide:  dann  ist  der  aus  F mit  dem 
Halbmesser  FA  beschriebene  Kreis  der  gesuchte. 

Beweis.  Der  gefundene  Kreis  geht  durch  A und,  weilsein 
Mittelpunkt  auf  der  AB  im  Halbirungspunkte  errichteten  Senk* 
rechten  liegt,  auch  durch  B.  Es  ist  also  nur  noch  zu  beweisen, 
dass  derselbe  den  gegebenen  Kreis  auf  die  verlangte  Weise  schnei* 
det.  Letzteres  ist,  wie  man  leicht  sieht,  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  der  Halbmesser  des  gefundenen  Kreises  gleich  ist  der 
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Hypotenuse  dnes  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine  Kathete 
der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  fund  dessen  andere  Ka- 
thete die  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  ist;  d.  h. 
wenn 


FA  — CD  + FC. 

Nun  ist  aber,  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden  EF 
und  AC  durch  G bezeichnet,  nach  der  Construction 

2ac><ag=Je=I/3=Ic*+  cd) 

also 


ACx  (2A  G-AC)  = CD 


oder  weil 


und 


AC=AG+GC: 


<2AG~AC=AG~(AC-AG)  = AG-GC: 

AG-  GC=  cd]  ÄG=  CD  + GC\ 

Ferner  ist  ih  dem  bei  G rechtwinkligen  Dreieck  FGA 

FA=ÄTG^GFf 

also’nach  der  letzten  Gleichung 

~FÄ  = CD  GC+  GE, 

oder,  rreil  FGC  ein  bei  G rechtwinkliges  Dreieck  ist, 

FÄ=CD+FC\.  e.  d. 

* 

Die  Auflösung  ist  immer  möglich,  solange  die  von  E auf 
AC  gefällte  Senkrechte  und  die  auf  AB  im  Halbirungspunkte 
errichtete  Senkrechte  einander  nicht  parallel  sind,  d.  b.  so  lange  die 
drei  Punkte  A,  B,  C nicht  in  derselben  Geraden  liegen".  Die 
Gerade  EF  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise, 
welche  durch  den  Punkt  A gehen  und  den  gegebenen  Kreis'  auf 
die  verlangte  Weise  schneiden. 

Man  kommt  auf  die  gegebene  Construction  sogleich,  wenn 
man  das  Dreieck  FAC  betrachtet,  in  welchem 
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FC=FA  + A C— 2 FAxA  Cxcos  FA  C 
ist;  weil  nämlich 


FC=  FA  — CD 

sein  soll,  so  folgt 

2ACx  FA  xcos  FA  C==AC  + CD 

d.  h. 


2ACxAG  = AC+CD ! 


II. 

r 

Lehrsatz.  Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Winkel 
im  gleichen  Verhältnis»  ge th eilt  werden  und  die  bis 
an  die  gegenüberliegenden  Seiten  verlängerten  T hei- 
lungstinien  einander  gleich  sind,  so  sind  die  getheil 
ten  Winkel  einander  gleich. 

Beweis.  Das  Dreieck  sei  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5.),  die 
gleichen  Theilungsstrecken,  w elche  die  Winkel  BAC  und  ABC 
im  gleichen  Verliältuiss  tbeilen,  seien  AD  und  BE,  so  dass  also 

W.  BAD  . W.  DAC  = W.  ABE  : W.  EBC 
ist.  Wäre  nun 

W.  ABC  < W.  BAC , 

so  lege  man  das  Dreieck  so  umgekehrt  auf  sich  selbst,  dass  der 
Punkt  B auf  den  Punkt  A und  die  beiden  Theilungslinien  auf 
einander  fallen;  dann  fallt,  wegen  BE— AD,  auch  der  Punkt  £ 
auf  D,  und  weil  bei  der  Theilung  beider  Winkel  in  demselben 
Verhältniss  die  Annahme 

W.  ABC  < W.  BAC 
die  beiden  Ungleichungen 

W.  ABE  < W.  BAD  und  W.  EBC  < W.  DAC 

nach  sich  zieht,  wird  BA  in  eine  Lage  AF  zwischen  AB  und  AD, 
BC  in  eine  Lage  AG  zwischen  AD  und  AC  kommen.  Dabei 
müssen  die  drei  Punkte  F,  D,  G stets  in  gerader  Linie  liegen 
und  Dreieck  FAG  Dr.  ABC  sein. 

Es  sind  nun  drei  Fälle  denkbar;  entweder  fällt  der  Punkt  F 
ausserhalb  des  Dreiecks  ABC,  oder  auf  BC,  oder  innerhalb  des 
p-  ^ks  ABC. 
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1)  Der  Punkt  F falle  ausserhalb  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  S. 
iSr.  (1.)),  . dann  fällt  G nothwendig  innerhalb  ABC;  dann  aber 
ist  nach  einem  bekannten  Satze 


W.  FGA  > W.  ACB, 


also 

Dr.  FGA  nicht  ^ Dr.  ACB . 

2)  Der  Punkt  F falle  auf  BC  (Taf.  VII.  Fig.  5.  Nr.  (2.)); 
und  zwar  nach  dem  oben  Bemerkten  nothwendig  zwischen  B und 
ü;  dann  fallt  auch  G auf  BC  und  zwar  zwischen  Z>und  C;  dann 
aber  ist 

W.  FGA  > W.  ACB , 

t 

oder 

f W.  FAG  < W.  AFB, 

d.  h.,  weil 

7 v 

i 

AF=zAB : 

W.  FAG  < W.  ABC ; 
also  in  beiden  Fällen . 

• ^ 

Dr.  FAG  nicht  ^ Dr.  ABC .. 

• 

3)  Der  Punkt  F falle  innerhalb  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5. 
Nr.  (3.));  dann  fällt  G ausserhalb  ABC ; zieht  man  nun  die  Ge- 
rade BF,  so  liegt  diese  nach  der  Voraussetzung  zwischen  BC 
und  BA,  und  muss  daher  verlängert  die  Gerade  AG  schneiden; 
es  ist  also 


W.  FAG  < W.  AFB , 
aber,  weil  AF=AB: 

W.  AFB  =z  W.  ABF, 


also  auch 

W.  FAG  < W.  ABF, 

i 

und  um  so  mehr 

W.  FAG  < W.  ABC; 

also  wiederum 
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Die  Annahme  W.  ABC  < W.  BAC  fuhrt  also  in  jedem 
denkbaren  Falle  auf  einen  Widerspruch,  und  kann  daher  nicht 
richtig  sein.  Ganz  ebenso  wird  bewiesen,  dass  eben  so  wenig 
W.  BAC  < W.  ABC  sein  kann;  es  muss  also 

W ABC  = W.  BAC  . 

sein,  w.  z.  b.  w. 


111. 


Man  rechnet  allgemein  mit  imaginären  Zahlen  ganz  nach  den- 
selben Formeln,  die  für  reelle  Zahlen  aufgestellt  worden  sind, 
ohne  dass  man  bis  jetzt  die  Giltigkeit  der  letztem  Formeln  auch 
für  imaginäre  Zahlen  nachgewiesen  hat.  Die  Ohmsche  Behaup- 
tung, dass  z.  B.  die  Gesetze  des  Addirens,  nachdem  sie  für  po- 
sitive ganze  Zahlen  bewiesen  worden  sind,  nun  auch  für  alle 
anderen  Zahlformen  gelten,  weil  letztere  erst  später  entstehen,  weil 
man  also  durch  Anwendung  jener  Gesetze  auf  dieselben  jedenfalls 
' nichts  Unrichtiges,  d.  h.  mit  Früherem  in  Widerspruch  Stehen- 
des erhalte,  ist  offenbar  nicht  stichhaltig.  Man  nat  daher  die 
Gesetze  des  Addiren§  der  Reihe  nach  auch  für  negative  ganze 
Zahlen,  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  bewiesen,  und  ebenso 
hat  man  es  bei  den  andern  Operationen  gemacht.  Ein  Beweis 
für  imaginäre  Zahlen  fehlt  bis  jetzt.  Im  Folgenden  soll  ein  Ver- 
such gemacht  werden,  diese  Lücke  auszufüllen. 

Die  imaginären  Zahlen  verdanken  ihren  Ursprung  der  Auflö- 
sung der  quadratischen  Gleichungen;  wir  müssen  also  von  diesen 
ausgehen,  wenn  wir  über  jene  etwas  aussagen  wollen.  Seien  zu 
dem  Ende 

/ x2 — sx-X-p—Ü 

(1.)  Jund 

\ x2 — SxX  + Pi  =0 

zwei  quadratische  Gleichungen,  deren  Wurzeln  beziehungsweise 
x\  x"  und  x\y  x*\  seien,  so  dass  also 

l * = p#",  p=zx'xn 

(2.)  Jund 

' * sl=x‘l-\-x"1 , pt  ■=zx\x,\ 

ist.  Dann  ist 

(3.)  (z' +x\)  + (xn+x“l) =*+*,, 

(x'+x'x  ).(x" A-x"x  )=x'x“-t-x'x"x  -\-x"x\  -{•x\xi\ , 
(4.) {x*  + x{ i)  . (x"+x”x)  = /?+/?!+  x'x"x  -f-  x"x\ . 
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Nud  ist  aber 

i*  — \p  = (x‘  — x")2  , 
s\—*Apx  — (x'i—x'\yt; 

also 

i 

l±  >T{S*-Ip)  (52!—  ipx)  =Z{X,—Xi,){x\—X"l)> 

(5.)  . . J 

(dt  V^s2— 4p) (s3! — 4 px)  —x'x\ — x,xnx—x"x\-\rx,,x'\  , 
ferner  * 

(6.)  ....  ssx=zx'x x‘x0i -{■  x"x‘i-{- xnxn1. 

Zieht  man  die  zweite  der  Gleichungen  (5.)  von  der  Gleichung 
(6.)  ab  und  dividirt  dann  auf  beiden  Seiten  mit  2,  so  folgt 

x'x“\  + x,,x,1=^ssl  + i V (sz— 4p)  (s\~4pi) . 

Dieser  Werth  in  die  Gleichung  (4.)  substituirt  gibt 

(7.)  (x'+x'1)(x',+x"1)z=p+p1  + j£ssl  + jV* (s2—4p)  (s\—4Pl). 

In  den  Gleichungen  (3.)  und  (7.)  ist  enthalten  folgender 

I. )  Lehrsatz . Die  quadratische  Gleichung 

(s+sx)x  +/>  + ;>!+  + V~ (s2— 4p)  (s2x—  4p,)=0 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Summen  von  je  einer  Wur- 
zel der  ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (].). 

Ferner  folgt,  wenn  man  die  zweite  der  Gleichungen  (5.)  und 
(6.)  addirt  und  dann  auf  beiden  Seiten  mit  2 dividirt: 

afx,1  + x"x“x  dt  \ yf  (32— 4pKA— 

ausserdem  ist  (x'x'i) . (xnxf,l)  = ppx. 

In  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  enthalten  folgender 

II. )  Le hr satz.  Die  Wurzeln  der  quadratischen 

Gleichung 

x2-(^ssx  dt  V (#*  — ip)  (s\  — 4/?j7  )x  f ppi  = 0 
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sind  die  beiden  Producte  von  je  einer  Wurzel  der 
ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Gleichen* 
gen'(l.) 

Um  nun  den  Uebergang  zu  den  imaginären  Zahlen  zu 
machen,  sei 


i=2a,  p = a2-f-62 

*,=2a„  Pi=os,+6*,  } 

dann  sind  die  Wurzeln  der  ersten  der  Gleichungen  (1.)  a±byf-\, 
die  der  zweiten  — 1.  Ferner  folgt  aus  den  Gleichungen  (8.) 

s2  — 4 p = — 4 62, 

,V-4p1=-4  b\. 


also 


± V" (s2— 4p)  (5ai— 4pi)=  +4 bbi ; 

hiemit  wird 


P + Pl+J»l  ^ («®-~ tp)(s\  — 4p,) 

= a2 + 62  + a2!  -f  b\  -f-  2 acq  + 266t 
= (a  + a1)2  + (6:F61)2. 

Sonach  lässt  sich  der  Lehrsatz  {I.)  so  ausdrücken:  Die  qua- 
dratische Gleichung 

x 2 — 2 (a-f  aj)a:  -f  (a+n1)a+(6:F61)2  =0 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Summen,  welche  entstehen,  wenn 
man  je  einen  der  beiden  Ausdrücke  a+6V — 1 und  einen  der 

beiden  Ausdrücke  at4zbiV^ — 1 zu  einander  addirt.  Da  aber  die 
Wurzeln  jener  quadratischen  Gleichung 

a + «i  + (6TM  V— 1, 

wo  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  nicht  nothwendig  entspre- 
chen, sind,  so  hat  man 


(a±&V\-l)+  (ax  +6lV-l)  = (a+a1)±(6T61)V-l  . . * W 

% t 

wo  in  Beziehung  auf  die  Zeichen  äuf  jeder  Seite  für  sich  die  eben 
gemachte  Bemerkung  gleichfalls  gilt.  In  dieser  Gleichung  (A) 
sind  alle  möglichen  Fälle  enthalten , wie  auch  die  Zeichen  linker 
Hand  combinirt  werden  mögen. 

Ferner  hat  man 
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\ sh  + V* (s2—4p)  (t^—ipi)  — 2aat  ±2öö1 , 

ppl  = a2a\  + a2b\  -f  a\  b 2 + b2b\ . 

Der  Lehrsatz  (II.)  lässt  sich  also  jetzt  folgendermaassen  aus- 
sprechen: Die  quadratische  Gleichung 

x2 — 2 (aat  + bbx  )x + a2a\  -f  a2b\  -\-a\  b2+b2b\  = 0 

bat.  zu  Wurzeln  die  beiden  Producte,  welche  entstehen,  wenn 
man  je  einen  der  beiden  Ausdrücke  a+bV  — 1 und  einen  der 

beiden  Ausdrücke  at±bi  V~— 1 mit  einander  multiplicirt.  Nun  sind 
aber  die  Wurzeln  jener  Gleichung 

(aai+66i)  +V"  (aa^bb^2 — a2a\ — a2b\ — a\b2 — b2b\ 

= (ößi  db^&i)  ifcV^  ■Jr2aa1bb1 — a2b\  — a\b 2 

= (aai+bbj+tabi^dxb)  V'—  1 , 

wo  die  obern  und  untern  Zeichen  in  den  Klammern  einander  ent- 
sprechen, diesen  aber  nicht  nothwendig  die  ausser  den  Klammern. 
Also 


(o+6V— 1)  • (a,  + b j V"-l)  =(aoi+Wi)4:(a61Tai*)Vr— 1...  (B) 

wo  für  die  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  die  eben  gemachte  Be- 
merkung gilt,  auf  der  linken  Seite  dagegen  die  Zeichen  beliebig 
gewählt  werden  dürfen. 

Auch  diese  Gleichung  (B)  umfasst  alle  möglichen  Fälle,  wie 
auch  die  Zeichen  auf  der  linken  Seite  combinirt  werden  mögen. 

Die  Formeln  für  die  Differenz  und  für  den  Quotienten 
zweier  imaginären  Ausdrücke  kennen  auf  dieselbe  Weise  abge- 
leitet oder  aus  den  Formeln  für  die  Summe  und  für  das  Product 
hergeholt  werden. 


m. 
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Uebnngsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  H.  Scheffier,  Bau-Conducteur  bei  den  Herzoglich  Braun- 
schweigischen Eisenbahnen  zu  Braunschweig. 


Aufgabe. 

Es  sind  (Taf.  VH  Fig.  6.)  die  beideo  Punkte  At  B 
und  der  um  C beschriebene  Kreis  gegeben;  man  sucht 
einen  Kreis,  welcher  durch  A und  B geht,  und  den  ge-  / 

6 ebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  Ein  und  desselben 
urchmessers  schneidet. 


Auflösung.  Man  beschreibe  einen  beliebigen  Kreis,  wel- 
cher durch  A und  B geht  und  den  gegebenen  Kreis  in  zwei 
Punkten  D , E schneidet,  ziehe  die  Geraden  AB , DE  bis  zu 
ihrem  Durchschnittspunkte  F und  lege  durch  F und  das  Centrum 
C des  gegebenen  Kreises  die  Linie  GH;  so  stellt  dieselbe  den 

gesuchten  Durchmesser  dar,  und  A,  B,  H,  G sind  vier  Punkte 
es  verlangten  Kreises. 

Beweis.  Angenommen  ein  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  H 

Selegter  Kreis  schneide  die  Gerade  GF  in  einem  Punkte  G‘\  als- 
ann  hat  man 


im  Kreise  DEHG 
im  Kreise  AB  HG' 

im  Kreise  ABED 
folglich 


FG.FH—  FD.FE , 
FG'.FH—  FA.FB, 

FD.FE = FA.FB, 
FG'.FH=z  FG.FH, 

FG'=FG, 


d.  h.  die  beiden  Punkte  G und  G1  fallen  zusammen,  oder  der 
durch  A,  B,  H gelegte  Kreis  geht  auch  durch  G . 


* 
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Mise  eilen. 


Literarische  Bemerkung  von  dem  Herrn  Dr.  Grchc  zu  Cassel. 


Dm  der  im  Archiv  für  M.  u.  Ph.  Theil  XV.  Heft  2.  S.  137. 
enthaltenen  Aufforderung  zu  entsprechen,  theile  ich  Folgendes 
mit.  Das  dort  erwähnte  Werk  von  ßramer  führt  den  Titel: 
„BENJAMIN  BRAMER1  Beschreibung  Eines  sehr  leichten  Per- 
spectiv- und  grundreissenden  Instruments  auff  einem  Stande: 
„Auff  Herrn  Johan  Faulhabers,  bestellten  Ingenieurs  des  Heyl: 
„Reichs  Stadt  VIm,  weitere  continuation  seines  Mathemati- 
schen Kunstspiegels,  geordnet.  Gedruckt  zu  Cassel,  durch  Johan 
„Wessel,  vnd  zu  Franckfurt  bey  Eberhard  Kiesern  Kupfferste- 
„ehern  zu  finden.  Im  Jahr  1630.“  Der  Beschreibung  selbst  geht 
eine  Zueignung  an  'den  Ehrnvesten  Hochachtbarn  vnd  Kunstrei- 
chen Herrn  Johan  Faulhabern  etc.  voran , welche  folgendennas- 
sen anfangt:  ,, DAss  in  den  Mathematischen  künsten  viel  wun- 
derbare vnd  verborgene  Geheimnuss,  auch  offtmahls  Dinge,  so 
„fast  vnmöglich  scheinen , gleichwohl  aber  durch  geringe  mittel 
„zu  wege  gebracht,  werden  Können,  ist  auss  vielen  dingen  zu  se- 
„hen.  Als  zum  Exempel,  durch  zusammen:  oder  übereinander 
„Schreibung  einer  Arithmetischen  vnd  Geometrischen  pro- 
„gress,  kan  man  viel  wunderbare  Dinge  verrichten,  wann  nur  die 
„Arithmetische  mit  einem  0,  die  Geometrische  aber  mit  1 
„anfangt,  Nemblich,  das  Multiplicirn  durch  Addirn,  das  Di- 
„vidirn  durch  Subtrahirn,  Radicem  quadratam  extr ahirn 
„durch  halbirn,  Cubicam  durch  3,  Zensicensicam  durch  4, 
„Sursolidam  5,  vnnd  so  forthan  mit  andgrn»  qjuantiteten  di- 
„vidirn.  Welches  dem  Herrn  als  einem  jetziger  zeit  in  Teutseh- 
„land  berühmten  Arithmetico,  genugsamb  bekant,  vnnd  also 
„ohne  noht  wäre,  dessen  Exempel  zu  setzen.  Damit  aber  die 
„vngeübten  meine  Meynung  sehen  mögen,  stehen  die  Zahlen  bei- 
„der  progressionen  also: 

„Arithm:  0.  1.  2.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9. 

„Geomet:  l.  2.  4.  8.  16.  3*2.  64.  128.  256.  512. 


„Arithm:  10.  11.  12.  13. 

„Geomet:  1024.  2048.  4096.  8192.» 


\ 
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Einen  Druckfehler  des  Buchs  im  drittletzten  Gliede  der  geo- 
metrischen Progression  habe  ich  verbessert.  Es  werden  nun  an 
diesen  beiden  Reihen  die  Grundregeln  des  Rechnens  mit  Loga- 
rithmen erläutert,  und  dann  heisst  es  Seite  5.  weiter:  „Auss  die- 
sem Fundament  hat  mein  lieber  Schwager  und  Praeceptor  Jobst 
„Burgi,  vor  zwantzig  vnd  mehr  Jahren,  eine  schöne  progress 
„tabul  mit  ihren  differentzen  von  10  zu  19  in  9 Ziffern  cal- 
„culirt,  auch  zu  Prag  ohne  bericht  in  Anno  1620  drucken  lassen.  Vnd 
„ist  also  die  Invention  der  Logarith:  nicht  dess  Neperi, 
„sondern  von  gedachtem  Burgi  (wie  solches  vielen  wissend,  vnd 
„ihm  auch  Herr  Keplerus  zeugnuss  gibt)  lange  zuvor  erfunden“ 

Um  diese  Stelle  vollständig  zu  verstehen,  muss  man  wissen, 
dass  Bramer,  zu  Felsberg  in  Hessen  1588  geboren,  schon  in  sei- 
ner frühesten  Kindheit  in  das  Haus  seines  Schwagers  Burgi,  der 
als  Hofuhrmacher  in  den  Diensten  des  Landgrafen  Wilhelm  IV. 
zu  Cassel  stand,  gekommen  und  mit  diesem  1603  nach  Prag  ge- 
zogen war.  Wahrscheinlich  war  der  Umstand,  dass  Burgi  nach 
dem  Tode  von  Bramers  Schwester  sich  1611  anderweitig  verhei- 
ratbete,  die  Veranlassung,  dass  Bramer  in  sein  Vaterland  zurück- 
kehrte, wo  er  1612  eine  Anstellung  als  Baumeister  zu  Marburg 
erhielt.  Statt  zu  sagen  „vor  zwantzig  und  mehr  Jahren“  hätte 
Bramer  sich  ausdrücken  können : als  ich  noch  jn  dem  Hause  mei- 
nes Schwagers  Burgi  zu  Prag  lebte.  Die  erste  Schrift  von  Bra- 
mer, die  unter  dem  Titel:  Problema,  wie  aus  bekannt  gegebenem 
Sinu  eines  Grades  Minuten  oder  Secunden  alle  folgenden  Sinus 
aufs  leichteste  zu  finden  und  der  canon  sinu  um  zu  absolviren  seye, 
zu  Marburg  1614  erschien,  lässt  vermuthen,  dass  Bramer  die 
Neigung  zum  Berechnen  von  Tabellen  %sich  bei  seinem  Schwager 
angeeignet  habe,  und  diesem  bei  der  Berechnung  von  dessen 
Logarithmentafel  hülfreich  zur  Hand  werde  gewesen  sein.  Dass 
Burgi  seine  Tafel  so  lange  zurückhielt  und  sie  auch  dann  ohne 
Bericht  herausgab,  scheint  bei  ihm,  der  keine  Sprachstudien  ge- 
macht hatte,  aus  unbesiegbarer  Scheu  vor  schriftlicher  Darstel- 
lung zu  erklären  zu  sein. 


Anmerkung. 

Nach  dem  eingesnndten  Manuscript  des  Herrn  Vfs.  scheint  das,  was 
ich  im  Obigen  habe  gesperrt  drucken  lassen , in  Bramers  Buche  mit 
lateinischen,  das  yehrig^  mit  deutschen  Lettern  gedruckt  zu  sein.  6. 
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XXXIII. 

Sur  les  fonetions  elliptiques. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer, 

de  Groningue. 


Les  fouctions  elliptiques  ayant  tire  leur  originc  du  probleme 
de  1’ Integration  des  fonetions  irrationnelles,  on  a toujours  en  vue 
l’application,  qu’on  pourra  en  faire  pour  les  quadratures.  Mais 
par  cette  raison  on  a trop  neglige,  a ce  qui  me  semble,  les  pro- 
prietes  de  ees  fonetions,  qui  ne  se  pretent  pas  immediatement 
aux  quadratures.  Si  donc  il  y a quelque  sueees  dans  l’analyse 
suivante,  c'est,  pareequ’en  suivant  une  marche  rationnelle,  je  ne 
me  suis  pas  souci  du  parti,  qu’on  saura  en  tirer  pour  l’integration 
des  fonetions  irrationnelles,  persuade,  comme  je  suis,  que  toute 
analyse  exacte  trouvera  ensuite  son  application. 


Theorie  des  fonetions  elliptiques  de  la  premiere 
. espece. 

La  fonction  elliptique  de  la  premiere  espece,  d^notee  par 
F<p  ou  F(f,v,  esf  determinee  par  l’equation 


o 


dans  laquelle  on  a 

W,e  = 1 — c2sin*<p  , Ao  = t > 
c etant  un  module  suppose  positif  et  infdrieur  ä l’unite. 
Band  XVI. 
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En  considdrant  au  contraire  la  variable  <p  comme  fonctioo  de 
Fy , et  posant 


on  aura  la  fonction  inverse 


9 amp/? , 


ou  bieu 


smqp  = smamp/). 


Cette  maniere  d’envisager  la  fonction  elliptique  et  son  in- 
verse a ses  dilticultes.  En  eflfet,  la  fonction  Fg>  ou  p dtantdeter*! 
minee  par  l’equation  (l),  il  ne  sera  permis  de  considerer  p comme 
variable  independante , a moins  qu’elle  ne  regoive  toute  valeur 
possible  reelle  et  imaginaire  en  laissant  varier  cp  par  degres  insen- 
sibles. Or  ce  n’est  pas  difficile  de  montrer,  que  cette  condition 
ne  sera  pas  remplie. 

On  pourra,  ä la  verite,  considerer  cp  ou  sing?  comme  fonction] 
d une  variable  independante  xt  et  poser 

sincp  = sin  amp  x ; 

mais  on  aura  tort  d affirmer , qu’il  s’en  suivra 

p—x . 

Tout  ce  qu’on  pourra  etablir,  c’est,  que  la  fonction  Fy  ou  p,  sub-l 
stituee  ä x,  satisfera  a lequation 

sing?  = sin  amp  x, 

ou,  que  p sera  une  raeine  de  cette  equation  resolue  par  rappot 
a x , savoir  cette  racine,  qui  s’evanouit  avec  cp, 

Un  pareil  cas  se  presente,  lorsqu’on  voudra  deduire  la  theor« 
des  fonctions  circulaires  de  l’equation 


, r»  da 

Wu’ 


dans  laquelle  la  fonction  G)u  est  determinee  par  les  dquations 

ö2u— 1 — u2 , 6>0  = J. 

i 

Or,  comme  on  a la  coutume  de  traitcr  d’abord  les  fonctions  eit 
et  cosg>,  et  de  passer  ensuite  ä la  fonction  enprimee  par  l’intd 
grale  precedente,  il  sera  de  merae  plus  methodique  de  convertif 

auant  aux  fonctions  elliptiques,  l’ordre  suivi;  et,  au  Ireu  de  partM 
e requation(j),  nous  considerons  directement  la  fonction  regarde^ 
a l’ordinaire  comme  fonction  inverse  de  la  fonctioo  elüptiquC 
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Designons  par  u cette  fonction,  ou,  plutot,  representons  par  u, 
r,  w trois  fonctions  de  x,  c ; en  Sorte  qu  on  ait 

(2)  U — Px ~ P r,cy  V — Qx^QxfC  9 W—Rx~R x,c- 

7 / 

Alors  les  fonctions  u , v,  io  seront  eompletement  determinees  par 
le  Systeme  des  equations 


!C.tU  — CW  , Cx  V — — WU,  dxw= : — C2UV  , 

^o  = 0,  Qo  ==  1 > Äo  — - 1 • 


fest  de  ces  equations,  qu’il  faut  deduire  les  proprietes  des  fonctions 
u,  v,  W.  ' 

On  en  tire  ä linstant  les  relations  par  lesquelles  ces  fonctions 
sont  liees  entre  eiles:  car,  puisqu’on  a 


wdx  w , 


il  viendra,  en  integrant,  et  en  observant,  que  u se  change  eu  0, 
r et  io  en  1,  lorsque  x s’evanouit, 

«2=  1 —v2=~(l  — w2), 

dou 

(p,2=l_t?,2==^(l-/2,*), 

) , 

(4)  j(h-=l-  P**  =-  ^ (b*-Rx% 

' Ä,®=  1 — c2  P*2= 62  + c*  <?*2 , 

t 

ayant  pose  pour  abreger 

£2=1  — C*. 

Designons  ensuite  par  x une  racine  de  l’&piation 

y—  Px 

resolue  par  rnpport  k x;  on  aura 

U—  Px  , 

* 

st  x sera  une  fonction  de  u , qu’on  pourra  representer  par 

X — -Xtf. 

Hais  u etant  une  fonction  de  x,  il  s’eusuit  que  x sera  aussi  une 
onction  de  x.  Donc  on  aura 

dx  u = dxPx = d*  Px  dxx  , 

25' 
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d’oü 

q d*u  vw 

dxX^8xPx"  QxRx; 

et  comme,  eil  ayant  egard  aux  equations  (4),  on  a 

Qx2  =£=  1 — Px«:=  1 — U2  = V* , 

fix2=l-C2  Px2:=l  — C2 tt*  = 102 , 

il  se  presente  deux  cas,  selon  qu’on  a 

Qx  Rx  — vw , ou  QxÄx=  — vw , 
auxquels  cas  correspondent  par  ^üite 

3x  x — 1 , dxX  - — - 1 \ 

d‘oü,  en  integrant, 

v-fxur#,  v' — x = x , 


v et  v‘  etant  constantes  par  rapport  a x.  En  substituant  ces  va- 
leurs  de  x dans  les  equations  correspondantes,  on  obtiendra 

, Pv'-X  ~ Px , 

Q v-\-xRv-\-*~  Qx  Rx,  Öü'-xP^-x  = — QxÄ  x ; 

\ 

puis,  en  prenant  x = 0: 


Pv=0,  Pv=  0, 

v Qtfiv  ^ 1 , Qo'ßo'^r—l, 

equations  auxquelles  les  constantes  v et  v 1 doivent  satisfaire. 
D’ailleurs  l’equation 

uz=zPXi 

differentiee  par  rapport  ä u donnera 


d’oü 


1 = dx  Pxdux~  Qx  RxduX, 


l 

l 


Ajoutons  que,  comme  on  a P0=0,  on  pourra  choisir  la  racine  x 
de  maniere,  qu  eile  s’evanouisse  avec  u,  en  sorte  qu’on  ait 


Xo=0; 

i 

et,  en  consid^rant  Qx  et  R*  comme  fonctions  de  k,  si  l’on  pose 
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Qi  — G)u>  föx  — G)  u , 

* 

on  aura 

(öua  = 1 — u2,  ö0  = t 

ö'2=l — c2u2,  ö'0  — 1 , 

d’oü 


(jü1  u — • 6)cix  j 

donc  la  racine  x sera  completement  determinee  en  fonction  de  u, 
et  il  suivra 


y _ y — />u  (lu 
“ w’c~^/  Öu  (5cu * 


ou,  si  I’on  veut. 


, . du  

:=X„=X„,c=y 


pourvu  que  les  radicaux  V 1 — «2#  Vi-  c2u2  soient  pris  de  ma- 
ttiere ä devenir  egaux  ä l'unite,  lorsque  u s’evanouit. 

La  racine  x determinee  par  I’equation  präcedente  peilt  rem- 
placer  avec  succes  la  fonction  eiiiptique.  Pour  reconnaitre  la  liaison 
entre  ces  deux  fonctions,  posons 


/Udu 


i 


on  aura,  non  seulement 


mais  encore 


8*1111/;  = «,  cosip  = 6)u; 

puis,  en  considerant  öe«  et  x coinme  fonctions  de  i/>,  si  l’on  fait 

> 

^ if/  — - 0)  cu  , X 1— - F\i)  , 


on  aura 

Aip2—  1 — c2«2=l  — c2sin2i//, 

Ao  “ 1 » Fo=0, 

et,  ä cause  de 
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=^=—=duX=duFy  =8*  F*  8«^= 


__  <9,J/  Fty 


Ou 


i)  viendra 


d+F*=J-=-±-  , 

(”cu 


d'oü 


,_p  _ 

o 

Remarquons  que,  tp  etant  introduite  conime  fonction  de  u,  il  ne 
sera  permis  d’attribuer  ä ip  que  des  valeurs , qu’elle  acquiert  par 
suite  de  la  Variation  de  u ; d’oü  il  suit  que  la  valeur  reelle  de 

restera  toujours  eomprise  entre  — ^ ct  % * Mais  eela  ne  nous  em- 

Ijeche  pas  de  trouver  la  valeur  de  Fg>,  lorsque  <p  depasse  les 
imites  de  ip.  En  effet,  si,  pour  une  valeur  quelconque  de  q>, 
on  fait 


p _ A d(P 


on  aura 


F ti-\-  ip  — Fn~ f-  Fy , 

d’oü,  n etant  un  nombre  entier, 

I 

F n;?-f  Fn  -f-  Fty  \ 

puis , en  vertu  de  Fg>  = — F—g> , on  aura  encore 

Fn-y^Fn-Fy, 


ct,  en  prenant 


Fn—Fn—Fn, 


?.  -ti 


d’oü 


F Ti — 2 Fn  i 


il  viendra  par  consequent 


F nn  i xl>  — 2 tl  Fn^  Fyi,  ~ 2w  X|  4~  x • 


2 


/ 
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Nous  avons  fait  cette  demarche,  pour  montrer.  la  connexion 
entre  la  racine  x et  entre  la  fonction  elliptique  Ftp.  Toutefois 
on  pourra  se  dispenser  de  cette  fonction  en  introduisant  la  racine 
x,  comme  cela  a ete  fait;  et  le  resultat  principal  de  ce  paragraphe 
sera  compris  dans  les  termes  suivants. 

Soi ent 


• W Px P X,Cy  v Qx Qx,C  , V) RX Rx,C 

trois  fonctions  de  x,  c ddterrainees  par  les  Equations 

üx  u — vw,  dxc  — — tcu , dx  w = — c2uv, 

P D — 0 , Qq  — 1 , Ryy  — I J 

soif  x une  fonction  de  u determinee  par  lequation 


v _v  _ Cu  du 

— A„_A  U>r-J 


dans  la  qu  eil  e 


on  aura 


<i )u~Qx,  Qcu—Px* 


et 


x=zv+x,  ou  x — v'~- X, 


selon  que  l’on  a 


QxRx—QxRx,  ou  Qx  Rx  = — QxRx,  - 


v ett;'  etant  deux  constantes  ass  ujetties  a lacondition 
de  verifier  les  equations 


Pr—0,  Pv=  0 

QvRv  — 1 y QvRv — * — *1* 

% 

Ajoutons  que,  pour  des  valeurs  finies  de  PXi  les  fonc  ons 
Px,  Qx,  Rx  se  changeront  en  sin.z,  cos#,  l,  lorsqu’on  suppose 
c=0;  de  sorte  qu’on  aura- 

px,0  = sin#,  QXy0=zcosx,  RXf0  — \. 


On  pourra  de  nieme  considerer  PX)  Qx,  Rx  comme  des  fonction» 
particulieres  d’une  autre  classe  de  fonctions,  dont  il  sera  aise  d’e- 
tablir  les  equations  differentielles.  En  continuant  de  cette  maniere, 
il  sera  utile  d’embrasser  toutes  ces  fonctions  par  une  denomina- 
tion  et  une  notation  generale.  On  pourra  p.  e.  appeler  ces  foop- 
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tions  fonetions  circulaires,  en  les  classifiant en  divers  ordres 
et  rangs , et  en  les  d&signant  par  le  signe 

n\m , 

• 

7/1  indiquant  le  rang  et  71  l’ordre  de  la  fonction  circulaire.  Dans 
cet  etat  de  choses  sin#  sera  la  premiere  et  cos#  la  seconde 
fonction  circulaire  du  premier  ordre,  et  Px  sera  la  pre- 
miere, Qx  la  seconde  et  Rx  la  troisieme  fonction  cir- 
culaire du  second  ordre;  ce  qu’on  exprimera  par  la  notation 

sin#=l|lx,  cos#  = 

Ps= 2jl„  Qx= 2ßx,  Rx=  2|3x,  . 

et  ainsi  de  suite. 


§.  H 

Sur  les  valeurs  par ticuli eres  des  fonetions 
circulaires  du  second  ordre. 

Puisque  la  valeur  jde  la  fonction  ö«,  determinöe  par  les 
equations 

«o2— 1 —u2,  50=l,v 

est  positive  pour  u— 0,  eile  restera  positive  et  comprise  entre 
les  limites  0 et  1,  en  faisant  varier  u par  degres  insensibles  entre 
les  limites  — l et  -f-1. 

Si  donc  la  valeur  de  c restera  comprise  entre  les  limites  0 
et  1,  et  qu’on  pose 

(1) 

la  valeur  de  b sera  positive  et  inferieur  ou,  tollt  au  plus,  egale 
ä 1.  Puis,  comme  on  a 

62=l-c2, 

il  s’en  suit 


6*2=1-62. 

et  on  aura,  non  seulement 


mais  encore 


c — (• )b  : 


d'oü  l’on  conclut,  que  6 se  changcra  en  c,  lorsque  esereduit  a b. 
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Mais  la  valeur  de  ö)u  sera  encore  positive,  lorsqu’en  partant 
de  la  valeur  nulle  de  u,  ou  attribue  ä u2  des  valeurs  negatives, 
ou  ä u des  valeurs  imaginaires,  et  eile  restera  positive  en  faisant 
varier  u jusqu’a  linlini.  Donc  en  designant  par  oo  l infini 

f>ositif,  et  par  i une  des  racines  quarrees  de  — 1 , mais  toujours 
a meine  racine,  on  aura 

öxi— ac  • 


• Cela  pose,  on  sera  assure,  que  la  fonction  sous  le  signe  in 
tegral  dans  l’equation 


:=X„=A=4^ 

t/ ' (Ou  (0 


du 

Ocu 


restera  positive  en  faisant  u = \ et  u=oci;  ce  qui  conduit  ä con- 
siderer  les  valeurs  partieulieres  Xj  et  X«f,  que  nous  designons, 
pour  abreger,  par  z ou  rc  et  q ou  qc;  en  sorte  qu’on  ait 


1 du 

Ott  (Ocu 


du 

(Ou  (Ocu 


Maintenant  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  precedent,  qu’en 
determinant  les  fonctious  circulaires  du  second  ordre 


U — Px—Pxfct  V — tyx — Qx,ct  W — ltx — Rx,c 


par  !e  Systeme  des  equations 

dxu=zvw,  dxP  = — wUj  dxw  — — czuv 

*0  = 0,  Q0=l,  *0=1. 

on  aura 


Px  = u,  Qx  = ou,  Pxz=z(^cu; 


donc,  ä cause  de 

(Oq  — 1 , (dc— - b , (Oj  — 0,  (0  X!  CC  i Xj  — X , X.  xi  - Q: 
il  resuitera 


(2) 


Quant  aux  rapports 


Pr=  1,  Q r = 0,  Rt  = !>, 

P q — ®I|  Qq— — CC  » R(t  — - 00  • 


ü Pj 

Qq  Pq 


on  pourra  s’assurer,  qu’ils  seront  egaux  au  produit  d’une  quantite 
positive  par  f;  et  comme  on  a 
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Q*2=l  — P*2,  Ri1—  1 -c2P*2 
on  obtiendra,  non  seulement 

©=17-' 


P 2' 


mais  cncore 


(3) 


Pq__.  Pq_ i 

Rq  ~ 6 


Ajoutons , qu’entre  les  fouctioris  r et  exprimees  par  ies 
dquations 


(4) 


/l  du  Pqci  du 

(du  (dcu  ^ J (du  (dcu 


. u 

u = l— 7 > 


il  existe  une  relation  assez  simple.  En  effet,  si  l'on  pose 

(du 

on  trouvera 

__  1 __  (dbu ' j , du1 

(du :=  — > (dcu~~==  f du  — lyz  <r  i 

(du'  (du'  (du’a 


d’ou 


du  . du' 

(du  (dcu  (du' (dbu' 


U 


Or,  en  faisant  varier  u‘  depuis  0 jusqu’ä  1,  -r  variera  depuis  0 
jusqu’ä  QO:  donc  on  aura 


/*#  du  . du' 

(du  (dcu  xJ  üfttt' 


OU 


(5)  % Qc  — izb\ 

d’ou  encore,  d’apres  ce  qui  a ete  dit  ci-dessus, 

Qb  — irc. 

Nous  ne  nous  arreteront  pas  aux  divers  procedes  propres  ä 
1*  Evaluation  des  fonctions  r et  q.  Celui,  qui  se  presente  d’abord, 
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consiste  dansle  developpement  de  la  fonctions—  en  serie  suivant les 

r 1 6)  cu 

puissances  entieres  et  positives  de  u;  ee  qui  conduit  par  des 
quadratures  connues  ä la  serie 


(6)  U + (0W(o)*«H + 

d’oü,  ä cause  de  l’equation  (5), 


(7)  e-fu  + (|)  62  + (o)  64  + (^ro)68+  -1- 


§■  III. 

X 

Sur  les  formules  fon  damentales  des  fonctions 

circulaires  du  second  ordre. 

» 

i 

Les  fonctions  circulaires  du  second  ordre 

(1)  U—  Px~—  Px,C  9 X w — /t  X — Rx,C 

sont  completement  determinees  par  le  Systeme  des  equations  * 


(2) 

( dxu  — vw,  SxV— — wu,  Sxw=  — c*uv. 

\ P0= 0,  Q0=l,  Ä0=  1; 

d’oü  I on 

a deduit,  §.  I.  (4),  les  relations 

< i 

1 tta=l— »*  = ^(1  — tu*). 

(3) 

< 1 

IV2- = 1 — M2  — — ~ g — W2), 

• w2  = 1 — c2u2=zb2  4 c2v2, 

ayant  pose,  pour  abreger, 

(4)  62=1 — c2 . 


Ajoutonstoutefois,  pour  completer  la  determination  de  b,  qu’elle 
sera  toujours  prise  dans  le  sens  de  devenir  1,  lorsque  c s’evanouit, 
comme  eile  est  introduite  par  l’equation  (1),  §.  II. 

Cela  pose,  on  tire  des  equations  (2)  et  (3): 

(dx  u)2 = 1 — (l  -f  c2)  u2 + c2  u4 , 

(dxv) 2=  - 62  + (b2—c2)  t2+  c2v4  , 

( dxw ) 2  = b2 — (t  -f  b 2)  w2 4-  w4 ; 


d’oü,  en  differentiant  par  rapport  a ar. 
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\ V 

* dx2u= — w{l+ca— 2c2m2}, 
dx2v=— v\c2 — b2 — 2e,2ü2}, 
dx2w— — w |1  -f  b2 — 2w>*{. 


Soient  maintenant  u't  v w'  trois  fonctions,  qui  se  deduisent  de 
u,  v,  w par  le  changement  de  x en  x\h,  h etant  independante 
de  x , en  sorte  qu’on  ait 


(5)  v!  — Px+h , v'  = Qx  fÄ , zo4  = Äx+A ; 

on  aura  de  meme 


t 


et 


dxu4  = v4w4,  dxv'—  — w'u',  dxw'=  — c2u'  v4 , 

( dxu')2=l  — (1  -c2)  u'2  -| -c2u'*, 

(dx  v')2  = — b2  + (b2 — c2)  v'2  c2t?'4, 

(dxw4)2=.b2> — ’(1  -f-  b2)  w'2  + w'4 

dx2  u'=~u'{L  -f  c2-  2c2m'2}, 
dx2v'  = — v'{  c2  — b2 — 2c2ü'2}, 
dx2w’  = - w'{l  + 62  — 2w'2) . 


De  ces  äquations,  jointes  aux  precddentes,  on  ddduit: 


(udxu')2 — (u' dxu)2=\\  — c2{uu4)2\  [u2  — u42], 
(vdxv4)2  — ( v4dxv)2—  — {b2  + c2(vv4)2]  {v2 — v'2\, 
(wdxw4)2 — (w'dxiv)2  — [b2  — (ww4)2\  [w2  — w>2\ 


et 

i 

l&x2  u4  — U4  dx2  u=  — (lc2  uu4  (u2  — u f2) , 
ü dx2 v1  — v4 dx2v  = — 2c2v4 ( v 2 — v’2) , 

= — 2ww'  (w2 — w'2) ; 

d’oü 


udx2U4  — tt'Öx2  M 2c2Mtt' 

(w0xM;)3  “*  (u'dx  u)2  ~~  1 — c2  (uu4)2  ’ 

vdx2v4 — v4dx2v 2 c2vv4 

(vdxv')2~—  ( v 1 üxv)2  b2  -f  c2  ( vv 4)2’ 


wdx2w4  — w4d2xw  2 ww4  _ 

(wdxw4)2 — (iv'dx  w)2  b2  — {ww4)2 
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udx2u*  — u'dx2  u = dx  (udx  u'  — * u'  dx  u) , 
vdx 2 v'  — v'dx 2 v = dx  ( vdxv ' — v'dx  v) , 
wcx2w'  — ic'dx2w=.dx  (wdx  w'  — w‘dx  w ) , 

0 

et 

(udx  U')2  — (U>  dx  tl)2  — (udx  u'  — tt'  Öjr  u)  (udx  u'  -f  u'  dx  u) , 

(cd*  »')2  — (v'dxv)2  = ( vdxv ' — v'dxt)  (vdxv'  -\-v'dxv), 

( wdx  w')2  — (w4  dxw)2=  ( wdx  w' — w4 dxw)  (wdxw4  -f  w4  dx  w)  * 

ou 

(udx  u')2—  (u'dx  u)2=  (udx  u*  — u'  dx  u)  dx  ( uu ') , 

(»0*  v')2  — (v'dxv)2  = (vdxv'  — v'dj v)  dx  (vv') , 

(wdx  w4)2 — (w'dx  w)2 = (wdx  w'  *—  w'  dx  w)  dx  (ww') ; 

donc  on  obtiendra 

» 

dx  (udx  u4  — u'  dx  u ) 2 c2  uu'  dx  (uu') 

udx  u'  — u'dxU  1 — c2  (uu1)2 

dx(vdxv' — v'dxt)  _2 c2vv'dx(vv') 
vdx  v'  — v'  dx  v b2  + c2(vv')2 

dx  (wdxw' — w'dx w) 2 ww'  dx  (ww') 

wdx  w' — w'dxw  b2 — (ww')2  9 

ou,  en  ayant  egard  aux  equations  (2)  et  (6), 

dx  (uv'w ' — u'  vic) dx  ( 1 — c2u2u'2) 

uv'  w' — u'vw  1 — c2u2u'2  9 

dx(vw'u' — v'wu) dx(b2-\-c2v2v'2) 

vw'u'  — v'wu  b2-\-c2v2v'2 

dx(wu'v ' — w'uv ) dx  (b2  — w2w'2) 

wu'v'—w'uv  b2  — w2w'2 

Puis,  corame,  en  general,  dune  equation  differentielle  de  la 
forme 

* 

dxp^dxg 
P ~ <1 
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il  viendra 


a,*=o. 


^ tiv'w' — u'vtc 

Ox 


TT  =0, 


1 — C2U2U 


r,  vtv'll'  — v'wu n 

dxF+cW*  ~~ü’ 

Q wu'v' — w'uv n 

öx  A2— — U’> 


62 — «r0«?' 

• \ 

ou  bien,  en  vertu  de$  equations  (1)  et  (5), 

n Px  Qx+h  Px]-h — Px-\- h Qx  Px  ~ 

dx  1 — C*PJP*ZZi  ’ 


n Q x Px-\-h  Px-\  h ■ — Qx-\-h  Px  Px n 

dx  “ 

r>  ßx  Px  {-h  Qx-\ h — P x\  h Px  Qx , . 

dx  fi—itF&xTh  ~ 


En  integrant,  et  en  determinant  les  constantes  d’integration  par  ia 
supposition  de  x=Q,  ce  qui  changera  Px , Qx>  Px  en  0,  ],  1,  on 
sera  conduit  ä 


Px  Qx- 1 h Px-\-h  P r-f  h Qx  Px .j 

l—C*Px*P*x+h  -~/A' 

Qx  Px  [h  Px-\-h  — Qx-\-hPxPx  PhPfi 

J/i  + c*Qx*Q2x+h  ~ TF+ ’ 

Px  Px+h  Qx+h — 1 PX  \ h Px  Qx  PhQh 

b*-Rx*P*x+h  ' “ b2-Ph2  5 

\ 

et,  en  faisant  x + h—y,  ou  h—y — x,  et  en  observant,  qu’en 
vertu  des  equations  (1)  et  (3)  on  aura 

b2  + c2  Qh2=  Rh 2 , b2  - Rh2—-c2  Qh2 , 

il  s en  suivra 


r>  PxQtjPy — Ptj  Qx  P x 

M tJ-X 

l—C*Px2Py2  9 

Py-x 

Ky-X ~ 

QxRyPy-QyRxP* 
b*  + c2Qx2Qy2  9 

P'J-s 

0 Px  P ij  Qy — Py  P x Qx 

Qy—x 

C b*  — R*xIiy* 

✓ 
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Les  variables  x et  y etant  independantes  l'une  de  l’autre.  on 
obtiendra,  en  prenant  y=. 0, 


n r»  P—x  Px  P—x 

n~x -~Rx'  Q~x 


Px 

Qx' 


<Toü 

(7) 


Px  — — P—xj  Qx — Q— xt  Rx — R—jc. 


Ensubstituantdonc — xkx,  les  equations  precedentes  donneront 


P*+y 


_ Px  Qi i Ry  + Py  Qx  Rx 
~ 1-  c*P.JP,/ 


(8) 


Px  \-y Qx  RyPy  4*  Qtj  Rx  Px 

Rx  \ rj  “ PTC^  Qx2Qy2~> 

Px  \ y ^ P-r  Py  Qu  E Ry  P*  Qx 


On  pourra  deduire  de  ces  equations  une  foule  de  formules. 
11  ne  suftira  pas  meine  de  les  etaldir  toutes  trois,  puisque ; !deux 
se  deduisent  de  la  troisieme  ä l’aide  des  relations  (3). 

Proütons  d’abord  des  valeurs  particulieres  du  paragraphe  pre- 
cödent.  En  determinant  r et  q par  les  equations  (4)  ou  (6)  et 
(7),  §.  II.,  on  a trouve,  (2),  (3),  §.  II., 


I 

II 

Qx  - 

= 0, 

■~3 

li 

! 

i 0 

1 

l 

(9)  ' 

'Pt 

Qq 

= 0, 

H- 

1 

' p*-i 

Qq 

] 

Rq  ( 

. ( 

Q?- 
* « 

Rq 

~c’ 

Pt~' 

Au  moyen  de  ces  valeurs  particulieres  on  tire  des  equations 
(8)  jointes  aux  relations  (3) 


d’oü 


(10) 


Px  fr  = 


Px  4.0  = 


Qx  Px±T  1 ^ Px\T 

Rx'  Rx+t  9 Qx+r 

1 P x- i P 


1 Qx 

IPV 


X+t  — cPx  9 Rx+Q~cQx  9 Qz+t—  Rx  1 


Px+1 


Qx  Qx+r=-~bj^,  Rx+r=z(>  1 


Rx 5 


Rx' 
1 Qx 


p L n d * 

cpx » — ci  Px  > Kx+q— j Px  • 
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De  plus,  si  l’on  fait,  pour  abreger, 


(11) 


0 — 0<:  — T -f-  Q , 


ou,  suivant  l’equation  (5).  §.  II. 

<Jc=Tc  "I“  IZb, 

il  viendra 


Pl+a—Rx+Q’  ^ 


ßj-f  o — 6 


*;+<-  ’ 


Oll 


(12) 


p _ 1*1 

lz+a~cQx’ 


o -b  1 „ /•** 

'«j-f  (7  — — i TP  > « r-f  fT  — 0/ 

Ci  Vjt 


Gr' 


et,  en  prenant  x =0, 


lJa  = ~,  Q«=^’  ß«  = 0. 


,Si  maintenant  on  substitue  suecessivement  y- f-r,  y -f-  0, 
a dans  les  formules  (8;,  en  observant,  que  des  relations  (3) 
on  deduit 

1 -C*Px*P+=Qf  + Px2Py2  = Ry2+  C2Qx2Py*, 

6*  + -C*  <?,2  Q*  = 7^2  _ C2  , V 7^2  _ 62  py2j+  pf  Q2y 

b2  - Px2  Py2  = c2(6*  /y  - <?*2  /y ) - c-2  (Qy2  - P,2  /*  t/2) , 

on  trouvera,  ä l’aide  des  formules  (10)  et  (12), 


(15) 


(16) 


Qx-\- y b"2  P X Py  — Qx  Px  Qy  Py 

Px  \ry~  62  + c2  Qx2  Qy2 


Qx  Qy  - Px  Px  Py  Py 

i -c2/y /y 


9 


Qx+y  o>  ß-fß 7 Q ’!  RyPxQx 
Px+y  ~ ° Rx*  — R? 


' K*  M_  „ f>2  PxPy  + Qx  Rx  QyR  y 
[ Qx+y-  C b*~  R *Ry> 

) Rx+y  Qx  Ry  Py- Qy  Rx  Px 
I Px+y-  ' Qx2-Q,/  '* 

| D A’  r ßj,  - C2P,  Qj;  P9  <?«,  . 

I 1+9  ~ 1 — Ca  Px*  P,f 


* 


•V 
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il  _ PxQtjli,, — PyQxRz 
Pz+,J~  /V-7y  . ’ 

1 o QxQy  f PxRxPyRy 

Qx+r  b*-Rx*R*  ’ 

1 RxRy~\r  C^PxQxPyQy 

R*+y~  b*+c*Qx*Qf  • 


En  combinant  ces  formules  on  en  tirera  d’autres , que  nous 
n ecrivons  pas.  Toutetois  il'  sera  hon  d’en  etablir  encore  quel- 
ques-unes,  dont  nous  profiterons  dans  la  suite. 

* 

En  vertu  des  equations  (7)  on  deduit  des  formules  (17) 

n Px2~Py2 

Pl~V ~ PxQyRy+PyQjfx  ’ 

1 62-Ä,2/y 

C2  QxQy—  PxRxPyRy  ’ 

„ _ 62+c2^2e„2 

. K*m—  RJty-^PxQxPyQy  • 

En  y joignant  les  formules  (8),  (15),  (16),  on  trouvera 

Px*-Py 2 


Px+yPx-y—  1 _ ,?pj.py*  * 

j n rk  1 b2—Rx*Ry2 

( ) jQx+yQx-y—  c2  1 

„ „ 62+C2Q.r2<?1(2. 

Rx+yRx-y-  . 


formules  qui,  a l’aide  des  equations  (10),  (12),  (14),  se  reduisent  ä 

Px 2 


(19) 


Px+y  Px—y  =~/)j 


* D 2 

1 y_ 

i — * 


1- 


Px2 
P^y+Q 
Px2 


Qx+y  Qx—y  — Qy2  tJ~2~ 

Äe 

Px2 


1 


1- 


R*—y — R% 


P2y+a  . 
Px2 


y+? 


2ö 
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Gnfin,  a!  Fon  faitx+y=z,  d’oü  y=t-x,  * «ant  indipen- 
dante  de  x , on  aura 

1 dxPy=—QyRy,  dzQ,j=ltyP'j,  dzlty=  C*PyQy-. 

donc  od  tirera  des  formules  (17),  (lß),  (lß): 

1 _ P Py+P'ßsP* 

K P?-Py*  ’ 

Ri  QxSxQv'j'Q’fixQx  t 


2 


P~  Qx*—Q. 

Qz  RafixRy^J^ydxRx  . 

l\~  RJ-Ry*  ’ 


d’oü 


(20) 


P^Z-Py^-PzdxiPxPy), 

Qx*-Qy*: 

Rx*-Ry* 


■tg-UQxQy), 


^URxRy). 


Or,  euivant  les  relations  (3),  on  a 

(21)  -Px2-/y  = - (Qx'-Qy*)  = - \t(Rx%-Ry*) : 
donc  il  suivra 

3*  {Px  Py ) ==  JjT  Öx(Qz  Qy ) ^ CZQ%  ^x(PxRy) » | " 

puis,  en  intdgrant  et  en  observant,  que,  pour  x~0,  y sereduiti 
ty  on  obtiendra 

PtPy^-jjri QxQy — Qz)  = c2 qz  (ß*  Ry—Pz) ; 

d’oü,  en  remettant  x~\-y  h z et  ayant  egard  aux  relations  (3),' 

!QxQy — P xP yRx- {-y  = Qx  \ y > 

RxRy  C2P XP y Qx-\-y  — Rx-\ -y  » 

RxRyRx-ty  C2 


\ 
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« 


§■  iv. 

r 

Relation  entre  les  variables  et  les  modules  de  deux 
tonctions  circulaires  du  second  ordre  dont  le  rapport 

©st  constant. 

Eo  posant 

^|\  Qy^Ol  ßlQx,  c,  -ßt/i,Cl  -—-Yl  Rxy  C, 

— <x2P*,c,  Qy2,c*=  ft  #*,<;,  Qx, c, 

^ asQx,Cy  QyiyCi  — ßtRxfC,  Ryi,cl—y$PdJ  c7 

Ry*>c*  — ß4  QxyCy  Qy„c4 — ßiPx,c,  Ry4,c4  = y^RxyCy 

(3)  ®y*’c* ~ß&P x>°>  Ryi,c*—ybQx, <?, 

^>2/6>cc=  ffp  Qytfc6  = ft  Qx,c,  Ry6,cc  .=  y6  P,r,c; 

sagit  de  determiner  y*  en  fonction  de  x3  et  c%,  ft,  y*,  et  eu 
action  de  c. 


' Comme  on  a 

i 

tPx,c=Qx,cRx,c,  dxQx,c = —Rx,cPx,c , dxRx,c~—C2Px,cQxyc, 

3’en  suit 

i » / »' 

l)  dxPyk'ir^QykflPykflP ^ ^xQykc^=r—Ryk  ckPyk  cßxyk, 

t 7 7- 

^Ityklck—-^‘ikPyk>ckQykckdIyi ; 


en  faisant,  pour  abr^ger, 

i 

(4)  dx yk^ftk. 


ij  j | 

&n  deduira,  au  moyen  des  dquations  (I),  (2),  (3) : 


U; 


(5) 

__a__Js fi  J*L_  -Je I ft 

ßiYi  Yi  “t  <-'ia  “ift.  ’ ^ fey*  -/2c2— c22  «jfe’ 

c3  _,c«  Pa  . 1 y»  “«  ■ ß*  _ca  y« 

. ft  73  72  ß2  C32ß3ft’  ™ ft74.  74  ß4  ~ c\djßt 

=_c* >=_A= i„4, „ __c2Tfg_=  a:=_‘ 


ft7ö  7ößö  ^52  «öft 


ft  7ö  7ßß6 


Ton  voit,  que  p*  est  inddpendante  de  ar,  de  Sorte  qu’on  aura 

26* 
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(6)  yk=nt,x +Si,, 

S,  etant  constante  par  rapport  ä *.  En  prenant  donc  respecti^ 
ment  x=0,  x=r,  * = dans  les  eguat.nns  (1),  (2),  (d),  et 
observant,  qu’on  a trouve,  (2),  (9),  (Id),  V U>- 


Po  = 0,  <?0  = 1.  Ä0=l, 

Pt=\,  <?r=0,  Rt  = b, 

' Pa=\>  Qo-=^i>  R°  = 0, 

il  viendra 

p*,e.=  0,  ßcf„C|=n*. 

Pd7,ci—0>  P^,ct=-y2f 

PjU,T+cf„c,  = 0,  Q/u,r -f<fa,c,  = ftft  PM,T4-<f„ct  — ys» 
P^T+tf^Ct  =0,  ==ft»  Pu4T-f<f«,c4  — 74^* 

1 _ 6 

P/ijtJ+rf^Cs^O,  Q/U5(T+tf5,Cy  =^5  J»* 

0 6 jrj  v ! 

P^o-\-(fttc6  = 0,  Qnto  + #f,,ct — ft  ci>  P^6<y  + *«>e«  yec* 


dquations,  auxquelles  on  satisfait  en  faisant 

(7)  ft=0,  $2=0,  <53=— ft=— ft4T,  ö5=—(xöo,  ft=— Mi 


ce  qui  donnera 


jft  — 1»  ft — ^ ft  — 

(n=i>  ra=l>  j’s=1» 


CI 

ft— Ji  ft =c>  ft=  y ’ 
1 ci 

y4=^»  ys^p  yö=c* 


Les  constantes  ßk , yfc  dtant  ainsi  determinees,  les  equati« 
(5)  se  reduiront  ä 


1 

c*  1 

„i 

1 1 

2= 

li 

3 

“«i~“ 

Ci2  «i  ’ 

^ = «*  = 0*-: 

— — ' n * 

C2a0f2 

i ÄJ 

c2  1 __ 

6 1 

_6i- 

c2  I 

{*3  = 

— OCY3  — 

• 

c32  a3J 

f*4 — OCf4  — ’ 

«4 

6c4*a4<i 

6 

6 1 

t 1 

b 

ML 

,±ij 

f*ö  = 

t“aö — 1 

i«5' 

~ 6c25  a6  ’ 

^6  — “*  £ a6  — 

6 ßg~~ 

d’oü  l'on  tire 


s 
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at2—  1,  c^2  =z  c1,  a32  = 


62’ 


a^  = l,  c25  = 1,  <*62=rä 


62’ 


1 


62 


1 


Ci2—C2,  ~2  , C23  = - ^ , C42=—  ^ , C63=  ^ » C62  = 62, 


62 


- A A 6 6 

= l^  — u2,  ^ = —^3,  ^4=— Öa4,  fi5~~^a5,  fi6  = — jC*6. 

Ces  equations  determinant  les  constantes  «*  et  Ck  au  signe  pres, 
on  pourra  eu  choisir  ä volonte.  Nous  posons  parsuite 

- « 

1 C*  4 , 1 

^al ■»  w2 — Cl>  a3 — ^ » c4 — L a6 L **6 > 

(9)  < l b ci  1 

|C1 C»  C2'-~>  C.T  — > c4 £ ’ C5  — ^ » c6  — 

^1  = 1,  fa—riy  fi4  = 6,  f i5  = bi,  fi6  = t. 

En  eliminant  yk,  c(k,  ßk,  yk,  Ck  a l'aide  des  equations  (6),  (7), 
(8),  (9),  les  equations  (I),  (2),  (3)  se  reduiront  ä 


f 


(10) 

(11) 


P r, — r — P r,e*  Qx,—c — Qx,cf  ßj,-c — ßj,c> 

P I = cP*,c,  0 » = 


(12) 


ci  1 

lW-^>i==  ~ Qci(x-t),l.'  =Z-^Hxyr,  Rci(x-T),'*  — P XyC, 

Pbd-T)?!——®*’0’  Qb(X-t)*L=ZPX>C>  P Hx-x)*!— b Rx’C> 

b b b 


CI 


(13) 


!^W(*-0),1  ®*»c’  C^*,c’  R’H(x-o)'  — b®j,c 

b ö b 


CI 


Pi(x-o),b~~~b  Rx>Ci  Qi{x-o),b—frQx,c,  Ri(x—a),b — cPx,c. 


Les  formules  (10)  fodt  voir,  que  les  fonctions  P , Q,  R nc 
changeront  pas  en  rempla^ant  le  module  c par  — c.  Au  moyen 
des  formules  (11)  on  passe  d’un  module  c inferieur  a l’unite  au 

module  reciproque  - superieur  ä l’unite.  II  suffira  donc  de  con- 

server  des  formules  (12)  et  (13)  les  trois  premieres  ou  les  trois 
dernieres,  puisqu’on  en  deduit  les  autres  ä l'aide  des  formules 
(11).  En  conservant  les  trois  dernieres  on  en  tire 


386 


(14) 


I ^bi,  Si — ~~  Qz+T,c,  Qb  ci—  P Z+T,c,  R.  ci  — 7 Rx+t,c, 

\ » b oz,_  o 

1 _ _ ci 


Pi*t  b — ^ Rx+o,c>  Qixfb — Qx+o,c>  RiXyb  — C P x±<f,c'i 
nu,  suivant  les  ^quations  (10)  et  (12),  §.  111. 


» P XyC 

QlyC 

b B ’ 
JtiXyC 

Qm,£-  RJ 

.P x,c 
QX,C 

QiXyb  ~ 7p 
Vi,c 

n.  9 

RlX’b-Qx>c 

Les  formales  (15)  serviront  ä la  reduction  des  fonctions  cir- 
culaires  du  second  ordre  ä niodule  imaginaire,  et  les  formules  (16) 
k la  reduction  des  memes  fonctions  ä variable  imaginaire. 

Aj  out  ans,  que,  par  suite  des  relations 

Q*x^l-.p*x,  K*s=zl -c*Px*, 

jointes  aux  formules  (10)  et  (12),  §.  III.  on  trouvera'  aisdment 

0 

“rf;  (lr-,  7:r-)= 


et 


1 - ~ ***+'> = 

= **l = PÜfc(Q2x~Q*y)=Wz(}- p?) : 


donc  on  aura 


i_£« 

V P*y 


£)=«’- (5S)- 


OU 


(17)  P*1+f(i-5-)=-^a(i 


Qrfr\ 

Q^y+x ) i 

~~c*  ('  ” K^“)  ’ 


et 
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I P2 x * Q2x^  t | R2x-\-a 

iß.  P*y  __  R^y-k-o 

(18)  /»,  ~ Q2I+r  — R»x+„  ■ 

PV  Q\+,  1 R2*+a 

Or  des  formizles  (11),  (12),  (13)  on  dtfduit 


Pcx,l 

e 

c 


Qx- fr 

Qy+r 


P . ft 

«?«,-_ 

et 

P7T 

c*y>-. 

Ol 


Pte,± 
* ft 

ft 


Ä 


X-f-tf 


*W- 

6 


___  PiXyb 

Ry*a  P»iy, i ~ P*>‘ 


donc  il  viendra,  eu  egard  aux  formules  (18) , 


(19) 


P2 


j R^x>c  ^ pz 


bxfl 
ft 


P2 


y,o 


P*X,C~ 


, ct 

by’T 


l- 


P* 


ix, ft 


i».,c 


1- 


P*br  Ci 
bx>T 

pv-i 

6 


_ P*iy,b 


1- 


P2 


ix, ft 


P*iz,b 


P2  1 

cx, _ 

1— £ 

1 P2  1 

cy, - 
c 

P2  1: 

cx,- 
c 

W~1 
<*>- 

c 


P2 


Ctx,_ 


1- 


ft^ 

ci 


P2 


P*  , ft 

Ciy’ci 


1 — 


P2 


ftiy,i 
0 


P2 . 


1- 


1- 


«x,_ 
ct 


P2 . » 

cu,  — t 

I > Ct 


1— /M  1 

4»>£ 


/ 
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§.  V.  • 

Relation  entre  ies  fonctious  circulaires  du  second 
ordre  par  rapport  äune  variable  x et  entre  les  niemes 
fonctious  prises  par  rapport  ä un  multiple  de  x . 

En  vertu  des  formules  (8),  (15),  (16)  §.  III.  on  a 


(1) 


Px\y — 


PxQyPy~\~  PyQxPx 
' l—C*P*XWy~  ’ 

QxQy — P xPyPxPy 

* 

Px  Py — C2P x Py  Qx  Qy 


En  y joignant  les  equations  (7) 


(2) 


P X — P—X,  Qx Q — X,  Px — P—X, 


il  viendra,  en  substituant  —y  ä y , 


d’ou 


(3) 


Px-y 
\Qx—y 
Px—y 


P xQyPy — PyQxPx 

~ 1 —C2P*XP*y  ' 

QxQy  "f  PxPyPxPy 

~ t^C*P*xP2y 

PxPy-{-C*P XP yQxQy  . 

- i—c^p^p2;  ’ 


l P j.  + P — 2 Px®yRy  - 

, i ^x+y  T V — ~C2P2xPy2  ' 

(4)  | Qx+y  + Qx— y = - j c2 pß » 

R*+y  + Rx~y  ~ 2 


En  prenant  x — yy  et  e»  observant,  qu’on  a 
(5)  Po=0,  Q0=U  P0=l, 


on  trouvera 
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(6) 


P2Z 
<J%2X 


— 9 


P xQxRx 


~1— C2/**4’ 

X2, 


2 

=2 


Qx2 


l—C2I*x 

Rx2 


-t , 


— l; 


puis,  en  ayant  egard  aux  relations 


(7) 


il  s’en  suivra 


Q*z=l  — Px2,  Rx2=  l-c^x. 


^ i-2Px*+c2Px4 

KP)  W2x — | C2P  4 ’ 


4^2*  — 


l__9C2px2  + c2/Jx4 

\-C2Px4 


En  substituant  ensuite  2x  ä x et  x ä y>  on  tirera  des  forma- 
les (4) 

n i « g PzxQxRx 

/ 3*  + ^1  — C2P*2XPx2 

, t 

/>'■/)  _o  @2*#x 

— 

fy  t fj  9 RyxRx 

*3*  + Ax * 1— C*P*'txPx2 

d’oü,  eliminant  P2X , Q2x,  /?2x  par  les  formules  (8), 


31 


=*■  lö-- 


4QJIß2x(l-cW) 


Q31 — 


P3X — 


1 ,( 

(l-c*/*,4)3— 4caPx4e*aß*a  ( 

„ 120-2  P2* + c2P*4)  (l-c2Px4)  1 

y*  | “( 1 — c4Px4)4-4caPx4£x2Px4  i ’ 

„ (2(1 — 2cgPx2+c2Px4)(l— c2Px4)  ,j  . 
Kx  ! (l-C2Px4)2-4c2Px4öx4Äx2  > ’ 


ou,  <m  ayant  egard  aux  relations  (7), 
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I 3— 4(l+ca)Px*+6c*Pi* — c*Pza 

n*-  ' * i _6c2Px4+4c2 (1+c4)Px#-3c«P«»' 

1 — 4P*2  + 6c*P*4- Ae*Px*+e*Pz* 

Vax  - ^ 1_6{.2f,i4  +4t.2(l+c2)pi6_3c4pi8« 

p _ 1— 4c2Px*+6c2Pj4-4c!!Px6+c4Pi8 
31  - «x  1_6c2y>i  4 + 4c*(l-f-c*)P*6— 3c4P*8  ‘ 


Kemplaroiis  cncore  x par  2a:  dans  lea  formales  (6) ; il  viendr» 

n » PyQa*R*x 

f'ix—i  i_cip^’ 

1 

Q**=ir^h?~  *’ 


Ä41— 2 


A 


2* 


1— c2P2*4 


i; 


d’oü,  a l’aide  des  formules  (8) , 

(10) 

i n o (1-2P.HCW) (1-2cW+cW) (l^cW) 

I i'^x-^x^xUx  ( 1 „C2/>X4)4_  1 6C2P*4Q*4P*4 

) ^ ^(}-<lPx2+c2Px*)2(\->c2Px*)2 

} (1— c2P?)4— 16caPz40^4ßx4  ’ 

I n _n(l-26W+cW)2(l-cW)J  , 

**4*—-*  (i— C2Px4)4-l6c2Px4Q*W 


Sans  qu’on  ait  besoin  de  ddvelopper  les  expressions  conteoaes 
dans  les  seconds  membres  de  ces  equations,  on  reconnaitra,  que 
P2**,  Q2**,  P2^  peuvent  ötre  representees  par  des  fonctions  ra- 
tionelles et  fractionnaires  par  rapport  ä P*2.  On  sera  donc  con- 
duit  ä supposer  par  induction,  qu  on  saura  satisfaire  aux  equations 


» 


i 

en  ddsignant  par  A2»,  B*n,  C*n,  des  fonctions  entieres  par 

rapport  ä Px2,  et  par  n un  nombre  entier  et  positif. 


En  comparant  les  equations  (6),  (8),  (10)  aux  equations  pr4- 
cedentes,  on  conclura,  que  3=22 — 1 sera  le  degre  de  AJ, 
4=22  celui  de  D\>  9=32  celui  de  A3 2,  8 = 32 — 1 celui  de 
/>32,  15  = 42 — 1 celui  de  A^2,  16  — 42  celui  de  D42;  et  on  sup- 
posera  par  induction,  que  n2— 1 et  7i2  seront  les  degres  de  Ai? 
ct  Dn*f  lorsaue  n designe  un  nombre  pair,  et  que  n2  et  n 2 — 1 seront 
les  degres  ae  An 2 et  D2n,  lorsque  n designe  un  nombre  impair. 
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Alfdtts  confirmer  ces  suppositions,  en  ' ddmontraöt , qu’elles 
seront  verifiees  pour  le  nombre  m-f 2,  lorsquon  les  suppose  etr 
actes  pour  les  nombres  m et  m-fl. 

On  a trouvd,  (18)  §.  III., 

P i P 'v-'v  . 

fx+yfx-y  — \_cipxip^  ’ 

en  sübstituant  (m-f  l)x  ä x et  x ä y,  il  viendra 


Pt  I o\  P P*{m-\-l)x  P*X 
P{m+2)x  Pmx -\-c*p*xp*^l)x 


d’oü,  en  vertu  des  dquations  (11), 


Am- f2 Am  A^m+1^ZP2xrPm±i_ 

Dm+2Dm  D2,„+i  — C2Pj;2A2m+i 

De  plus,  en  concevant,  que  , Am-\  i > Dm>Dm\\  soient  des 
fonctions  determinees  d’apres  les  suppositions  faites  ci-dessus,  on 
disposera  de  Am\2  et  Dm\ 2 de  nraniere  qu’on  ait 


Am\ti  Am — A2m-j~i  — P2 x D2  m-\-\  , 

•Dm-f  2 Dm  — D2m-\\  — C^P2 xA2m-f-i  • 

Dans  le  cas,  oü  m ddsigne  un  nombre  pair,  ?/i -f  1 sera 
impair:  donc  A2m fi  et  D2m representeront  des  fonctions  entieres 
par  rapport  ä JP2*  du  degre  (m-fl)2  et  (m-fl)2 — 1;  d’oü  il  suit, 
en  vertu  des  equations  precedentes,  que  Am\2  Am  et  Dm+2Dm 
seront  des  fonctions  entieres  par  rapport  ä P*x  du  degre  (m-f  l)a 
et  (m+l)2+l,  ou  A2m\2A2m  et  LPm+tD2m  du  degrd  2(7/1 -fl)2 
et  2(m-f  l)2  -f  2.  Or,  dans  ce  cas  A2m  et  D2m  dtant  du  degre 
m2 — 1 et  m2,  il  s’en  suit  que  A2m+2  sera  du  degrd 

2 (7/1  -f  l)2— (m2 — 1) = (m  -f  2)2 — 1 

et  D2CTf2  du  degre 


2 (m  -f  l)2  -f  2 — m2 = (m-f  2)* 

Dans  l’autre  cas,  oü  m designe  un  nombre  impair,  m-fl  sera 
pair,  et  par  suite  A2m  u et  IPm+i  seront  du  degre  (m-fl)2— 1 et 
(m-fl)2,  puis  Am+zAtrt  et  Dm+2Dm  du  degre  (m-fl)2-fl  et 
(m-fl)2,  ou  A2m+2  A2m  et  D2m+2D2m  du  degrd  2(m-fl)2-f2  et 
2(m-f  l)2*  Or,  dans  ce  cas  A2m  et  D2m  dtant  du  degre  in2  et 
m2— 1,  il  s’en  suit  que  A2m+2  sera  du  degre  (m-f  2)2  et  D2m\ 2 du 
degre  (m-f2)2 — 1. 

On  voit  que  dans  l’un  et  l’autre  cas  A2m f2  et  D2m+ 2 seront 
des  fonctions  entieres  par  rapport  ä P2X,  et  que  leur  degre  se 
deduit  de  celui  de  A2m  et  D2m  en  changeant  m en  m-f  2.  Ö’apres 
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ie  qu’on  vient  de  dire  les  suppositions  faites  subsisteront  par 
consequent  pour  tout  nombre  entier  et  positif  n. 

On  satisfera  donc  a l’equation 


Pnx  = 


An 


Dn’ 

eil  designant  par  A2n  et  D2n  des  fonctions  entieres  par  rapport  ä 
P*x  du  degre  n2 — 1 et  n2,  lorsque  v est  pair,  et  du  degre  »a  et 
7i‘2— 1,  lorsque  n est  inipair. 

Plus  generalement,  l’expression 

P*nx 


1— 


P2 


P2 


ny 


nx 


P2 


nz 


eu  supposant  y et  z indepei,dantes  de  x,  pourra  etre  representee 

Sar  le  rapport  de  deux  fonctions  entieres  de  P 2X  du  degre  na; 
e maniere  que,  si  pour  abreger  on  fait 


(12) 


Hpfp  — n fp  — /oA  /a  • ♦ • f i-i » 
p=o 


on  aura 


(13) 


1— 


P2 


nx 


P2 


ny 


1- 


P2 


nx 


n n 

JTpJTq 


Px 2 


1- 


P1 


1- 


P1* 


nz 


m 


P’Q 


donc  il  restera  ä trouver  les  racines  Mv>q  et  Np,q,  pour  que  la 
relation  entre  Pnx  et  Px  soit  entierement  determinee. 

Rappeions  naus  pour  cela  les  forraules  (10)  et  (12)  du  §.  III., 
savoir: 


(14) 


PxU- 

0: 

Px- fr 


1 1 

C Px’ 

• _ n 

’cQx*  Qx+°~ 

Qx 

ZW 


i R 

ci  Px  * 
b J_ 
ci  Qx  * 


Px-{-  0 


l Qx 

-iPx’ 

..Px 

btQ 


Px 

^ ~7>  * Px-\~T 

Mfj 


1 Rx  ’ 


d’oii  l’on  deduit 
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iPs^-2^  = JPx  9 — Qx>  — “ Äij 

Px-\-l0  — Px  i Qx-{-2(J==  Qx  » ^^+2(7— Ä*  , 

Pr-f-2i  = — ^z»  Qz+2r=:  — öz*  Äz+2t=Äj. 


„ La  fonction  /V2  restera  donc  la  meine,  lorsque  x se  cbange 
en  a?  + 2^,  ou  en  x -\-  2<y,  ou  en  a;+2r,  et,  par  suite,  il  en  sera 
de  meme,  lorsque  x se  change  en  x-\-*lpQ  -f  2qö  + 2rr,  p,  q,  r 
ätant  des  nombres  entiers. 


Maintenant  le  premier  membre  de  l’equation  (13)  s’evanouira' 

Eour  .r=y;  d’oü  il  suit  que  Py 2 sera  une  racine  du  second  mem* 
re.  Mais  le  premier  membre  restera  le  meme,  lorsque  ny  se 
change  en 

ny  + + 2<70  +2rz, 


ou  y en 


2 p 2q  2 r 

— o+  — a-\ — z: 
7 ' n * n n 


donc  les  autres  racines  du  second  membre  seront  comprises 
dans  l’expression 

Pay+%^So+^, 
n n n 


ou,  simplement, 

P1  ,2p  .2  q 
y+-p*+-v(>> 

fi  n 

puisqu’on  a 

t , 

(16)  <S=ZZ-{-Q. 

. ' . 

Ajoutons  que,  pour  avoir  les  racines  distinctes,  il  suffira  d’attri- 

buer  ä p et  q successivement  les  valeurs  0,  1,  2,....n  — 1,  puis- 
que  tout  autre  nombre  donnera,  en  vertu  des  formules  (15),  des 
racines  egales  aux  precedentes.  On  pourra  donc  poser 


p\+?pt+% 

n n 


C* 


\ 


On  trouvera  pareiilement  Np,q,  en  permutant  y et  z,  en  sorte 
qu’on  ait 


n\,=p* 


.+H£i+Lv 


L’equation  (13)  se  reduira  par  consequent  ä 
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1— 


(17) 


| p*, 

P*p  X 

P^ny  2,  n n“ 

p^—Hp  ni  - 7«; 

***&*+% 


j * JMJb 


P2 


nz 


Remarquons  encore  que,  lorsque  la  fonction  fp,q  jouit  de  la 
propriete  de  rester  la  m£me  si  q se  cjiange  en  q\ny  on  aura 


(18) 


n n 

Hg  fp,q  = Hq  f p,q+r 


pour  tont  nombre  entier  r,  et  par  suite  aussi  si  r=p.  Doiie  ob 
aura 


(19) 


n n 


n n 


Tip  nqfp,q  — ITpIIgf  9>p  f q ; 


ce  qui  permet  de  substituer  ä la  fonuule  (17),  en  ayant  egard 
auxequations  (15)  et  (16), 


(20) 


1 — 


P2 


nx 


b 


P*, 


n n 


1 — 


Äf=  n'n!  -** 

P2 


P®  ,2p  ,2 q 


1— 


P®* 


P2 


n’n  n n 

= nrnq  ^ /« 


n n 


P2 


nz 


n « 


1 

n n 


1 l . 

En  faisant  x=-  p,  et  observant  q*ie  ^-=0,  on  deduit  de  la 
4 formule  (17)  * * 


1— 


P®, 


„ B . n+».+*s 

tt  r-r  n n 


| TT  TT  

1 - Pp  "f  ^ p*z 


1- 


P% 

“T+  n {> 


Puis,  en  faisant  successivement 


n 1 1 

y=E=0,  y-nCi 


en  observant  que 


Po=0,  Pt==1,  P*-j.  1-P®,=Ö**,  i-c®P**=Ä*,. 


et  posant 
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n n 


A*n=p*mnpn„)i— 


/J^+?£r+-, 


n n 


n n 


n” n"  1 ! > 


n n 


(22)  \ n n / />2X 

C®„=  JTp  TT«  U- ^ J , 

n n “ 


D*»  = 


n n 

TlpTIq  \1“" 


!. 


^ \ 


i viendra 


u bien 


ö) 


pl  cn  ß(l) 2n  C*n 

r nx  — jyin>  Vni — " M‘~Z)2n, 


p — n ^ D 

rnx  Dn*  UnX~~Dn’  IlnX~~  Dn 


a supposant  que  Att,  Bn , Gi,  Dn  se  reduisent  ä «f,  l,  1,1  pour 

=«=Ö. 


§.  VI.  Transformation  du  moduie. 


On  a trouvd  dans  le  §.  precedent  que  l’expression 


1 

1- 

P*ns 

nz 


\ 


supposant  y et  z independantes  de  x,  pourra  etre  represent^e 
r le  rapport  de  deux  fonctions  entieres  de  P2X  du  degre  n2. 
i obtient  un  autre  enonce  de  ce  theoreme,  en  posant,  que  cette 
pression  pourra  etre  reprösentee  par  le  rapport  de  deux  fon- 
ons  entieres  de  cpx 2 du  degre  n , cpx2  etant  eile-meme  le  rapport 
deux  fonctions  entieres  de  Px 2 du  degre  n. 

En  approfondissant  ce  resultat  on  sera  conduit  a considerer 
fonction  <px  determinde  par  l’equation 


(l)  <p*=npp  2Pr 

’+n 
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ayant  pose,  coirnne  ci-dessus, 

(2)  npfp=z  n fp  = fofifz  ,—  fn- 1 • 

P=« 

On  aura  par  suite 


<P*= P*PT+  ?,P,+  ix 

71  n 71 


et 


W ,2  =P  ,2  P ,4  ,6  ...  P ,2n, 

ar-f-r  j*4-  r arf  ” r *+— t 

7»  n fi  n Ti 


mais  on  a,  (15),  §.  V. 

(3)  Px+2z  = -Pxl 

donc  il  suivra  . . 

(4)  <px- 


Puis,  coirnne  de  l’equation  (2)  on  tire 

n p=n 

ripfp  r—/o  ^ /p 
P=1 

et  \ 


0=71  P=7I 

nfv=  n fn-v 

P=i  p=i 


on  deduit  de  l’equation  (1),  non  seulement 


mais  encore 


n 


P=n 

<P*=:Px  UP 

p=l  x+ 


?(«-£)  T 
n 


ou,  suivant  la  formule  (3), 


11  viendra  par  suite 


/ 
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p=n 


<p*x=P*x  n \-Px+*,TPxj*,t\, 

1 An 


ou,  en  vertu  de  la  formule  (19),  §.  III. 


1— 


(5) 


p=n 

flPax=Pai  II  pZfy 

71—1  — * 


/»* 

P%, 

n 


1 — 


P*a 


P2 


?+2Zr 

n , 


La  fonctioD  representera  donc  une  fonction  fractionnaire 
par  rapport  ä P2*,  dont  le  numerateur  sera  du  degre  n et  le 
d&iominateur  du  degre  n—  1.  On  pourra  dire  autant  de  l’expression 


1— 


cp2x 

9>V 


dont  le  denominateur  sera  le  meme  que  celui  de  qp2*;  et,  comme 
cette  expressiou  s evanouit  evidemment  pour  cc~yt  il  en  sera  de 

meme  pour  xzzzy-\-~T,  eu  vertu  de  la  relation  (4);  de  sorte  ' 


quon  aura 


d’oü 


(6) 


1 ^ 


5 , 2p 

y+ -zt 


(P2y 


P2 


. 2p 

n 


q>xA 

— m.2 


1— 


P2* 


n 


1_ 

“>*2 


2 


-TL 


P2  2p 

n, 

P*z  9 


P2 


z-f2?* 


puis 


1— 


<P*x 


n 

n0 


1— 


n 

ff2* 


1- 


P*X 


n 


/“9+??r+!?f 


Tin  Un 


n n 


1— 


P*a 


/>2x+?Er+aJe 

* K 


Theil  XVI. 


27 
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I 


ou,  suivant  la  formule  (20),  §.  V. 


(7) 


1 

I 


[*nx 

P2 


1- 


»y — 


^nx 





n 

TL 


1- 


nz 


CP2  .2o 
cp*z 


Voiei  la  formule  par  laquelle  l’expression  dans  le  preraier 
membre  sera  rdduite  ä une  fonction  fractionnaire  de  qpx  du  degre 
n,  qPx  etant  elle-mdme  une  fonction  fractionnaire  deP2*  du  degre  n. 
II  sera  parsuite  interessant  d’entrer  en  detail  sur  la  nature  de  la 
fonction  cpx. 

En  diffdrentiant  par  rap|>ort  ä x les  deux  membres  de  1’equa- 
tion  (5)  on  prouvera,  que  ) ~~j  reprdsenteraune fonction fraction- 


(px 


naire  par  rapport  ä P2*,  dont  on  determinera  les  racines  ä l’aide 
de  l’dquation  (6),  en  divisant  les  deux  membres  par  y — >xa  et  en 
posant  y=oc.  Toutefois  il  sera  ä prefdrer  de  parvenir  ä l’expres- 
sion  cherchee  de  dx(px  par  une  mdthode  directe»  surtout,  puis- 
qu’elle  exige  la  connaissance  de  quelques  formules  remarquables, 
que  nous  allons  etablir. 

D’abord  on  a 

(P*z-i-y-i*>y)(P2z-,j-fny)=P*x+yPix-y-P*y(P'ix+y+Pix-y)+P'y; 
et,  comme  des  formules  (1),  (3)  du  §.  V,  on  deduit 

r x+y  + r x-y  — i (1_ca/»Jpas)a 


et  des  formules  (18)  du  §.  III. 


pt  . (P»x-P*y)* 

*+»  1 *-*  — (i_  c2/»*/»,,)4’ 

9 

il  viendra 

(P*Z+y-P*y)  (P*x-;r-P*y) 

= (P^X-P^y)^  P*y(P»x  Q\R?y  + PtyQWx) 

■ + p*y(i-ciP*xP*3yin 

puis,  ayant  egard  a l’equation 

Q\R*X  = l-a+c^P2,  + c2P4*, 

il  s’en  suivra 
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= P\-2  P*VP2X  + P*X 

-'2Py*Qy*Ry*Px* 

—2/«,, + 2(1 + c*)P*vP*x -‘2c*P*yP*x 

+ Py—WPOy/12*  f c'pOyP'x 

= —’2PlxP2y{  Q*ylPy+ 1-(1  tC^/^y  + C2^  | 

+ 7»! I 1 - Sfi2/”,  + e*l*>y  I 

=-iP2XPayQ^jH2y  + P^a— C*PS)* 

= -4P*XP*yQ*yR*y  ,1_ 

> 

(Ton,  en  vertu  des  formules  (6)  et  (14),  §.  V. 


(8)  (l  - ^£)  (#*».+» -**V  (P*x-y-P*y) 

= - 4 P*xP*yQ*yR*y  (l- 

Ensuite  on  deduit  des  formules  (1)  et  (3)  du  §.  V'. 
U 2 rn  4 ^ xPyQxQyRxRy 

/ ^r+»r-  ^ *-*/  — 4 (1__ czp2xp*y)*  9 


d’ou 


DO  y>2  __  4 n n #?  Px+gQx+yRx+y _ 

— AiyQyKy  c2pax+y/^2y)2  » 

jy?  tyi  AD  n I?  Px-yQ*-yRx-y 
P*x-*y—™x  . — — 4 lyQylty^  C2jP2x-yiM//)2  ’ 


et  par  suite 


m 


(1_  /C*)(I_Ä,) 


...»  n2  r»o  Px+y  Px-yQx+yQx-yRxlyRz-y 

— 16/  ',V  yR 


Mais  de  l equation 


on  tire 


Px+yPx-y—  I_c2/Mj/>2y 

» p _ ^f±y=f!ä 

PxXlyPz  — \-C*p*Hypty  ’ 


27 


J"' 


Digitized  by  Google 


400 


p p _ P*z-y—pty_ 

l^fSpt^pT  > 

puis 

P;  f%  P*-1y  (1  - C*P*X+yP*y)  (1  -C*P*,_S,P»,) 

_ (/»X  fv-Pi 2,,)  (P*,-y-P*y) 

~ P*z 

ce  qui  changera  l’equation  precedente  en 

v 

icm  D2  m |?2  ^~y  Rx+yRx-y 

— —IO/-,/-  ^ yK  y ( /»,+!r- _ />2W)2 


Au  moyen  de  la  formule  (8)  on  en  ddduit 


^+2y 


* Px+yPx- y 

P*y 


Qx-\-yQx — y Rx-\-yRx—y 
~Q\~  R*y  9 


ou,  suivant  les  formules  (19)  du  §.  UI., 


I 

t 


•i 


Cette  formule  conduit  ä une  semblable  pour  la  fonction  gp,.a 
En  effet,  comme  on  a P^x-P2-!,  et  parsuite,  en  vertu  de 
l’equation  (5),  q>2x=<p2-x,  on  döduit  de  lequation  (6),  non  seu- 
lement 


<p2x+2y 


J — 


P2x 


^x+Iy+S*. 


n 


1— 


mais  encore 


i 
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1= 


l 


<P2* 

<P*x-*y 


P2 


= nn 


P*X 

X-2y-2Pr 


1-  />2‘ 


p 2 


(+2ÜT 

n 


Si  donc,  pour  abreger,  on  pose 


(io)  ®=A-Ä)(i — ^-)(i — p ), 

V f\y/  \ <Pix+Zy/  \ <Pli-lnJ 


il  viendra 


<5=  77, 


/,  p**  Wl_w  \/,  EL*  \ 

»l  **„+*£. ) (/  p^w+xK  /»*-%-??,) 

HT  n,N  n / >■  n T/ 

.xp — 


(\-ELi  v 


u suivant  !a  formule  (9), 


.c-£Jc 

n n n n*  n , 


= nv-  _ 

P P,  y 

*f 

uis,  ayant  egard  ä lequation  (11),  §.  III.,  savoir 


( i— i_f  v 

( *vej 

n 


n aura 


Py7  r+Er  — Py+it?T  ’ ^y-HH-!»  ~ ^y +<>+'■+? r ; 

n n • n ' n 

; qui  cbange  la  prlcädente  en 


on  a,  en  general, 
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• ^()fpfn\-p  — fof I fl'"f *f r*+l**,/2n — 1 — Hp  /* ipfiP^l  • 
donc  on  pourra  substituer  ä la  precedente 


n 


0-nf 


-v 


A__^  \4 


ou  eofin,  suivant  les  ^quations  (6)  et  (18) , 


(11) 


“('-SX'-SJO-  ShX*-  :) 


n 


Cette  formule  dtant  dtablie,  il  ne  sera  pas  dilficile  de  trouver 
’expression  cherchde  de  dx<px»  Pour  y parvenir  il  sullira  de  la 


l . 

rnettre  sous  la  forme 


WSy—y1*  Y( <p2r.+2,j—(p2j\  / cpix-21!~<p‘1x\ 
]X-\2y  Cpx—'lyJ  \ 2 y / 


(9^-427/ 


et  de  poser  y=c= 0.  En  effet,  com  me  011  a 


on  touvera 

fl  n 


, puis,  en  posant 

» / 

(12) 

d’ou  aussi 


H. 


<P t 
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et  observant  qu’il  süit  de  l’equation  (1) 


a cause  de 


1=0. 


=0, 


la  prdcedente  se  rdduira  ä . -»  * 


n 


Maintenant  soient 
(13) 


;n | ^ 

o a=  1 — ~r 

Cp  T 


w 


2=1- 


n 


*+i 


^V- 

s n 


et  tixons  la  determination  de  vf9  wJ  en  ajoutant,  que  i 
reduisent  ä 1 pour  #=0,  ce  qui  donne  alors, 

vant,  qu’on  tire  de  l’quation  (12) 


H~deCpe, 


od  aura,  non  seulement 


mais  encore 

(dx<px*)  — H2v'2w'2, 

• > 

(14) 

dxCpx-Hv'w'- 

Soient  de  plus 

• 

(15) 

K—tpi,  k=<Pl 

n 

n 

d’oü 

i 

K 

les  dquations  (13) 

' Vfi’ 

se  rdduiront  a 

' et  w'  se 
en  obser- 


» 
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et  en  faisant 

* 

(16) 


1 i y * /a | jaWjl» 

v — 1 — j^a  » w — 1 * p? 


*4  , 


on  aura 

(17)  ©'*  = 1-^,  to^  = l — *Va, 

tandis  que  l’^quation  (14)  se  cbangera  en 

dxu'zzzj^v'w* . 

Si  ensuite  on  däsigne  par  cü  une  fonction  de  x determin^e  par 
l’equation 

H 

(0  — X, 


ou  par 

(18) 

ayant  fait 

(19) 

on  obtiendra 


uzzdx. 


6 = 


H 

K’ 


* d ott*  — v'w'. 

v 

En  combinant  celle-ci  aux  equations  (17)  on  aura  par  cons^quent 

i 

dwit'  — v'w',  dcov'=z—‘w'u'9  du>w‘— — khi'v', 


tandis  que  u ',  ©',  w'  sont  liees  ä la  condition  de  devenir  0,  1,  1 
pour  x = 0,  ou,  ce  qui  revient  au  meine,  pour  ©=0.  D’apres  la 
definition  posee  pour  les  tonctions  circulaires  du  eecond  ordre  oo 
aura  donc 


u'z=P«),k,  v'=Qw,lc,  U)'  = Ra),k, 
ou,  suivant  l’equation  (18): 

* 

u'zzzPexyk,  v'xzQex,kt  u/=Äe.*,t. 
En  vertu  de  l’equation  (16)  on  a par  suite 
(20)  <px~KPflx,k  i . 
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et  on  voit  que  la  fonction  fractionnaire  par  rapport  äP2*,  designöe  par 
cpx  et  introduite  dans  le  commencement  de  ce  paragraphe,  sera 
elle-meme  proportiooelle  a une  fonction  circulaire  du  second  ordre. 

En  eliminant  q>x  des  equations  (I),  (6),  (7),  (12)  et  (15),  ä 
l’aide  de  la  precddente,  on  trouvera 


(21) 


1 n 

Pöx,k = , 


(22) 


i 

P5“2^ 

ji-  y+» 


1- 


P2, 


P2 


3>' 


(23) 


1- 


P2 


nx 


1 — 


P2dxtk 


P2 


1— 


02  n 

JlJ*£ TT  — 

P*ny  \ l”ex,k 


e(y+?F(),k. 

n 


P2 


1— 


712 


***6(z+22Q),k 

n 


PfV= « 

H=TTn^ 


n 


(24) 


71 


K—HpP2p+l 


'—T> 


■ />(.+?!L+1r- 


^ ?.uis,  comme  on  a 

« ('  • 

i M- 

o=t‘t 

• «*v 


i* 


viendra 


*4 


P* 


= dePe=0oR o = l. 


n 


V— " 

H=n  p*p 

o=l  -—*> 


„ 

» 


k = gpcP%+i  r = P\p \ir  — cnK 2 : 


n 
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donc,  apres  avoir  ddtermine  K et5* H par  les  equations(24).  6t (26), 
op  trouvera  k et  6,  eu  egard  k l’equation  (19),  par  led  sraivantes 


J> 


(26) 


k = cnK2,  ö=® 


K • 


11  est  bon  d’ observer  que,  la  valeur  de.  -Pgp-fi  etant  comprise  en- 

« T 

tre  0 et  1,  K sera  inferieur  ä 1.  On  aura  par  suite  £<c»;et 
on  voit  que  plus  n sera  grand  plus  k sera  au  dessous  de  c. 

Remarquons  qu’on  tire  de  la  formule  (21) 

* 

pt  _-l£P?E±2r, 

He-,k—  kPt  » 

« 

/ 

| ln 


n .» 


T 3 


ou,  selon  les  equations  (24)  et  (26), 


(27)  Peljk — l»  Pe(p\-l),k  k ' 

n n 

Si  donc  on  fait  successivement 


y=E=0,  y-~,  3f=e  + ^ 

l 

dans  la  formule  (22),  et  qu’on  pose,  pour  abreger, 

*•=<’’ 


n 


, » /,  \ 


(28) 


P%+V 

«■•=4 


ff«/,  P*x 

n 


on  trouvera,  en  observant  que 
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ou  bien 


Pe  — 8,  Po(=Os, 


P*dx,  k = 


Wn 


£>V 


Q*dx,k= 


2P_n 

2>V 


tPdXyk  — 


&n 


(29) 


en  supposant  que  Tin,  25« > Cn,  2>«  se  reduissent  k 0c,  1,  1,  1 
pour  ;r=c=0. 

Par  ces  formules  on  passe  du  module  c ä un  module  k infe- 
rieur  ä e*.  II  restera  ä reduire  les  seconds  membres  des  equa- 
tions  (28)  ä des  formes  quarrees*,  mais  pour  cela  il  taut  distinguer 
les  cas  oü  n sera  pair  et  impair.  C’est  ce  que  nous  ferons  aans 
un  autre  memoire.  . , 

Remarquons  encore,  qu’en,attribuant  ä Ox  des  valeurs  positi- 
ves , et  en  faisant  varier  6x  depuis  zero  par  degres  insensibles, 
la  valeur  de  QeX)k  restera  positive,  en  vertu  des  principes  etablis 
dans  ie  §.  II.,  et  eile  ne  s’evanouira  que  lorsque  6x  = tk»  De 
l’autre  cote,  il  suit  des  formules  (28)  et  (29),  que  la  valeur  de 
Qdxyk  restera  positive  en  faisant  varier  x depuis  ö jusqu’a 

x • • 

— > valeur  de  x pour  laquelle  Qex,k  s’evanouit  de  meme.  Les 
w 

deux  limites  tk  et  0 — seront  donc  les  niemes,  et  on  aura 


ou 

(30)  0Tc  = 7lTfr. 

Pareillement,  en  attribuant  ä Ox  des  valeurs  imaginaires , et  en 
faisant  varier  6x  depuis  0 par  degres  insensibles,  la  valeur  de 
Qdx,k  restera  positive  et  ne  deviendra  dgale  ä oo  que  lorsque 
ßx  — Qk.  De  Tautre  cote,  il  suit  des  formule^  j(28)  et  (29),  qu’en 
faisant  passer  x par  l’imaginaire  depuis  0 jusqu’ä  q,  la  valeur  de 
Qdiyk  restera  positive  et  n’atteindra  l’infini  que  pour  la  valeur  q 
de  x.  Les  deux  limites  Qk  et  6q  seront  donc  les  memes,  et  on 
aura 

$Q  = Qk, 


ou 

(31)  SQc^~Qk  * 
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Puis,  en  observant  que  0 = r-fo,  on  tire  des  equations  (30) 
et  (31)  ' 


( 


32) 


OGc—Qk  + nn, 


Te, 


0k — 0(£c+ 


et  encore,  par  l’elimination  de  6, 


(33) 


fc  Xc  Qc 

— =71  — , — =71  — 

Qc  Qk  Tk  Qk 


Enfin,  corame  on  a,  suivant  lequation  (5),  §.  II., 

\ 

Qc  IXb  f 

en  determinant  6 par  les  equations 

(34)  6 = ö c,  ött2=l  — m2,  Ö0  = l, 

on  aura  pareillement 

Qk=ixh, 

en  determinant  h par  l’equation 

(35)  A = ö* : 

donc  il  sera  permis  de  substituer  aux  equations  (31)  et  (33) 


(36) 


f,  rc  Tlt  Tc  Tb 

6Tb  = Vty  ~ =71  — , — —n  — • 

Xb  x h Tic  x h 
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XXXIV. 

Anflösungder  geometrischen  Aufgabe : 
Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen 
Kreis  zu  beschreiben,  der  einen  ge- 
gebenen Kreis  so  schneidet,  dass  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Sehnen 
einer  gegebenen  Geraden  gleich 

werden. 


Von 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boyman, 

Gymnasiallehrer  zu  Co b lenz.  • 


\ 


Es  seien  (Taf.  IX.  Fig.  I.)  A und  B die  beiden  gegebenen 
Punkte,  DEFG  der  gegebene  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  C,  und 
m die  gegebene  gerade  Linie,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne 
gleich  werden  soll. 

Beschreibt  man  durch  die  gegebenen  Punkte  A und  B einen 
beliebigen  Kreis,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in  zwei  Punk- 
ten D und  E schneide,  verbindet  A mit  B und  D mit  E,  und 
verlängert  AB  und  DE  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  P>  so 
ist  nach  einem  bekannten  Satze: 

PAxPB  — PD  xPE  . . . (I) 

Zieht  man  nun  von  P eine  beliebige  Sekante  PN  durch  den  ge- 
gebenen Kreis,  so  ist  ebenso 

PNxPM=PDxPE.  . . . (2) 

Aus  (1)  und  (2)  ergibt  sich: 

PAxPB=PNxPM.  ...  (3) 


/ 
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Die  Punkte  M und  N,  in  welchen  die  Sekante  den  gegebenen 

it  den  gegebenen  Punkten  A 

Legt  man  nun  eine  Sehne  FG—m  in  den  gegebenen  Kreis, 
beschreibt  ferner  mit  dem  Abstande  CH  derselben  vom  Mittel- 
punkt einen  Hülfskreis  und  zieht  endlich  an  diesen  Hülfskreis  vom 
Punkte  P aus  die  Tangenten  PK  und  PK',  welche  den  gegebenen 
Kreis  in  den  Punkten  M und  N,  resp.  in  den  Punkten  M*  und 
N'  schneiden;  so  sind  ABMN  und  ABM'N'  zwei  Kreise  (und 
zwar  die  einzigen)  von  der  verlangten  Eigenschaft , und  die  Durch- 
schnittspunkte  O und  O'  der  in  cfer  Mitte  von  AB  und  MN,  resp. 
von  AB  und  M’N',  errichteten  Senkrechten  ihre  Mittelpunkte. 

¥ 

Denn  nach  (3)  liegen  die  Punkte  A,  B , M,  N , so  wie  die 
Punkte  A,  B,  M',  N1,  je  auf  der  Peripherie  eines  Kreises;  auch 
ist  die  diesen  Kreisen  mit  dem  gegebenen  Kreise  gemeinschaft- 
liche Sehne  MN,  resp.  M'N',  wegen  gleichen  Abstandes  vom  Mit- 
telpunkte, der  Sehne  FG , folglich  der  gegebenen  Geraden  m gleich. 


Kreis  scnneiuet,  liegen  folglich  m 
und  B jedesmal  auf  einer  Kreislinie 


Ist  die  Gerade,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne  gleich 
sein  soll,  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  selbst  gleich, 
so  ist  ihr  Mittelpunktsabstand  CH— 0,  und  statt  des  Hiilfskreises 
und  der  beiden  Tangenten  an  denselben  hat  man  alsdann  die 
Eine  Sekante  PS  durch  den  Mittelpunkt  C,  und  also  auch  nur 
den  Einen  Kreis  AB  RS,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in 
R und  S so  schneidet,  dass  diese  Durcnschnittspunkte  in  dem- 
selben sich  diametral  gegenüberstehen.  — Hiermit  ist  eine  ein- 
fache Auflösung  einer  in  dem  Aufsatze  Nr.  VIII.  Theil  XV.  be- 
handelten Aufgabe  gegeben,  nämlich  der  von  dem  Herrn  Heraus- 
geber des  Archivs  gestellten  Aufgabe: 

J 

„Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  zie- 
„hen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den  End- 
punkten des  selben  Durchmesser  s dieses  gegebenen 
„Kreises  schneidet.“ 


Wird  die  gegebene  Gerade  Null,  so  fällt  obiger  Hülfskreis 
mit  dem  gegebenen  Kreise  (C)  zusammen,  an  welchen  man  nun 
die  Tangenten  PT  und  PT'  zu  ziehen  hat,  öm  als  verlangten 
Kreis  einen  der  Kreise  ABT  oder  ABT  zu  erhalten.  — Dies  ist 
aber  die  bekannte  Aufgabe: 

„Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  einen  ge-* I 
„gebenen  Kreis  von  Aussen  berührt  und  durch  zwei 
„ausserhalb  desselben  gegebene  Punkte  geht/* 
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/ 


Neue  Formeln  zur  independenten  Be- 

* t 

Stimmung'  der  Sekanten-  und  Tangen- 
tenkoeffizienten. 

Von  dem 

" Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlörailch 

zu  Dresden. 


Für  jedes  zwischen —^-71:  und  liegende  x gelten  be- 

kanntlich die  Gleichungen 

JR  ß 

secx  — B0  k-|-  ^ 2 ^ f 12  3 4 f 


+ 1.2.3. 4 * 

2«(2«— 1 )B&  r 
+ 1.13.4.576  x + 


worin  B0 , B2,  Z?4,  Bb  etc.  die  sogenannten  Sekantenkoeffizien-  x 
ten.  Bi,  J53,  Bb  etc.  die  ßernoullischen  Zahlen  bedeuten..  Setzen 
wir  zu  grösserer  Gleichförmigkeit  der  Bezeichuuug 

22n(22n K 

t)  B^n-T^n,  ^ i'^zT^n— \ 

\ 

und  nennen  entsprechend  Tx,  Tz,  Tb  etc.  die  Tangenlen- 
koeffizienten , so  ist  jetzt  für  ?r  > a;  > — 


Digltized  by  Google 


412 


2)  8ecar=r0  + ^«a+  \^4X*  + "'’ 

3)  tana;=-j  a:+ j-^ga:s+j  2 |45ar®  + 

"V. 

Die  independente  Bestimmung  der  Koeffizienten  T0 , Tlt  T2, 
Tz  etc.  verursacht  bekanntlich  einige  Schwierigkeiten,  die  man 
nur  durch  Einführung  imaginärer  Grossen  umgehen  zu  können 
glaubte,  wobei  das  Problem  zuletzt  auf  die  Entwickelung  der  hö- 
heren Differentialquotienten  von 


z 

e2— l 

hinauskam  (m.  s.  u.  A.  den  Artikel  Bernoullische  Zahlen  in 
den  Supplementen  zum  mathematischen  Wörterbuche.).  Es  lässt 
sich  aber  die  Sache  viel  einfacher  ohne  imaginäre  Grössen  ab- 
machen und  man  gewinnt  dabei  Formeln,  welche  sich  vor  den 
von  Laplace,  Scherk  und  mir  selbst  (in  meiner  Differenzialrech- 
nung) mitgetheilten  durch  grössere  Einfachheit  auszeichnen. 

I.  Nach  bekannten  Lehren  ist  der  Koeffizient  T^n  nichts  An- 
deres als  der  spezielle  Werth,  welchen  der  (2w)te  DHFerenzial- 
quotient,'  von  sec#  für  #=0  erhält,  also  nach  Cauchy’s  Be- 
zeichnung 

4)  T*n^(D^secx\o)  • 

Um  diesen  zu  entwickeln  bemerken  wir,  dass  für  |r>#>  — ^ 
die  Gleichungen 


sec#  = = 


cos#  1— suÄr 

! , 1 . n | • 4 . 1-3.5  . . 

= 1 + 2 sinz#-f  sin4#  -f-  sm6# -|- 


statt  finden,  wobei  wir  die  Reihe  in  zwei  Theile  zerlegen, 
nämlich : 


sec*=  t + 5 sm%+  ~ sin*x+....  + 


1.3.5...  (2n— 1)  . . 

sin3n# 


1.3.5...  (2»;+!)  j n2n+2j.  i 
+ 2.4.6...  (2«+2)sin  **  + 


Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  für  sin#  die  bekannte  Reihe 
^ "’pHetc.  gesetzt  und  die  Potenzirungen  ausgeführt,  so 
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würde  eine  Reihe  zum  Vorschein.,  kommen,  welche  mit  der 
(2w-f-2)ten  Potenz  von  x anfinge  und  überhaupt  von  der  Form 
wäre 


+ , 

wobei  es  auf  die  Werthe  von  K0,  K2,  etc.  nicht  weiter  ankonimt. 
Wenn  die  nunmehrige  Gleichung 


i.l.o  , 1*3  . 4 , , J.3.5...(2/*— 1)  . , 

sec#=l-f-^  sin2# + 0-7  sin4#  -f ... .-f-  —crr? — sm 
■2  2.4  2.4.b...(2w) 


2n 


X 


+ /f0#2"+2+  J£a#2n+4  jfif4#2”+6  + .... 


(2n)mal  differenzirt  und  nach  geschehener  Differenziation  # = 0 
gesetzt  wird,  so  verschwindet  der  zweite  Theil,  und  da  links  T2n 
zum  Vorschein  kommt,  so  ist  jetzt 


5)  T2n  — ^ (Z)2wsin2#)(0)  + (D^sin4#)^)  +.... 

1.3.5...  (2n—l)  . 

*’**f  2.4.6...  (2w)  (Z>  S'nn.r)(0). 

* 

Zur  Ausführung  der  hier  angedeuteten  Differenziationen  dient 

die  bekannte  für  jedes  ganze  positive  k geltende  Formel 

\ 

6)  sin2*#  = (2ä)ä — (2k)k^~i  cos2#-f-(2£)*_acos4#—  ..  .J 


in  welcher  die  bekannte  Bezeichnungsweise  der  Binomialkoeffi 
zienten 


TYli  = 


m(m—\)(m — 2) ....  (in — i — 1) 


1.2.3 z 

angewendet  worden  ist.  Man  hat  nun  bekanntlich 

D2ncos(ix = ( — l)nfi2«cosft# , 

folglich 

(D2n cosft#)(o)  — (— 1 )n(i2n , 

mithin  durch  (2n)malige  Differenziation  der  Gleichung  6)  für  #=0 

(Z)2rtsin2Ä:#)(o) 

= [ — (2/c)t_122n  f (2A)t_24^-(2Ä)t-36^  + ....  ] . 

Wendet  man  diess  auf  die  Gleichung  5)  für  k — 1,  2,  3 ,..../« 
an,  so  ist  durch  nachherige  Multiplication  mit  ( — l)"!-1 

Tbeil  XVI.  28 


28 
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7)  (_l)-+«r,„=  l ■ cp[2o.2*»] 

+ 43-  A L^.^n—40.4*"] 


+ . 


1.3.5...(2n — I) 
2,4.6....(2w) 


22»-i  [(2n)«~ 


i .2®ft—(2w)n-a-42n-|~.4;(27i)0(2n)2*] . 


Für  n=0  darf  man  diese  Formel  nicht  benutzen,  weil  ihre  Her- 
leitung voraussetzt,  dass  wenigstens  eine  Differenziation  gemacht 
worden  ist.  Aus  Nr.  2)  folgt  aber  für  # = 0 unmittelbar  T0=l, 
und  nun  hat  man  weiter  T2,  T^,  T0  etc.  nach  der  obigen  For- 
mel; z.  ß.  für  » = 3 


+ o:p[4.2‘-4«] 

+S-Ä[i5-2‘~6-4a+6s] 

= 16-180  + 225=  61. 

II.  Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  dient  zur , Bestimmung  rou 
8)  772n-i  = (/>2n~1tanar)(o)  . 

Man  hat  nämlich  zunächst  für  |-7r>#> — 


tau#= 


sin# 

Vl  — sin2# 


. j.1  . 3 . 1-3  . _ 

= sin#  + ^ sm3#  + sin5#  + 


wobei  wiederum  die  Reihe  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  möge, 
nämlich  i 


. . , 1 . « - 1*3  . •.  1.3...  (2n — 3)  . _ 

tanx=sina;+2  sin  -£  + £4™**  + ...  + 2,4...  (2n-2J  sm  * 

. 1-3.5. ...(2n — 1)  . , . 

+ 2.4.6.. ..(2«r  SID+*  + - 


Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  für  sin#  seinen  Werth  gesetzt, 
so  erhält  man  eine  Reihe,  welche  mit  der  (2n+l)ten  Potenz  von 
# anfängt,  und  daher  ist  auch 
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tan#2=8in:r-f  ^ sin8ar+  .;..  -f-  sin2*-1# 

-|-  KyX***1  -f-  K3x*n+3  + A6#2n+Ö  -f- .... , 

wobei  es  auf  die  Werthe  der  mit  K bezeichneten  Koeffizienten 
nicht  weiter  ankommt.  Durch  (2 n — l)malige  Differenziation  und 
Nullifizirung  von  x wird  jetzt,  da  der  zweite  Theil  verschwindet, 

9) 7,2n-1=(D2"--1ßina:)(o)  + j(JD2n-1sin3a?)(0)  + (/>»»—  »jalnö^r)(o) 

, 1.3.5...  (2w — 3)  __  _ 

+ +2.4.6...  (2ra-2j  ~ s,n  * 

v 1 

Andererseits  ist  nach  einer  bekannten  Formel 

sin2*-1#  = 22*-2  [(^ — l)*-isln:r — (2ä — l)fc-.3sin3#-f  ...]i 
woraus  man,  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

D2"— ^infwcssf — l)n+1ft2n~lcosfM;, 

(D2n-1sin^)(o)  = ( — l)n+1ft2n“1, 
leicht  die  folgende  ableitet: 

/ (Z>2n- 1sin2fr-1/r)(o) 

Demzufolge  geht  die  Formel  9)  in  die  nachstehende  über: 

i 

10)  ,(-l  )*+i7’a»-l=  lo.!*2«-1 

+ ^.^[31.P»-1-30.3*«-M 

+ O'  Ä [5a.la“_I — 5t  .32'1- 1 + 50.52n-1] 


+ ....  ± (2n — 1)0.(2« — l)2"-1]  a 


welche  der  unter  Nro.  7)  verzeichneten  völlig  analog  gebildet  ist; 

man  erhält  aus  ihr  für  ra=  1,  2,  3,  4 etc. 

* 

7\=rl,  Tz^2,  r6  = 16,  Tr=: 272,.... 

Hieraus  lassen  sich  auch  rückwärts  die  Bemoullischen  Zahlen  ab 
leiten,  wenn  man  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  1)  die  Form  * 

28* 
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2n 


T»n—i 


22«(22n— 1)  * 2n“1 
giebt;  so  findet  sich  ohne  Muhe: 


^1==At  1=4,  B 


4.3 


0 


1 

3 “"16.15  30' 


Bb~~  64.63* 16  ~ 42*  ^r“  256.255  * 272  ~ 30  ' etc# 


42 


256.255 


III.  Um  endlich  eine  Formel  zu  erhalten,  welche  und 

T2n-i  zugleich  angiebt,  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung 

\ 

sec#  -p  tan#  = tan  ( j tt-J-  # ) 

rp  , ^2  2 l ^3  r3  . 

— «oi  j j tj®  + i 23a:  ***** 

i 

statt  findet,  und  demnach  für  ein  ganzes  positives  m 


11) 


• 1 1 

Tm = { Dm  tan  ( j n+  ^ x) } (0) 


sein  muss.  Man  hat  nun  weiter  für  # < ^ 71 

1 1 cos# 

tan(j-?r-f2  #)  = -jz: 


sm# 


cos#  -f  sin#cos#-psin2#cos#  -p ....  -Psinm#cos# 
-p  sinm+1.zeos#-Psinm+2#cos#  -f- , 


oder,  wenn  man  in  dem  zweiten  Thcile  der  Reihe  für  sin#  und 
cos#  die  gleichgeltenden  Potenzenreihen  setzt: 

tan(j«+jar) 

= cos#  -p  sin#cos#  -f  sin2#cos#  -f- ...  -f  sinm#cos# 

+ Hm+ 1 #m+l  + Hm\iXmAi  2 +.... , 

wobei  es  nicht  auf  die  Werthe  der  mit  H bezeichneten  Koeffi- 
zienten ankommt.  Hieraus  ergiebt  sich  durch  mmalige  Differen- 
ziation und  nachher  für  # = 0 wegen  Nro.  11) 

Tm  = (Z>mcos#)(o) +(D,nsin#cos#)(o)  + (Dmsin2#cos#)(0)  + .... 

-p  (D,nsinn,#cos#)(o)  . 


Man  hat  aber 
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/>siofr+1x=  (£-f*l)sinka;cos.r , 
folglich  durch  mmalige  Differenziation 

/>”»+  IsinH1a:  = (Ä+ lj/^fsin^cosar) 
oder  umgekehrt 

1 

/^(sin^cosj:)^:^^  -DOT+1sink+la: , 
und  mithin  durch  Anwendung  auf  das  Frühere 

12)  Tm  =j-  (/Jmt-‘sinx);o)  + ^ (öm+1sin*a:)(o)  + 


•••••  + rn+T  (ö"-|-,sin’"+1x)(u) 


und  hier  lassen  sich  sämmtliche  Differenzialquotienten  der  Sinus- 
potenzen auf  dieselbe  Weise  wie  früher  entwickeln.  Geht  man 
auf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m ein,  so  findet 
man  für  m — %i : 


13)  ( — i)n7’2B=l  + | ^[31l2"+‘-30.32»+1] 

t 

+ ^ 4t52-la“+‘“5‘  •3®”+l+50.5*»+1] 

+ 

+ • 2I»  [(2n+l)„.l2»+1-(2n+l)„-1.3*-+> 

+ ....±(2n+l)o(2n+l)2»+*]; 

und  entsprechend  für  m=2w — 1: 


i4>  (_i).+irl„_1=I.I[V22«] 

+ i.|[41.22-wt0.42»] 

/ 

+ i.^[62.22'--61.42«+60.62”] 

+ 

+ Yn  • ff2«)"-*  •2In— (2»)i>-242"  + ... 

....  ± (2n)0 . (2n)2n] . 


Nach  der  zweiten  von  diesen  Formeln  ist  z.  B.  für  n= 3: 
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+ \ i 14  2^4»] 

+ J-p[l5.2*-0.4H-6«] 

= 16  — 120+  120=16, 

Die  letzten  beiden  Formeln  für  T2h  und  T2n- 1 scheinen  die  ein- 
fachsten zu  sein,  welche  zur  independenten  Bestimmung  über- 
haupt dienen  können.  Die  wirkliche  Berechnung  der  Sekanten- 
und  Tangentenkoeffizienten  wird  man  übrigens  unter  Anwendung 
rekurrirender  Formeln  jederzeit  leichter  haben  als  nach  irgend 
einer  independenten  Formel;  unter  den  zahlreichen  rekursiven 
Beziehungen,  welche  man  zu  diesem  Zwecke  angeben  kann, 
scheint  die  folgende 

15)  — Wq  — 6 d* •••* 

. mit 
=810-2“  > 

welche  gleichförmig  für  gerade  und  ungerade  m gilt,  die  einfach- 
ste und  wohl  auch  nicht  bekannt  zu  sein.  Formell  ist  noch  die 
folgende  von  Interesse: 

16)  2 7 ~ m0 T'q Tm  "F  % 7\  Tm  —i  -f-  w2 T2Tm—2  -F  ••• , 

in  welcher  einige  Aehnlichkeit  mit  dem  Binomialtheoreme  liegt. 
Von  beiden  Rekursionsformeln-  ist  übrigens  der  Beweis  so  leicht, 
dass  ich  ihn  füglich  übergehen  kann. 
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lieber  die  sich  unendlich  vergTössern- 
den  und  die  sich  unendlich  verklei- 
nernden Curven. 


Ist  ans  der  Grad  n und  die  Form  einer  gewissen  algebrai- 
schen Curve  f(x,y)  — 0 völlig  unbekannt,  so  ist  uns  auch  unbe- 
kannt, welche  die  Form  sei  der  aus  der  Primitiven  durch  »malige 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  entstehenden  Curve.  Nur  wis- 
sen wir,  dass  — wenn  wir  den  Coordinaten-Ursprung  als  im  Ver- 
grösserungs- Centrum  liegend  uns  denken,  d.  h.  in  demjenigen 
Punkte,  wovon  die  Vergrösserung  ausgeht,  und  der  daher  bei  der 
Vergrösserung  seinen  Ort  nicht  wechselt  — die  resultirenden  Cur- 
ven respective  durch  die  Gleichungen 


angedeutet  werden.  Anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  im 
Limitfall  ü = qo,  da  alsdann  nur  ein  gewisser  Theil  der  Primiti- 
ven auf  die  Form  der  Resultirenden  Einfluss  hat,  diese  aber  vom 
ganzen  übrigen  Theil  der  Primitiven  unabhängig  ist,  so  dass  man, 
die  Primitive  f(x,y)z=z  0 möge  uns  übrigens  völlig  unbekannt  sein, 
doch  schon  die  Form  der  resultirenden  Curven 


Von  dem 


Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Sw  eil  engrebel 


zu  Utrecht. 


f(0x,  0#)  = 0 und  f(<x>x , ooy)=0 


Vorhersagen  kann. 


v 
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Betrachten  wir  erstens  die  unendliche  Verkleinerung:  Es  re- 
ducirt  sich  alsdann  der  ganze  vom  Coordinatenursprung  endlich 
entfernte  Theil  der  Primitiven  beim  Uebergaug  zur  analogen 
Curve  auf  diesen  Ursprungpunkt  selbst,  sodass  nur  noch  die  unend- 
lich entfernten,  d.  h..  die  asymptotischen  Zweige  der  Primitiven 
zu  betrachten  übrig  bleiben.  Wäre  nun  die  Primitive  /(.r,y)=Ö 
eine  gewisse  Gerade  ux-\-by-\-\  =0,  so  würde  sich  für  die  Curve- 
f(&>x,  ooy)^0  die  Gerade  ax-j-by  = 0,  d.  h.  eine  durch  den 
Coordinaten  - Ursprung  gehende,  der  Primitiven  parallele  Gerade 
ergeben.  Es  wird  daher  auch  allgemein,  bei  der  unendlichen 
Verkleinerung  einer  beliebigen  Primitive  f(x.y)  = 0,  jede  ihrer 
Asymptoten  in  eine  den  Coordinaten-Ursprung  in  nämlicher  Rich- 
tung durchgehende  Gerade  sich  abändern.  Da  nun  jede  algebrai- 
sche Curve  eines  gewissen  Grades  n im  Allgemeinen  n reelle 
oder  imaginäre  asymptotische  Zweige  hat,  welche  sich  unendlich 
zu  ihren  Asymptoten  annähern  und  bei  der  unendlichen  Verklei- 
nerung noch  inniger  mit  diesen  verschmelzen  und  daher  mit  die- 
sen verwechselt  werden  dürfen , so  ergiebt  sich , dass  die  aus  der 
Primitiven  fn(x ,y)=0  entstehende  Curve  fn( cex , ao?/)=0  im  All* 

gemeinen  eine  neue  Curve  wten  Grades  ist,  welche  jedoch  die 
pecialität  besitzt,  dass  sie  aus  einem  durch  den  Coordinaten- 
Ursprung  gehenden  Strablenbüschel  von  n,  den  Asymptoten  der 
Primitiven  parallelen.  Geraden  besteht. 

Das  nämliche  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass  jede 
Curve  7iten  Grades  (siehe  Plücker  in  seiner  Theorie  der 
algebraischen  Curven)  betrachtet  werden  kann  als 

4 

/ 

fn(x,y)  ^[(alx+bly+ J)  (a'tP+b2y+ 1)....  (anx+bny-\r\)]  -f  F(x,^)=0, 

n — 2 

WO 


d\X-\-bxy- fl=0,  a7>x-\-b2y-{-\.  = 0 etc 

die  n reellen  oder  imaginären  Asyjnptoten  der  fn(x,y)-=  0 bedeu- 
ten. Durch  /jmaligc  Verkleinerung  erhalten  wir  die  Curve 

- ♦ 

f„(px,py)~[alpx  + lilpy+l) (a„px+b„py+ 1)]  + F(px,py)== 

n—'i 

1 1 

....=p"X[{alx±biy  + - ) ... (anx  + + - )]  +/>"-2 F(x,y)=0, 

r r n— 2 

d.  h.  die  Curve 

w 

[(«,*+%+  I) (anx+b„y  + i)]  F(x,y)=0, 

P - p p* n-2 

welche  sich  durch  die  Annahme  p==  oo  auf  die  Curve 

(<*ix+biy) (a2x+b2y) ....  (anx-\-b„y)  = 0 , 
d.  h.  auf  den  oben  erwähnten  Strablenbüschel  reducirt. 
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Wenden  wir  dieses  an  auf  den  speciellen  Fall,  dass  die  Pri- 
mitive ein  Kegelschnitt  sei:  In  diesem  Fall  können  wir,  da  alle 
Asymptoten  einander  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  durch- 
schneiden,  die  unendliche  Verkleinerung  auch,  wenn  wir  das 
Verkleinerungs-Centrum  in  diesen  Durchschnittspunkt  der  Asym- 
ptoten verlegen,  als  ein  unendliches  Annähern  der  Curve  zu  ihren 
Asymptoten  betrachten,  d.  h.  wir  können  uns  die  Primitive 

(x  + cy)(x-\-dy)-\rez=zO  , ' 

* 

mit  der  Analogen 


{x  + cy)  (x  + dy)  =0 

durch  solch  eine  Verwandtschaft  verbunden  denken,  welche  aus 
der  die  Asymptoten  zu  ihren  Situations-Axen  habenden  Affinität 

V , , I 

x -{-cy  =-(x+cy), 

x'  + dy'=-(x+dy) 

im  Limitfall  p — oo,  ^=od  hervorgeht.  Man  pflegt  in  den  Lehr- 
büchern gemeiniglich  nur  einfach  anzugeben,  dass  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades 

Ax2 -f  Hy2 -f  Cxy-\-  Dx-\- Ey  -f- F=zO 

bei  einem  gewissen  Zusammenhang  zwischen  den  Coefficienten 
ABCDEF  sich  auf  ein  System  zweier  Geraden  reducirt,  ohne 
dass  man  näher  die  Möglichkeit  solch  einer  Formveränderung  des 
Kegelschnitts  anzeigte.  Eine  bessere  Einsicht  des  Vorganges 
erhält  map,  dünkt  mich,  wenn  man  zugleich  angibt,  was  denn 
eigentlich  der  Kegelschnitt  in  diesem  Limitfall  erleide,  und  wenn 
man  ihn  entweder  als  sich  unendlich  nach  seinem  Centrum  zu 
verkleinernd  oder  aber  mnendlich  seinen  beiden  Asymptoten  als 
Situations-Axen  einer  affinen  Transformation  sich  annähernd  sich 
denkt, 

Betrachten  wir  jetzt  die  unendliche  Vergrösserung  einer  be- 
liebigen algebraischen  Curve  /„(#.//)= 0.  Bei  dieser  Veränderung 
hat  nur  der  unendlich  kleine,  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  Ver- 
grösserungs-Centrums  liegende  Theil  der  Primitiven  auf  die  Natur 
der  analogen  Figur  Einfluss,  da  der  ganze  übrige  Theil  der  Pri- 
mitiven beim  Uebergang  zur  Analogen  sich  in’s  Unendliche  ver- 
liert und  daher,  weil  nur  von  algebraischen  Curven  die  Rede 
war,  nicht  weiter  berücksichtigt  werden  braucht,  da  sonst  die 
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analoge  Figur  sich  in  unendlicher  Entfernung  vom  Coordiuaten- 
Ursprung  um  diesen  winden  und  daher  zu  den  trauscendenten 

Curven  gerechnet  werden  müsste.  Es  wird  nun  bei  der  Primitiven 

• 

fn(x»y)  = [Ax"+Ba,*-ly  + ....  + Cyn]  + + ...]  + 

....  -f*  Fx~ |-  Gy  -f*  0 

im  Allgemeinen  //^0  sein,  d.  h.  es  wird  im  Allgemeinen  der 

Coordiuaten  - Ursprung  und  daher  auch  das  Vergrüsserunes- Cen- 
trum sich  nicht  auf  der  Curve,  sondern  irgendwo  ausserhalb  ihr 
befinden,  sodass  bei  der  unendlichen  Vergrösserung  im  Allgemei* 
nen  die  ganze  Primitive  f(x,y)  = 0 sich  unendlich  vom  Coordina- 
ten -Ursprung  entlernt,  und  daher  die  Analoge  f( Ox,  0y)=0  im 
Allgemeinen  eine  Curve  Oten  Grades  wird,  d.  h.  zur  Gleichung 
/i=0  sich  reducirt.  ln  speciellen  Fällen  jedoch  kann  es  sich 
ereignen,  dass  in  der  Gleichung  fn(x,y)  — 0 der  Coefficient  //den 
Werth  0 hätte,  so  dass  die  Primitive  das  Vergrösser*ngs-Cen- 
trum  durchstrich,  und  zwar  in  einer  Richtung,  deren  Winkel  mit 

F 

der  Richtung  der  Coordinaten-Axe  #=0  durch  arc.tg.( — -g)  an*  r 

Bedeutet  würde.  Es  wird  alsdann  der  in  der  unmittelbaren  Nähe 
es  Vergrösserungs -Centrums  liegende  Theil  der  Primitiven,  bei 
der  unendlichen  Vergrösserung  sich,  mit  Beibehaltung  ihrer  Rieh* 
tung,  zu  einer  Geraden  ausdehnen,  sodass  die  analoge  fii(0x,0y) 
=0  — wenn  wir  wiederum  ihre  unendlich  entfernten  Windungen 
ausser  Betrachtung  lassen  — sich  zu  der  Geraden  Fx  + Gy=.  0 
oder  allgemeiner  zu  der  ihr  parallelen  Geraden  Fx-{-Gy-{-Kz=0  redu- 
cirt. ln  noch  spezielleren  Fällen  kann  es  sich  ereignen , dass  die 
Primitive  im  Coordinaten-Ursprung  einen  Doppelpunkt  oder  über- 
haupt einen  ^fachen  Punkt  hätte.  Es  wird  alsdann  die  Analoge 
Ä(0#,0w)==0  eine  Curve  .^ten  Grades  sein,  und  zwar  eine  aus 
q Geraden  bestehende,  welche  den  q , der  Primitiven  im  Coordi- 
naten  Ursprung  zu  ziehenden  Tangenten  respective  parallel  laufen. 

Es  ist  aber  wohl  zu  beachten , dass  bisher  immer  nur  von 
algebraischen  Curven  die  Rede  war,  sodass  unsere  Behaup- 
tung, dass  die  unendliche  Verkleinerung  oder  Vergrösserung  einer 
beliebigen  Curve  fn{x,y)-=  0 im  Allgemeinen  immer  ein  »System 
von  n oder  q Geraden  hervorbringt,  nicht  geradezu  auf  transcen- 
dente  Curven  übertragen  werden  darf,  sondern  bei  diesen,  statt 
eines  Systemes  von  Geraden,  bisweilen  neue  Curven  hervortre- 
ten.  Nehmen  wir  z.  B.  die  logarithmi sehe  Spirale  9=lg.r, 
und  verkleinern  oder  vergrüssern  wir  sie  unendlichmal,  so  ergib! 
sich  in  beiden  Fällen  — nur  soll  im  letzten  Fall  das  Vergrösse- 
rungs - Centrum  im  Centrum  der  Spirale  angenommen  werden  — 
eine  neue  Curve,  welche,  so  wie  die  Primitive,  einerseits  sich 
mit  unendlich  vielen  Windungen  ins  Unendliche  erstreckt, 
andererseits  unendliche  Male  um  das  Vergrösserungs  - Centrum 
sich  heruradreht  und  sich  ihm  immer  mehr  nähert.  Da  nämlich, 
bei  unserer  Lage  des  V ergrösserungs-Centrums , die  unendliche 

i«,  \ 

\ 
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Verkleinerung  oder  Vergrösserung  einer  Primitiven  /’(r,9>)=:Ü 
respective  durch  das  Gleichungen -Paar  oder  durch  das 

Paar  ausgedrückt  wird,  so  ändert  sich  die  Primitive 

9>=lg.r  in  die  Curven 


<p'z=2  9 = lg.r =lg.(  00 Xr')  = + 00  + Ig.r* , 


cp1  =(p=z  lg.r = lg . (Oxr')  = — oo  + lg.r' . 


In  beiden  Fällen  ist  daher  die  resultirende  Curve  eine  neue  loga- 
rithmische  Spirale,  welche  aus  der  Primitiven  als  auf  diese  Weise 
entstanden  gedacht  werden  kann,  dass  die  ganze  Primitive  sich 
unendliche  Male  um  den  Coordinaten-Ursprung  gedreht  hätte,  und 
welche  mit  der  Primitiven  nicht  nur  durch  die  Verwandtschaft 
der  Aehnlichkeit,  sondern  auch  — wegen  der  Bedingung 
(p'—<p  a — durch  diejenige  der  Aehnlichkeit  mit  ähnli- 
cher Lage  verbunden  ist.  Ob  sid  aber  mit  der  Primitiven  coin- 
cidire,  hängt  davon  ab,  ob  jede  ihrer  Windungen  nach  Beendi- 
gung der  unendlich  vielen  zur  Vergrösserung  oder  Verkleinerung 
erforderlichen  Umdrehungen  auf  eine  der  Windungen  der  Primitiven 

feräth  oder  aber  sich  zwischen  zwei  Wendungen  der  Primitiven 
efindet;  was,  da  die  Anzahl  oo  dieser  Umdrenungen  unbestimmt 
ist,  unbestimmt  bleiben  muss. 
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Auflösung  des  Ulalfatti’schen 

Problems. 

Von 

Herrn  H.  Seheffler, 

Bau -Conducteur  bei  den  Herzoglich  Braunschweigischen  Eisenbahnen 

zu  B raun  sch  w ei g. 

- ° / 

( 


Ha  ich  die  nachstehende  Auflösung  des  Malfattischen  Pro- 
blems zu  einer  Zeit  gefunden  habe,  wo  mir  von  einer  bereits 
veröffentlichten  Lösung  desselben  noch  Nichts  bekannt  war;  so 
vermuthe  ich,  dass  dieses  Verfahren  wesentlich  von  den  schon 
vorhandenen  Auflösungen  verschieden  und  demnach  die  Publika- 
tion desselben  gerechtfertigt  sein  wird. 

Nach  diesem  Problem  sollen  in  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  IX. 
Fig.  2.)  drei  Kreise  beschrieben  werden,  von  denen  jeder  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  und  die  anderen  beiden  Kreise  berührt. 

Dass  die  Mittelpunkte  E,  F,  G der  gesuchten  Kreise  aut 
den  Halhirungslinien  AD,  BD,  CD  der  Winkel  des  Dreiecks 
liegen  müssen,  leuchtet  ein.  Zieht  man  EF  und  fallt  von  E und 
F die  Perpendikel  EJ,  FK  auf  AB;  so  muss  EJ  der  Radius  des 
um  E beschriebenen,  FK  der  Radius  des  um  V beschriebenen 
Kreises  und  EF  muss  die  Summe  dieser  beiden  Radien  sein. 

Nun  seien  zur  Abkürzung  6 

q , b,  c die  den  Ecken  A,  B,  C gegenüberliegenden  Seiten  BC, 
CA,  AB  des  Dreiecks; 

2a,  2ß , 2 y die  Winkel  bei  A,  B,  C; 


% 
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p,  q,  r die  Linien  AD,  BD,  CD ; 

h die  Länge  der  von  D auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällten 
Perpendikel  DL,  DM,  DN,  welche  sämmtlich  dem 
Radius  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  gleich 
sind; 

e,  f,  g die  Länge  von  den  Fusspunkten  dieser  Perpendikel  nach 
den  Spitzen  A,  B,  C des  Dreiecks,  also  die  Längen 

AM=:AN,  BN=BL,  CL  = CM ; 

» 

f 0 

x,  y , z die  gesuchten  Halbmesser  der  um  E,  F,  G zu  beschrei- 
benden Kreise. 

Zieht  man  EH  parallel  zu  AB;  so  hat  man  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  EFH 

EH=\fEF*—FW  = V (EJ+FKf-iFK-EJ^  =2  V EJjFK, 

* 4 

d.  i.  da  man 


bat. 


EH=  JK—AB-AJ-  BK=c — 


x 

tanga 


y 

tangß 


(1)  c — xcot  a — yeniß — 2 Vlcy , 

und  symmetrisch  hat  man 

(2)  6—zcoty — -^coto— ix, 

(3)  a—ycotß — zcotyxz2\^yz. 


Dividirt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  durch  z,  löst 

x v 1 

eine  jede  derselben,  indem  man  — > — > — wie  drei  Unbekannte 

2 2 2 

1 

behandelt,  für  — auf,  was  sehr  leicht  ist,  da  jede  Gleichung  in 

2 

Beziehung  zu  dieser  Unbekannten  vom  ersten  Grade  ist,  und 

schreibt  zur  Abkürzung 

* 

(4)  *=V?>  f=VKz=Vt; 


so  kommt  resp.  aus  (2),  (3),  (1) 

(5)  Za=  g-  (X2cota  -f  2X  -f  coty) , . 

« 


x 
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(6) 


(7)  Z2  = -(r*cotj3  + 2F+coty), 

2P—  - (X*cota  + <2X  F+  F2cotj3) . 


Setzt  man  die  Werthe  von  Z2  aus  Gleichung  (5)  und  (6)  einan- 
der gleich,  multiplicirt  die  linke  Seite  vor  der  Klammer  mit  ~~ 


und  in  der  Klammer  mit 


cosa 
sin/3 9 


die  rechte  Seite  vor  der  Klam- 


mer mit  ~~ß  und  in  der  Klammer  mit  ^berücksichtigt dann, 

dass  wegen  a:6  = sin2a:sin2/3:=sinacosa:sin/3cos/3 


sin/3 


sina 


* 6cosa  a cos/3 

% 

ist,  streicht  also  links  und  rechts  die  vor  der  Klammer  stehen- 
den gleichen  Grossen,  multiplicirt  hierauf  beiderseits  mit  sinasin/3, 
addirt  dann  links  sin2a — sin2«  und  rechts  sin2/3 — sin2/3,  beachtet, 
dass  links  die  beiden  Glieder 

. 0 sina  , . x sinasin/3 

coty.cosasma — sin2a=  — — cos(a  + y)  = — : 

1 siny  v ' u sin y 

\ » 

denselben  Werth  haben,  wie  rechts  die  beiden  Glieder 

cotycos/3sin/3  — sin2/3 , 

dass  dieselben  also  auf  beiden  Seiten  gestrichen  werden  können; 
so  stellen  sich  beide  Seiten  der  Gleichung  als  vollständige  Qua- 
drate dar,  und  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergibt 


(8) 


oder 


Xcosa-f-sina=  Fcos/3  + sin/3 


Xcosa — Fcos/3 = sin/3— sina 


und  wenn  man  für  X und  F ihre  Werthe  aus  (4)  wieder  einführt 
und  mit  V* z multiplizirt, 

(9)  cosaV" x — cos/3  V y=(sin/3—  sina  )V7. 

Symmetrisch  muss  man  haben 

(10)  cos  — cos  y\T z=(siny— sin  ß)V x , 

(11)  cosyVz — cosa  V"#=(sina— sin  rtVy. 
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Durch  Addition  je  zweier  dieser  drei  Gleichungen  verschwin- 
det Eine  Unbekannte  und  man  erhält  für  das  Verhältniss  der  ande- 
ren beiden  folgende  Werthe: 


/4  9\  £ _ /siny— sin«  -fjcosß\ 

' ' y \siny — sinß-f-cosa/s  ’ 


(13) 


x /sinft—  sina-f  cosy^ 

x ~ \sinß — siny-j-cosc*/ 


(U)  £ = fs*ina~s‘lf)ff+cosry 

' z \sina— siny-f-  cosßj 


Diese  Ausdrucke  lassen  sich  unter  Berücksichtigung  der  Beziehung 

« + i3  + y=90° 

f 

leicht  in  folgende  Formen  bringen,  von  denen  bald  diese,  bald 
jene  einen  bequemeren  Gebrauch  verstattet: 


(15) 


K- 


a 

os  2 cos 


ß ß + y< 
cos  2 c°s  ~2 


ß 2 

2~\  _/1+tan§2\ 

+yJ  ~L . . ~~d 

1+tang  ^ 


/1-f  costA  /1-f-sinßY 

\l+sina/  \1-|  cosj ß)  ’ 


X 

a a -f-  ß 

.cos  c>  cos  0 v 

( 1 L ] 

2 

| | 

y ^ 

✓l+tangjj* 

Z 1 

V y y + ß/ 

COS  -V  cos  0 
2 2 

| 1 

l+tang-| 

/l-fcos«\  /l-fsiny\ 
\1  -f  sin«/  \l-|-cosy/ 9 


ß 


(17) 


y 

% 


lOS^COS  9 


C- 

\ y y+«< 

COS  2~COS  —y— 


\ /1+tang  }k 
:/~V,  ■ ß) 


1+tang 


/I  -+cosß\  /l-fsiny\ 

V l-+sinj3y  vl-fcosy/  ’ 


Hiernach  stehen  die  gesuchten  drei  Radien  in  folgender  Proportion: 
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a 7 

COS  x- 


ß 2 ' y 

COS  2T  V >-  COS  — 


(18) 


x.y.t-  (—±-\  : (__JL  ) : (—*-) 

X-y V ß+r)  \ Ct+yj  V c+ß ) 


COS 


cos 


cos 


=[ 


a 

cos  — 

7 


a 


] L 


ß 


COS  -y 


2 y 2 

C0S2 


H 


cos(45°  — ^)  cos(45°— Lcos(45ü— g) 


] 


oder 


(19)  x:y:z=z- 


(l+tang|)  (l+tangQ  (l-|-tang|) 


2 * 


oder 


(20) 


x:y:z 


] -fcosa  # l-f  cosß  # 1-fcosy 
1 -f  sina  * 1 -fsinß  * 1 -f  siny 


Konstruiren  lassen  sich  drei  Linien,  welche  den  gesuch- 
ten feadien  proportional  sind,  am  leichtesten  nach  der  Formel (20); 
berechnen  dagegen  lassen  sie  sich  am  leichtesten  nach  der 
Formel  (18). 


Um  die  Formel  (20)  zu  einer  geometrischen  Konstruktion 
geschickt  zu  machen,  schreiben  wir  dieselbe,  indem  p,  q,  r die 
obigen  Bedeutungen  haben. 


(21) 


xiyiz. 


p-\-pcos<x  tq+qcosß  m r+rcösy 
p -f />sina  q -f-  qsinß  * r -f-  r siny 

P+e.V+f  r+g 

p-fh  q+h  r+h’ 


oder,  wenn  l irgend  eine  beliebige  Länge  bezeichnet, 


l - 


Solche  drei  Linien,  wie 


\p\hj  ’ 


welche  den  gesuchten  Radien  x,  y , z proportional  sind,  lassen  sich 
ungemein  leicht  darstellen.  Man  braucht  nur  auf  dem  Einen 
Schenkel  eines  beliebigen  Winkels  (Taf.  IX.  Fig.  3.) 
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« 

OP,  OQ,  OR  resp.  = p-\-h,  q+h,  r+A, 
auf  dem  anderen  Schenkel 

OE,  OF,  OG  resp.  = p + e,  q\f , r+g 

s. 

zu  machen,  PE,  QF,  RG  zu  ziehen  und  durch  einen  beliebigen 
Punkt  L des  ersten  Schenkels  (wofür  OL=l  wird)  die  Linien 
LX,  LY,  LZ  resp. .parallel  PE,  QF,  RG  zu  ziehen.  Alsdann 
besitzen  die  Linien  OX,  OY,  OZ  die  verlangte  Eigenschaft, 
indem  man  hat 


x:y:z=z  OX  :OY:  OZ . 


Beschreibt  man  nun  mit  den  Radien  OX,  OY,  OZ  drei  sich 
gegenseitig  berührende  Kreise,  was  sehr  leicht  ist,  legt  um  die- 
selben nach  Taf.  IX.  Fig  4.  die  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
so  bilden  die  letzteren  ein  Dreieck  AB'C',  welches  dem  gegebe- 
nen ABC  ähnlich  ist  Zieht  man  dann,  wenn  E',  F*,  G'  die 
Mittelpunkte  der  verzeichneten  Kreise  sind,  durch  A und  F'  die 
Linie  AF  und  durch  A und  6»'  die  Linie  AG;  so  führen  diesel- 
ben zu  den  Mittelpunkten  F und  G zweier  gesuchten  Kreise.  Den 
Mittelpunkt  E des  dritten  Kreises  liefert  eine  durch  G mit  G'EJ 
parallel  gezogene  Linie  GE. 


Ausdrücke  für  die  absolute  Länge  eines  jeden  der  gesuchten 

* 

Radien  erhält  man , indem  man  die  Werthe  von  X = — und 

z 

Y=*£  ■ aus  Gleichung  (16)  und  (17)  in  Gleichung  (7)  substituirt. 

m 


Da  hierin  ist;  #o  ergibt  sich  nach  einigen  Transforma- 

tionen mittelst  bekannter  trigonometrischen  Formeln : 


x=2eV  2. 


. d . ß y a\y  ß+y 

sin-^- sin  ^-cos-^-cos  — 2"  cos—q- 


cosycos 


u±ß 

<> 

mä 


und  symmetrisch 


(24)  y—2b\f2. 


. a . y ß a+fi  ß+y 
sin  2" sm  -g-  cos  cos  — cos  — -y1 

cosßcos  - 
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(25)  x=2  aV"  2. 


. ß . y a «+0  «+y 

smy  id  ^-cos  ^-cos-^- cos-j2- 


cosacos 


ß+Y 


• Diese  letzteren  Ausdrücke  eignen  sich  .besonders  zur  arith- 
metischen Berechnung  der  gesuchten  Grössen. 


wwin 

lieber  die  Entstehung  der  Flächen 
des  zweiten  Grades. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  za  Carlsrahe. 


Man  pflegt  gewöhnlich  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  drei  Veränderlichen: 

ax1  -f-  by2- f-  dxy  -f  exz  ~f  fyz  -f  gx  -f  hy-\r  kz  -f  / = 0 

der  Betrachtung  der  Flächen  zweiten  Grades  zu  Grunde  zu  legen 
und  dann  von  da  aus  die  Arten  dieser  Flächen  abzuleiten  und  sie 
zu  betrachten.  Es  ist  jedoch  zweckmässiger,  zunächst  die  ver- 
schiedenen Arten  derselben  gesondert  zu  untersuchen  und  erst 
nachher  die  obige  allgemeine  Gleichung  weiter  zu  verfolgen.  Am 
Einfachsten  wird  die  Anschauung  dieser  Flächen  hervorgerufeo 
werden , wenn  man  sie  durch  Bewegung  von  Kurven  zweiter  Ord- 
nung entstehen  lässt.  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  ob  diese  Entste- 
hungsweise der  Flächen  zweiten  Grades  allgemein  bekannt  ist; 
ich  will  dieselbe  desshalb  hier  aufführen.  Kugel-,  Kegel-  uod 
Zylinderfläche  übergehe  ich  aus  dem  angelührten  Grunde. 
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ft 


Das  Ellipsoid. 

i 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  xz  (ich  nehme  drei  auf  einander 
senkrechte  Koordinatenebenen  an)  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt 
mit  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  deren  eine  Axe,  2a,  mit 
der  Axe  der  x,  deren  andere,  2 c3  mit  der  Axe  der  z zusammen- 
fallt; ferher  in  der  Ebene  der  yz  eine  ähnliche  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt abermals  mit  dem  Anfangspunkt,  deren  Axe  26  mit  der 
Axe  der  y , deren  andere  Axe  2c  mit  der  Axe  der  z zusamrten- 
failt.  Parallel  der  Ebene  der  xy  lasse  man  nun  eine  veränderliche 
Ellipse  sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  ihrer  beiden  Haupt- 
axen  sich  immer  in  den  beiden  vorigen  Ellipsen  befinden.  Man 
verlangt  die  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Denken  wir.  uns  die  bewegliche  Ellipse,'  deren  Hauptaxen 
immer  in  den  Ebenen  der  xz  und  yz , parallel  den  Axen  der  x 
und  y,  sich  befinden,  in  der  Entfernung  k von  der  Ebene  der  xy, 
so'  werden  ihre  Halbaxen  sein: 


a)  parallel  der  Axe  der  x , da  die  Gleichung  der  Ellipse 
in  der  Ebene  der  xz  ist  , 


b)  parallel  der  Axe  der  y , da  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
der  Ebene  der  yz  ist 


£ + zl- 1 

62  * c2~~  ’ 


\ 


Die  Gleichungen  der  beweglichen  Ellipse  in  der  angeführten  Lage 
sind  folglich 


x 4 


«■(*-?)  <*- 


«V 


5=  1, 


eliminirt  man  h , so  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche 


£ . £ 4-^-1 

' „2  + ^tc*-1, 

Die  Fläche  der  Ellipse  in  dieser  Lage  ist 


29' 


ft 
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nab 


Daraus  folgt,  dass  der  Inhalt  eines  Schnitts,  dessen  Grundfläche 
diese  Ellipse,  dessen  Höhe  dh,  gleich: 


also  das  Stück  des  Körpers,  das  zwischen  der  Ebene  der  xy  und 
einem  mit  ihr  parallelen  Schnitt,  dessen  Entfernung  von  der  Ebene 
der  xy  2 ist,  ist  gleich: 


Hyperbel,  deren  reelle  Axe  2 a mit  der  Axe  der  x , deren  imagi- 
näre 2c  mit  der  Axe  der  z und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  An- 
fangspunkt zusammen  fällt;  eben  so  denke  man  sich  in  der  Ebene 
der  yz  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  2 b mit  der  Axe  der  y, 
deren  imaginäre  2c  mit  der  Axe  der  z zusammenfällt,  wenn  der 
Mittelpunkt  zugleich  im  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist.  Man 
sieht  nun  leicht,  dass  vier  H ' " me  über,  vier  unter  der 


Hauptaxen  immer  auf  den  Hyperbelarmen  sich  befinden.  Man 
fragt  nach  der  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Die  Gleichung  der  ersten  Hyperbel  ist: 


o 


Setzt  man  z—c , so  erhält  man  den  Inhalt  des  halben  EUipsoids 


also  der  des  ganzen  EUipsoids 


= -?y  abc . 


Uebrigens  ist  die  Fläche  eine  in  jeder  Weise  begrenzte. 


Das  Hyperboloid  mit  einem  Fache. 


Man  denke  sich  in  der  Ebene  der  xz  eine 


Ebene  der  xy  sich  befinden.  man  eine  Ellipse,  paral- 

lel der  Ebene  der  xy  sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  ihrer 


man  eine  Ellipse,  paral- 


die  der  zweiten : 
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*? 

b2 


Denken  wir  uns  nun  die  bewegliche  Ellipse  in  der  Entfernung  h 
von  der  Ebene  der  xy , so  sind  ihre  Axen: 

a)  parallel  der  Axe  der  x : 


b)  parallel  der  Axe  der  y: 


Demnach  sind  die  Gleichungen  ; der  Ellipse: 


xA 


r 


■0+5)  -(»ST 


= 1,  z=A, 


woraus  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche: 

Dieselbe  erstreckt  sich  nach  zwei  Seiten  hin  ins  Unendliche,  be- 
steht aber  aus  einem  zusammenhängenden  Stücke. 

Der  Inhalt  des  Raumes,  innerhalb  der  vier  Hvperbelarme, 
und  zwischen  der  Ebene  der  xy  und  einem  in  der  Entfernung  z 
mit  ihr  parallelen  Schnitte  ist: 


Jede  der  Hyperbeln  hat  Asymptoten,  deren  Gleichungen: 


für  die  erste  x-=i±~z,  ^=0; 

für  die  zweite  «=  —2,  #=0. 

a c 

Lässt  man  nun  eine  veränderliche  Ellipse,  genau  wie  so  eben, 
sich  auf  den  Asyraptotenarmen  bewegen,  so  findet  man  als  Glei- 
chung des  entstehenden  Asymptotenkegels: 

x2,  V1  32  _ 
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Der  Inhalt  des  Stücks  zwischen  der  Spitze  und  einem  mit  der 
Ebene  der  xy , in  der  Entfernung  z parallelen  Schnitte  ist: 


, nab 


■n 


n 8A  — “ nab  •%'  * 
cz  o 


so  dass  das  zwischen  Kegelund  Hyperboloid  liegende Korperstuck: 

nabz 


ist. 


Das  Hyperboloid  mit  zwei  Fächern. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Hyperbel.,  deren 
reelle  Axe  2c  mit  der  Axe  der  2,  deren  imaginäre  Axe  2a  mit 
der  Axe  der  x und  deren  Mittelpunkt  mit  aem  Anfangspunkt 
zusammenfällt;  ferner  eine  zweite  Hyperbel  in  der  Ebene  der  yzy 
deren  reelle  Axe  2c  wieder  mit  der  Axe  der  z,  deren  imaginäre 
26  mit  der  Axe  der  y und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangs- 
% punkt  Zusammenfalle.  Man  lasse  nun  eine  Ellipse  (sowohl  unter 
als  über  der  Ebene  der  xy)  sich  parallel  der  Ebene  der  xy  so 
bewegen,  dass  die  Endpunkte  der  Hauptaxen  beständig  auf  den 
vier  Hyperbelarmen  seien.  Man  verlangt  die  Gleichung  der  erzeug- 
ten Fläche. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  der  Ebene  der  xz  ist 


der  in  der  Ebene  der  yz: 


c2  5*  * 

- ' 

Sei  nun  die  bewegliche  Ellipse  in  der  Entfernung  h von  der 
Ebene  der  xy , so  sind  ihre  Hauptaxen : 

a)  parallel  der  Axe  der  x: 


• VS-'  • 


b)  parallel  der  Axe  der  y: 

* 

so  sind  die  Gleichungen  der  beweglichen  Ellipse : 
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X* 

/ A 2 


6-0-6-  0 


l! i 


~ 1 > z — — A j 


«voraus  nun  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  folgt: 


a?  y 2 z 2 - 


6* 


Diese  Fläche  besteht  aus  zwei  ganz  getrennten,  sonst  aber  glei- 
chen Stucken,  deren  Entfernung,  Scheitel  von  Scheitel,  gleich 
2c  ist.  Das  Köiperstück  vom  Scheitel  bis  zu  dem  mit  der  Ebene 
der  xy  in  der  Entfernung  z parallelen  Schnitte  ist: 


nabJ'Z(^-ljdh=nab(0-z  + y) 


I>C. 


Die  Gleichuug  des  Asymptotenkegels  ist,  wie  oben: 

..‘2  • A‘2  «2 U * 


aM  ' 6a  c 


Das  Stück  desselben,  vom  Anfangspunkt  bis  zu  dem  obigen 
Schnitte  ist: 

k i **  h*  o,  nabz* 
nab  # —oh  = 


■f 


3ca  ' 


so  dass  das  zwischen  Kegel  und  Hyperboloid  befindliche  Stück: 

nab  (*-‘y) 
ist 


Das  elliptische  Paraboloid  - 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Parabel,  deren 
Haiiptaxe  mit  der  Axe  der  z,  deren  Scheitel  mit  dem  Anfangs- 

punkt  Zusammenfall t,  und  deren  Parameter  — «ist;  ferner  eine 

zweite  Parabel,  deren  Scheitel  gleichfalls  im  Anfangspunkt  liegt, 
die  in  der  Ebene  der  yz  sich  so  befindet,  dass  ihre  Hauptaxe  mit 

262 

der  Axe  der  z zusammenfällt  und  ihr  Parameter  — ist.  Je  nach- 

c 

dem,  ob  c positiv  oder  negativ  ist,  werden  vier  Parabelarme 
über  oder  unter  der  Ebene  der  xy  sich  befinden.  Man  lasse  nun 
eine  Ellipse,  wie  im  Früheren,  sich  parallel  der  Ebene  der  xy 
bewegen,  so  dass  die  Enden  ihrer  Hauptaxen  auf  den  vier  Pa- 
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rabelarmen  sich  befinden  Welches  ist  die  Gleichung  der  entste- 
henden Fläche? 


<2a2 

Die  Gleichung  der  ersten  Parabel  ist  x2= z,  der  zweiten 

2b2 


y * = — s.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  bewegliche  Ellipse  in  der 
c 

Entfernung  h von  der  Ebene  der  xy  ist,  die  Axen  derselben 
und  b'\j  ~ sein  werden,  so  dass  ihre  Gleichungen 


c 


z — h 


sind,  woraas  nun  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  folgt: 

x2  . y1 2 z 

% ä2  + b2  ~~  c * 

Diese  Fläche  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Ebene  der  xy;  der 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  ihr  Scheitel.  Zwischen  dem 
Scheitel  und  einem  mit  der  Ebene  der  xy  in  der  Entfernung  s 
parallel  gelegten  Schnitte  ist  das  Kürperstück 

P*  2h  nab*2 

nab  / — ch  — • 

Je  c 


Diese  Flächenräume  wachsen  also  mit  dem  Quadrat  der  Ordinate 
z.  Der  Inhalt  eines  Kegels,  der  denselben  Scheitel  und  densel- 
ben Schnitt  zur  Grundfläche  hätte,  wäre: 


4 


2z  z 2 n 
nab-^=~abz2t 

CO  ÖC 


\ 


so  dass  das  Hyperboloid  um  die  Hälfte  mehr  ist. 


Das  hyperbolische  Paraboloid. 

* 


Denken  wir*  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Parabel  vom  Pa- 
2a2 

rameter  — , deren  Hauptaxe  auf  der  Axe  der  z liegt,  und  deren 
c 

Scheitel  in  den  Anfangspunkt  fallt;  sodann  eine  zweite  Parabel 
* 2 b2 

vom  Parameter — , deren  Hauptaxe  gleichfalls  auf  der  Axe 


der  z,  die  Parabel  selbst  in  der  Ebene  der  yz  sich  befindet,  wäh- 
rend der  Scheitel  wieder  mit  dem  vorigen  zusammeniällt.  Es  ist 
klar,  dass  jetzt  zwei  Parabelarme  nach  oben,  zwei  nach  unten 
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gehen.  Man  lasse  nun  zwei  Hyperbeln  von  der  Ebene  der  xy  aus, 
parallel  mit  dieser  Ebene,  sich  so  bewegen,  dass  die  Scneitel 
ihrer  reellen  Hauptaxen  sich  auf  den  Parabelarmen  befinden,  wäh- 
rend die  Hyperbeln  konjugirt  sind,  d.  h.  die  reelle  Axe  der  einen 
gleich  der  imaginären  der  andern,  wenn  die  Hyperbeln  gleich  weit 
abstehen  von  der  Ebene  der  xy.  Welches  ist  die  Gleichung  der 
entstehenden  Fläche? 

* 

Es  ist  klar,  dass  eine  Hyperbel  sich  nach  oben,  die  andere 
nach  unten  bewegt.  Wif  müssen  nun  zwei  Fälle  unterscheiden. 

t)  Sei  c positiv.  Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 
2a*  2b* 

rabel  #a= — z,  der  untern  2.  In  der  Entfernung  k 

c c 

st  die  reelle  Axe  der  obern  Hyperbel  > in  der  Entfer- 

4 /~2A 

nung  — h ist  die  reelle  Axe  der  untern  by  Demnach  sind 

die  Gleichungen  der  obern  Hyperbel : 


der  unteren: 


xJ 


— — — 1,  z=h; 


2n2  - 262  - 

c c 


y 2 x*  • , 

T=l,  *=— h. 

2b*-  2a*— 

c c 


In  beiden  Fällen  folgt  als  Gleichung  der  erzengten  Fläche; 


xJ 

ä? 


y*  , 2z 
b*~~  c 


2)  Sei  c negativ.  Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 
2b*  2ci* 

rabel  y*~ z,  der  untern  x*=—  2.  Die  reelle  Axe  der 

**  c r 

obern  Hyperbel  in  der  Entfernung  h ist  der  andern 

* r 

in  der  Entfernung  — h:  ay  ~ also  die  Gleichungen  der  obern 
Hyperbel : 


y 


2 


x* 


_2  b3 

c c 


. — I * fl  • 

, J.  , * «J 


der  untern: 


Digitized  by  Google 


«9 


—2 


a2h 


y 

—2 


bVi 


1,  z=z—h; 


woraus  wieder  ab  Gleichung  der  Fläche: 

x*  2z 

aa— ^a—  c * 

4 

In  jedem  Falle  sieht  man,  besteht  die  Fläche  aus  vier  Theileo, 
die  sich  ins  Unendliche  erstrecken.  Diese  vier  Theile,  stehen 
sich  gewissermassen  im  Kreuz  entgegen.  Da  für  den  Fall  ä=Ö 
die  obere  Hyperbel  sowohl  als  die  untere  sich  in  die  Linien 


x — -4- 


a 


±6* 


=0 


verwandeln , so  vereinigen  sich  die  vier  Stucke  in  diesen  zwei 
Linien,  die  nichts  Anderes  sind,  als  die  Asymptoten  der  Hy* 
perbel 

ax  bx 

I 

Weitere  Untersuchungen  dieser  Fläche  liegen  für  den  Augen* 
blick  ausser  unserer  Betrachtung. 
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XXXIX- 

I 

Heber  lamberts  Satz  von  der  Qua- 
dratur parabolischer  Sectoren. 

, Von  ' . 

t 

dem  Herausgeber. 


Das  schöne  Theorem  von  Lambert  oder  Euler  über  die 
Quadratur  parabolischer  Sectoren  ist  in  der  Astronomie  bekann- 
ter wie  in  der  Geometrie;  aber  sehr  mit  Unrecht,  da  seine  geo- 
metrische Eleganz  gewiss  eben  so  gross  ist  wie  sein  Nutzen  in 
der  Astronomie  bei  der  Berechnung  der  als  Parabeln  betrachte- 
ten Cometenbahnen.  Es  ist  daher  sehr  zu  wünschen,  dass  das- 
selbe bald  völliges  Bürgerrecht  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten erhalte,  was  bis  jetzt  leider  noch  nicht  der  Fall  ist. 

. * 

Man  findet  diesen  schönen  Satz,  in  Verbindung  mit  verschie- 
denen astronomischen  Lehren  und  in  unmittelbarer  Beziehung  auf 
diese,  in  der  eleganten  kleinen  Schrift  von  Lambert:  lnsignio- 
res  orbitae  cometarum  proprietate  s.  Aug.  Vindelic. 
1761.  §.  83.  und  auch  in  seinen  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Thl.  III.  S.  257.  In  der  Theoria  motus 
coTporum  coelestium.  p.  119.  hat  jedoch  Gauss  nachge- 
wiesen, dass  die  erste  Erfindung  dieses  schönen  Satzes  eigent- 
lich Euler  gebührt.  Schon  vor  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
habe  ich  für  denselben  einen  Beweis  in  Crelle’s  Journal  der 
reinen  und  angewandten  Mathematik.  Thl.  XVI.  S.  21. 
gegeben,  welcher  bloss  ganz  elementare  Betrachtungen  der  ana- 
lytischen Geometrie  in  Anspruch  nimmt,  und  habe  verschiedene 
andere  Sätze,  namentlich  auch  einen,  wie  ich  glaube,  merkwür- 
digen Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Seg- 
ments, hinzugefügt.  Indem  ich  aus  zufälliger  Veranlassung  diesen 
Gegenstand  jetzt  wieder  aufnehme , will  ich  im  Folgenden  einen 
Beweis  des  in  Rede  stehenden  merkwürdigen  Theorems  geben. 
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der  zwar  auf  einer  einfachen  Betrachtung  mit  Hülfe  der  Integral- 
rechnung beruhet,  sonst  aber  sich  bloss  elementarer  analytisch- 
trigonometrischer  Rechnungen  und  einiger  keiner  Schwierigkeit 
unterliegenden  arithmetischen  Transformationen  bedient.  Uebri- 
gens  würde  es  auch  leicht  sein,  die  Anwendung  der  Integral- 
rechnung mittelst  der  bekannten  Quadratur  der  Parabel  ganz  zu 
umgehen,  und  dann  würde  der  Aufnahme  des  folgenden  Beweises 
in  die  Elemente  der  Kegelschnitte  nach  meiner  Meinung  nichts 
entgegen  stehen.  Die  Substituirung  einer  ganz  elementaren  Be- 
trachtung für  die  im  Folgenden  angewandten  wenigen  Integral- 
formeln. — die  übrigens  ganz  allgemein  bekannt  sind,  — kann  ich 
aber  hier  füglich  den  Lesern  vollständig  überlassen. 

Die  allgemeine  Polargleichung  der  Parabel  ist  bekanntlich 

V V 

r 2(1  + cos  cp)  1 „ 

Acos^cp2 


wo  der  Winkel  <p  von  dem,  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel 
nach  iherm  Scheitel  gezogenen  Radius  vector  an  immer  nach  der-* 
selben  Seite  hin,  etwa  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher  die  po- 
sitiven Ordinaten  genommen  werden,  von  ö bis  360°  gezählt 
wird;  also  ist 


r* 


Ißcos^  <JP4 


» 


und  folglich 


1 «3l„ 

<>Tze<p=  - 

32  cos  ^ <p4 


2 


P_ 

16 


1 

2 


cp 


COS 


Bezeichnen  wir  aber,  indem  wir 


' cp  < 180° 

annehmen,  den  Flächeninhalt  des  zwischen  dem  von  dem  Brenn- 
punkte der  Parabel  nach  ihrem  Scheitel  gezogenen  Radius  vector 

j-p  und  dem  Radius  vector  r enthaltenen  Sectors  der  Parabel  durch 

S,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung 


also  nach  dem  Obigen 
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,_p*  P9  d29’ 

-kJ  i 


0 cos  ^cp* 


Nun  findet  man  aber  leicht  nach  einer  bekannten  Integralformel 

Am 

P<p  ö2 v 1/  1 . 2 \ . 1 

J i ~3\  i ;+  _ i y)s,n‘29> 


o cos  ö <p 4 


cos^qo3  cos^-<p 


oder 


.1 


r<p  i l / , l \ 

J — T-  =3*“sr«,V+— rj 


0 cos  ÖT  <p4 


cos  ^ qp 


1 


{ J 1+2c0S2^ 

= 3 tang  ^ 9 • 


1 « 

cos  2 <JP2 


Also  ist  nach  dem  Obigen 


1 


pi  \ * + ^cos  2 y* 

^=48  ^^2  <3°*  I 

cos  ^ qpa 


Nun  ist  aber 


1 

cos  2 <p 


2 — Z 


4r  * 


also 


• 1 2 i P *r—p 

sln2»=l-4 r=-iT’ 


und  folglich,  weil 


2<P<  90°  ; 


ist,  also  sin  ^ cp  und  cos^-qp  positiv  sind: 


. I 
sin  QpZ=L 


V 4r — 
2v> 


V 


1 

, COS<rqp=r 


vp  . 

2vr  ’ 


*•  t 
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folglich 


1 V 4 r—p 

tangj<p=-p-^ 


Ferner  findet  man  leicht: 


1 -f  2cos  ^ cp'1 


1 

cos  ^ <p2 


= 2(2r-fp) 
V 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

V/>-  (2r+p)  V- 4r— p. 

« 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  den  zwischen  den  beiden 
Vectoren  r und  r'  enthaltenen  Sector  der  Parabel  durch  0,  und 
nehmen  in  dem  Falle,  wo  r und  r ' auf  einer  und  derselben  Seite 
der  Axe  der  Parabel  liegen,  an,  dass  r'  grösser  als  r sei,  so  ist 

6 — 24 {(2r'-fp)  4r/  — p + (2r  + p)V 4r  — p}, 

indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeicheo 
nimmt,  jenachdem  die  Vectoren  r und  r‘  auf  einer  und  derselben 
Seite,  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen. 

t 

Die  von  den  Vectoren  r und  r'  mit  der  Axe  der  Parabel  ein- 
geschlossenen und  auf  bekannte  Weise  genommenen  Winkel  be- 
zeichnen wfr  durch  cp  und  <p' , so  dass  also 


V 


4 cos  2 <p2 


r =- 


P 


4 cos  9 


ist,  und  den  von  den  beiden  Vectoren  r und  r1  mit  einander  ein- 
geschlossenen, nach  der  Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel 
wollen  wir  im  Folgenden  durch  6 bezeichnen. 


Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall,  wenn  die  Vectoren  r,  r1 
auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  liegen,  und 
nehmen  grösserer  Bestimmtheit  wegen  an,  dass  diese  Vectoren 
beide  aut  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Parabel  liegen  und 

1 l 

r'  > r sei,  so  sind  offenbar  cos^  und  cos^-qo'  beide  positiv, 
ä}so  nach  dem  Obigen 


2cos  2 <P  - 2 cos^p' 


1 
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oder 


folglich 


’ 1 1 

Vp  = 2cos  ^ 9 • Vr , Vp  = 2cos  ^ 9'*  Vr' ; 


1 1 , , 

COSj^.  Vr  = coscj9  - Vr'. 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 


also 


folglich 


(p'—(p=e, 


9'=9+ö>  Cp—Cp'—d\ 


1 1,  m 

cos  ^ 9 • V»* = cos  2 (9? + 0) . Vr' , 

cos  ^ (p'.yr*  = cos  ^ (9/ — 0).  Vr ; 


oder 


Vr  COS  2(9+0) 

Vr' — 1 

cos  2<p 


lö  . 1 1 

cos  2 0— sin  2 0tang2  9 : 


Vr* 
V r 


cos  2 (9'  — 0) 


cos  59' 


:cos  2 0+sin  ^ 0 tang  ^ 9' ; 


also 


1 . 

Vr — cos«  0.  Vr 


tang29= J 


sin^^Vr' 


2 Vr'—  cos^Ö.Vr 

lang  2 9'= 2 

sin^  0.  Vr 
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Weil  nun 


cot  2^' 


l+tang;j  <p’ 


1 « 

cos  ^ cp 1 


1 


l+tang^g)7* 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


1 

cos^  cp* 


r'sin  ^ Ö2 


r4-r' — 2cos^d.  rr' 


1 

2 


vcoSä9>,a= 


rsin  |ö2 


1 ’ 

r + r# — 2 cos ^ 6 • Vrr' 


also  nach  dem  Obigen 


P= 


4rr'sin  ^ ö2 


r -fr' — 2008^0.  V~ rr' 


Hieraus  folgt  mittelst  leichter  Rechnung: 


4 r — p = 


4 r (V^  — cos  ^ 0.  Vr')2 

1 IZT 

r -f  r' — 2cos  c^O.\T rr ' 


und 


4r' — p = 


4r'(  Vf' — cos  ^ 6 . Vf)2 
r -f  r7— 2cos^0.  tf7 


2r  + /»=2r 


1 - 1 

r4-F' — 2cosö0»Vft'  4"  2r/sinö02 


J 


r 4-  f' — 2cos  2 0 . V rr' 


2r'+/?=2r- 


r-fF' — 2cos^  0 . V rr'  4*  2rsin|öa 

i zz 

r 4-  f' — 2cos  5 0 • V rr' 
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9 


Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang  ^ cp  und  tang  | cp‘ 
beide  positiv  sind,  so  sind  nach  dem  Obigen 

Vr  — cos  ^ 0.  Vr',  Vr‘ — cosfc*0  . Vr 


respective  ; 

negativ, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 


positiv ; 


1 


V 4 r — p = 


2 ( Vr  — cos  ^ 0 .Vr')  Vr 


r -j.  r ' — 


2cos ^ 0 . VVr' 


V 4 r* — p = 


2 (Vr'  — cos  q 0 . Vr)Vr' 
r + r'  — 2cos  J 0 . Vir7" 


Nach  gehöriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte 
Formel 

| 1 1 

Ö = 24  V/? • { (Sr'-f-p)  V ir'—p — (2 r-\~p)V^ 4 r — /? } 

ergiebt  sich 

60  _ 

Vp~ 

1 l 1 

r'(r-fr' — 2cos£  0 .V  rr'  -f  2rsin ^ 02)(Vr'— cos  ^ 0 .Vr)Vr' 

(r+V— 2COS7,  0 • Wr'  r + r' — 2cos  ^ 0.V" rr' 

1 1 1 

r(r  -J-  r' — 2cos  ö 0 . V rr'  -f-  2r'sin  .3  02)  ( Vr — cos  ^ 0 . Vr')  Vr 

Z Z Z 

T " ~ ” i~  - ■ ■ 1 • 

(r  -f-  r'  — 2cos  ^6  .\frr'  r r'  — 2cos  J 0 . V"  rr' 

Der  Zähler  der  Summe  der  beiden  Brüche  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  ist 
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(r+r'— 2cosr>  0 . VTr7)  { r>  (Vr'— cos  . Vr)  Vr'  I 

1 

+ r ( Vr — 1 eos  2 ö . VO  Vr; 

1 1 1 

+ 2rr'sin&  0*  t (vV-cos ^0 . Vf)  Vr'  + ( Vr-cos ^ Ö.VrOVrl 

= (r+r'— 2cos|ö.Vrrr)|ra+r'a— (r+r')cos  ^ 0 .V  rr'  ! 

1 l / 

+ 2rr'  sin  ^ 02(r  + r'— 2 cos  ^ 0 • V rr' ) 

l 1 ; i 

= (r  + r'— 2cos  ^ 0 • V'rr* ) { r2+r'2-— (r  +r')cos  ^ 0 . Vrr7 + Srr'sin^O*} 

• V 

= (r+r' — 2 cos  ^0.Vrrrr ) {(r+r')2— (r-f-r')cos  *0 . V rr'  — 2rr'cos^1)* 
Setzt  man  jetzt 

(r  + r')2*—  (r  + r*)  cos  1 0 . VVr'  — 2rr'cos  1 02  = 0 , 

t 

und  löst  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  r+r'  als 
unbekannte  Grösse  auf,  so  erhält  man 

11  , 

2 cos  ö 0 • ▼ rr1 

x 

— cos^.Vi rr'  ; 


also  ist 

(r+r')2 — (r+r') cos ^0.V rr1  — 2rr'cos  ^ ö2 

= (r  +r'  + cos^0.V~ rr')(r+r' — 2cos  ^0.Vrr' ),  . 

und  folglich  obiger  Zähler 

' i 1 

(r+r'+  cos^O.X  rr'  )(r  + r'— * 200820.^  rr'  )*  . 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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6e  , i r — 4r  j 

yp  = (?+r'  + cos  7)  0 . V rr' ) y r -f  r*— 2 cos  g 0 


rr' , 


oder 


V/?-(r+r'+cos^0.  Vt?  )^~ r -fr'  — 2cos^  0.  V rr7"* 


Weil  diese  Forme!  in  Bezug  auf  r und  r'  völlig  symmetrisch 
ist,  so  ist  es  nun  nicht  mehr  nöthig,  anzunehmen,  dass  r'  der 
grössere  Radius  vector  sei,  indem  man  vielmehr  in  dieselbe  jede 
zwei  beliebige  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel 
liegende  Vectoren  einführen  kann.  Auch  ist  es  natürlich  nicht 
weiter  nöthig  anzunehmen,  dass  r,  r'  auf  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  Parabel  liegen. 

\ 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Vectoren 
r,  r'  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen,  und 
wollen  für’s  Erste  grösserer  Bestimmtheit  wegen  annehmen,  dass 
r auf  der  negativen,  r*  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Pa- 
rabel liege. 

Weil  in  diesem  Falle  unter  der  so  eben  gemachten  Voraus 

1 1 

Setzung  offenbar  cos^«?  negativ  und  cos^g/  positiv  ist,  so  ist 


Vr— 


Vp 


1 * 

2cos  ö cp 
L 


Vr 


vp 

2cos  A <Pr 


oder 


VP= 2 cos  cp . Vr , Vtp  = 2 cos  \ cp' . Vr' ; 


folglich 


1 1 

cos^<p.V>= — cos  ^cp'.yr  . 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 

cp'  -f  (360° — cp)=.  (p' — gp-f  360°  =0, 

also 

(p'=z(p-\-fl — 360°,  cp  — cp'  — 0-f3GO°; 

!^  = |(^+e)-180«;  lv=\  (9>'-ö)  + 180° ; 

, 30* 


A 
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cos ^ = —cos ^ (cpVQ) , cos^  g>=—  cos^(g>'— 0); 


folglich  nach  dem  Obigen 


cos  2 <P  • Vr 

1 


cos^cp  + e).  Vr'  * 


cos 


2<JP'. Vt'=  cos 0)  • Vr> 


woraus  ganz  eben  so  wie  vorher 


tang^9>  = 


Vr  — cos^  0 • Vr' 
sin|  0.  Vr' 


tanggV: 


j Vr'  — cos  ^ 0 . Vr 


sin  2 0.  Vr 


un 


4rr/sin  7,  02 

Jml 


P = 


1 - ’ 

r -f  r'  — 2cos  ^ 0 . V rr' 


so  wie 


4r— /?; 


4r(Vr— cos  ^ 0 • Vr')* 

I y - ' 

r + r'  — 2 cos  5 6 . V rr; 


4r'  — 7?  = 


4r'(Vr'  — cos  ^ 0 . Vr)2 
r-fr'  — 2cos  iö.V  rr' 


und 


s 


2r+p=2r 


r -f  r'  — 2cos  0 • Wr'  + 2r'sin  ^ 02 
r-fr' — 2cos<£0.Vr fV 
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r + r7 — 2cos  i 0 . V rr7  + 2rsin  5 02 
2r7+p  = 2r7 1 


J 

r + r'  — 2cos2^.V rr 7 


folgt. 


Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang  59?  negativ  und 
ta,1§!<P/  positiv  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Vr — cos ^ 0 . Vr  , Vr7  — cos  $6.  Vr 


respective 

positiv, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 


positiv ; 


ST 4r — p — 


V 4r' — 


2(Vr — cos  2^.  Vr')Vr 
^ r+r' — 2cos^0.Vrrr 

2 ( Vr'  — cos  1 0 . Vr)  Vr' 

yf  r+r' — 


_ 1 - 

2COS2Ö.V rr1 


Nach  gehöriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte 
Formel 

® = 24  VP  • t(2r'+p)  + (2r+p)  VTr^p ) 


irgiebt  sich 


ae 

Vp 


h 


1 - 1 1 

r'(r+r' — 2cos  ^0  • V rr'  -f  2rsin  ^ 02) (Vr7 — cos  ^ 0.Vr)Vr' 

(r+r' — 2cos20*V^ rr7 ) r + r' — 2cos^  0.  V rr7 

1 r J 1 

r(r  + r'~ 2cos  2 0 V rr'  -f  2rVin  2 02)  (Vr— cos  ^ 0 -Vr')Vr 

(r+r7— 2cos|0.V'rr7)  ^ r+r'— 2cos|  0.Vrrr 
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welches  wieder  ganz  dieselbe  Formel  wie  oben  ist.  Also  ist  auch 
in  diesem  Falle  ganz  wie  oben 


0=g  Vp.(r-fr'-|-cos^#.Vr rr'jy  r-f-r' — 2cos|  #.V rr'  > 

uud  da  diese  Formel  in  Bezug  auf  r und  r*  völlig  symmetrisch 
ist,  so  ist  es  nicht  niithig,  dass  r auf  der  negativen,  r'  auf  der 
positiven  Seite  der  Axe  der  Parabel  liege , sondern  es  kann  auch 
umgekehrt  sein. 

Als  Resultat  der  ganzen  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich, 
dass,  wenn  r,  r'  zwei  beliebige  Vectoren  der  Parabel  sind,  und 
# den  von  diesen  beiden  Vectoren  eingeschlossenen,  nach  der 
Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel,  der  von  0 bis  360° 
wachsen  kann,  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit  der  Flächen- 
inhalt des  parabolischen  Sectors  0 durch  die  Formel 

0 = g Vp  (r+r'- j-cos  . 


$ 

dargestellt  wird. 

* t 

Bezeichnet  nun  s die  Sehne  der  Parahel , welche  die  End- 
punkte der  beiden  Vectoren  r,  r‘  mit  einander  verbindet,  so  ist, 
jenachdem 


oder 


ö <#<180° 


180«  < 0 < 300° 


ist,  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie  respective 


oder 


also  allgemein 


und  folglich 


sar=r‘2-f  r'2 — ‘irr' cos# 


s 2 = r 2 -f-  r'2  — 2rr 'cos(36ö°  — #) ; 


s2  = r2  fr'S-irr'cos#, 


cos# 


r2  -P  r/2  — 


2rr' 


also 
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O , rHr'4— *a  (r+1-')2— J2 

2 cos  g 0 _ 1 -t-  - 2n.,  - , 


folglich 


1 ^_(r+r#)2—«1 
cos  2 6 4rr, 


und  hieraus , wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenachdem 


0 < 0 < 180°. 


ist: 


130°  <0  <360° 


cos 


1 , V" (r+r')2  — i2 

2 ~ 2V77  ’ 


1 


oder 


cos  ^ 0 . V rr*  = db  g (r  + r')2—  s2  > 
"icos^  0.  \Trr'  =■  iV (r-f  r')2 — ä2  • 

i 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen 


j?7  V>l2(r+r')4;V  (r  + r')a— 12| r+r'+ V (r  + r‘f—  s1  * 


nenn  man  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem der  von  den  Vectoren  r,  r'  nach  der  Seite  der  Parabel  hin 
eingeschlossene  Winkel  ein  concaver  oder  ein  convexer  Winkel 
ist,  was  auch  im  Folgenden  stets  festgehalten  werden  soll. 

Nun  setze  man 


f-V~ (r-fr')2 — s2=  \/x  -f-  Vy  * 
so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 

i 

r + r'  + V^ (r+r')2-— sp—x+y  ^VX'Vy, 

/ 

und  folglich  durch  Vergleichung  der  rationalen  und  irrationalen 
Theile  auf  beiden  Seiten: 


452 


also 


x -f  y = r -f-  r',  Axy = (r + rO* — ä2', 


(tf — y )2  = (#  + y)2  — ss  s2 , 

woraus,  indem  jetzt  keine  Beziehung  der  Zeichen  zu  den  obigen 
Statt  finden  soll, 

x — ?/ = + s 

folgt,  so  dass  man  folglich  die  beiden  Gleichungen 


x+y=zr  + r',  x—yz=±s 
hat,  aus  denen  sich 


* 


r-f-r'  ± s 

x—  2 1 


r-f  r'-f-s 

2 


ergiebt.  Da  nun  im  Obigen 

r-f  r'  (r  + r')2— s2 
positiv  genommen  ist,  so  muss  man 


V"»-  + »■'TVI (t  + r')a — «2  = ^ - + ~ - 

setzen,  weil  von 

^ r +r'  — s ^ yj~ r + r' 

das  obere  Zeichen  einen  negativen  Werth  liefert,  der  hier,  eben 
weil 

Y r+r' T V (r + r')* - ** 

positiv  genommen  worden  ist,  nicht  statthaft  ist. 

Dies  vorausgesetzt*  kann  man  nun  leicht  @ auf  folgende  Art 
ausd  rücken : 


0 = 


x (Ct0)1- *C-*rO‘l 1 


r+r'd- 


also  ist,  wenn  man  multiplicirt : 
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I 


d.  i. 


oder 


oder  auch 


B = f • { (r+r'-fs)*  + (r+r'~$)l ) • 


Dies  ist  der  merkwürdige  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
eines  parabolischen  Sectors,  welcher  gewöhnlich  uach  Lambert 
benannt  wird,  aber  eigentlich,  wie  wir  oben  bereits  bemerkthaben, 
schon  früher  von  Euler  gefunden  worden  ist.  Ausser  dem  Para- 
meter der  Parabel  ist  also  bloss  die  Kenntniss  der  beiden  einen 

Earabolischen  Sector  begränzenden  Vectoren  und  der  dem  densel- 
en  gleichfalls  begrenzenden  Bogen  der  Parabel  angehörenden 
Sehne  nöthig,  um  dessen  Flächeninhalt  mittelst  der  Lambert’schen 
Formel  berechnen  zu  können. 
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; xij. 

Bestimmung  der  Länge  der  auf  einen 
Hegel  gewickelten  Schraubenlinie. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Cnrlsruhe. 


Eine  Gerade  bewege  sich  um  eine  andere,  indem  sie  mit  ihr 
beständig  denselben  Winkel  a macht  und  sie  beständig  in  dem- 
selben Punkte  trifft.  Auf  ihr  bewegt  sich  ein  Punkt  gegen  letztere 
hin:  welches  ist  die  von  ihm  beschriebene  Kurve,  wenn  beide 

Bewegungen  gleichförmig  sind? 

Die  fragliche  Kurve  ist  eben  die  in  der  Aufschrift  genannte. 
Sei  also  y die -Winkelgeschwindigkeit  der  bewegten  Geraden,  ß 
die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes,  und  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  so  an,  dass  die  feste  Gerade 
darin  die  Axe  der  z ist;  die  Ebene  der  xy  sei  so  gewählt,  dass 
der  bewegliche  Punkt  anfänglich  in  ihr  liegt;  ferner  sei  die  Axe 
der  x so  genommen,  dass  die  bewegliche  Gerade  anfänglich  in 
der  Ebene  der  xz , also  der  bewegliche  Punkt  in  der  (positiven) 
Axe  der  x , und  die  (positive)  Axe  der  y sei  so  gewählt,  dass 
die  Bewegung  der  Geraden  von  der  positiven  Axe  der  x gegen 
die  positive  Axe  der  y geht. 

Am  Ende  der  Zeit  t liegt  die  bewegliche  Gerade  so,  dass 
ihre  Projektion  mit  der  Axe  der  x den  Winkel  yt  macht,  während 
der  bewegliche  Punkt  in  ihr  um  die  Länge  ßt  gegen  den  festen 
Punkt  gegangen  ist.  Sei  (Taf.lX.  Fig.  5.)  O der  Anfangspunkt  der  Koor 
dinaten,  OB  die  Projektion  der  beweglichen  Geraden  (am  Ende  derZeit 
t)  auf  die  Ebene  der  xy , so  macht  die  bewegliche  Gerade  selbst 


f 
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mit  der  Ebene  der  xy  den  Winkel  ^ — ct , ferner  ist  xOBzzzyt. 

Ist  also  die  Entfernung'  des  Durchschnittspunktes  der  beweglichen 
Geraden  mit  der  Axe  der  z von  0 gleich  «,  so  ist  die  Länge 

jener  Geraden  gleich  ■ y— , die  von  ö/?:atga.  Ist  D die  Pro- 
jektion des  beweglichen  Punktes  auf  die  Ebene  der  xy  in  der- 
selben Zeit,  so  ist  BD=ßt.s\na,  also  CD=ats;a — ßsiua.t.  Sind 
also  x,  y,  z die  Koordinaten  des  beweglichen  Punktes  am  Ende 
der  Zeit  t,  so  hat  man: 


x — (atga  — ßfsina)  cos  (yt) 
y = («tg«  — ßfsina)  sin(y£)  ,>  (1) 

z ^ßt.  cosa.  ' / 


Durch  Elimination  von  t erhält  man  die  (zwei)  Gleichungen  der 
beschriebenen  Kurve  (Schraubenlinie.)  Aus  der  letztem  Gleichung 
ergiebt  sich : 


2 

* ßcosct  ’ 

so  dass  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  sind: 


*=(«-i)tg«.cos(^-),  ) 

I (2) 

y=(a-z)tg«.8in(^-).  ) 
Eben  so  erhält  man  hieraus: 


<*) 


als  Gleichung  der  von  der  bewegten  Geraden  beschriebenen 

Kegelfläche. 

% 

Soll  die  Schraubenlinie  auf  einem  Zylinder  vom  Halbmesser 
r sein,  so  ist  a = ae,  «tga=r,  a = 0,  also 

x — rcos(y<) , y = rsin(y£),  * = ßt;' 

x==rcos^^,  y=rsin  £ W 

x1  + y2=r* . ) 


Der  Weg,  den  der  bewegliche  Punkt  zurücklegt,  während  die 
bewegliche  Gerade  eine  Umdrehung  vollendet,  heisst  die  Höhe 
des  Schraubengangs. 
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Nun  erfolgt  eine  vollständige  Umdrehung  in  derZeit  — , dem- 

nach  ist  die  Höhe  des  Schraubengangs  • Heisst  man  die* 
selbe  h,  so  ist 

ß h y 2 7t 

ß~~h; 

also  sind  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  (2): 


die  der  (4): 


*==(a-*)tg«.cosQy 

y={a- 


/2m\ 

a:=rcosVT>)’| 

. /2jiz\  I 

y=rsm\Th)\ 


2 JE 


(5) 


(6) 


Setzt  mau  ,zur  Abkürzung  -j-  — k , so  ergiebt  sieb  aus  (5): 

i+f— Y , /%\4_  i-f  ^tg2c(g— z)2 

"•\0z/  ' \dzj  cos*a  ’ 

v ■+(£)•+  (17  - - 

\ 

r 

somit  die  Länge  des  Bogens  der  Kurve,  wenn  er  von  z=0  an 
gerechnet  wird : 

i/Vt+**tgv«^&- 

0 

Setzt  man  a — z—yy  z=a — y , so  ist  dieselbe: 


• -y'vr  -f  tg^ay^dy  - 


Integrirt  man,  so  ergiebt  sich  als  fragliche  Länge: 


'•v 
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^ V"  1 -\-k2a2tg2a  — ^~2~‘  l~F^2tg2a*0* — *)2 

4-  — ^ \ntr(  o/ftga-f-  Vl-fa2A:2tgaa  ^ 

‘Iktga  g\(a  — 2)Atga  + 1 + (a — z)2ä2  tg2ax 


Will  man  die  Länge  der  Schraubenlinie  bis  zum  vollendeten  nten 

2jjjj 

Umlaufe  (n  auch  eine  gebrochene  Zahl),  so  hat  man  z=—j-  cos a 
zu  setzen.  Die  vorkommenden  Logarithmen  sind  natürliche. 

Für  den  Fall  des  Zylinders  ist  atga  — r,  a=0,  a—  od,  also 
die  Länge: 


V 1 + Mi  = V~  l+jtV*  . 


z>  . 


t 


wie  bekannt. 


(8) 


Für  z=a  hört  die  Kurve  in  der  Spitze  des  Kegels  auf;  also 
ist  ihre  ganze  Länge: 


\ Vl  + a2k2 tg2a  -f  log (aA'tga  + V l + a2£2tg2a) . (9) 

« 

Man  findet  leicht,  dass  die  Tangente  an  die  Kurve  (2)  im  Punkte 
(, x , y , z)  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Lage  der  be- 
weglichen Geraden  einen  Winkel  6 macht,  bestimmt  durch  die 
Gleichung 


cosd= 


1_ 

V~  1+Ä2tg2a(a— z)2  ’ 


und  im  Falle  der  Kurve  (4): 


cosd= 


V 1 +yt2r2’ 


(11) 


dessgleichen,  dass  die  Normale  an  die  Kegelfläche  (3)  in  diesem 
Punkte  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Kurve  in  demselben  Punkte 
steht. 

Wenn  man  die  Kegelfläche  in  eine  Ebene  abwickelt,  so  legt 
sich  die  Schraubenlinie  ebenfalls  in  die  Ebene.  Ihre  Gleichung 
findet  sich  folgendermassen. 

Die  Linie  AB  (Taf.IX.  Fig.6.)  drehe  sich  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit ysina  um  A , während  B gegen  A mit  der  Geschwindigkeit  ß hin- 
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schreitet.  Die  entstandene  Kurve  ist  die  Abwickelung  der  Schrauben 
!inie,  wenn  man  die  einzelnen  Theile  dieser  Kurve,  statt  fortlau- 
fend  an  einander  zu  liegen,  von  einander  trennt.  Denkt  man  sich 
nämlich  B als  Anfangspunkt  und  beschreibt  mit  AB  einen  Kreis 
so  wird  die  so  eben  gesuchte  Kurve  ein  oder  mehrere  Umläufe 
machen,  bis  sie  in  A ankommt.  Man  wähle  nun  zwei  Linien AB} 
AD  so,  dass  der  Bogen  BD  = (2a7itga  (dem  Umfang  der  Grund- 
fläche des  Kegels),  lege  nun  nach  einander  an  AD  u.  s.  f.  uiu 
A Winkel  gleich  BAD , und  lege  die  zwischen  ihnen  befindlichen 
Stücke  der  Kurve  in  derselben  Lage  in  den  Winkel  BAD , so 
werden  diese  Stücke  die  Abwickelungen  der  Schraubenlinie  sein, 
während  die  Fläche  ABD  die  Abwickelung  der  Kegelfläche  ist. 
Da  der  Punkt  B den  Weg  2«jrtga  macht  in  derselben  Zeit,  in 
der  oben  eine  Umdrehung  der  Linie  AB  statt  hatte,  so  lässt  sich 
leicht  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  bestimmen.  Sei  nära 
lieh  t diese  Zeit,  so  ist 

% 

oytga . t — 2 an  tg  a , r = — • 


Ist  nun  y ' die  Winkelgeschw  indigkeit  von  AB  in  dieser  letzten 
Bewegung,  so  ist,  da  AB= 


cosa 


a 


cosa 


/.T=2a?rtga, 


demnach 


r = 


2ftsina ' 


2?rsina  27t 


= —>  y — ysina, 


(12) 


wie  oben  angegeben  wmrde.  / 

Nehmen  wir  A als  Anfangspunkt  von  Polarkoordinaten,  und 
sei  AC  die  Lage  der  erzeugenden  Linie  am  Ende  der  Zeit  f,  so 
ist  die  Lago  von  B (Z?')  bestimmt  durch 

t 

Winkel  B AC=  ysina.  ty 


AB'z= 


a 


cosa 


— ßt; 


•also,  wenn  BAC~q,  AB*  — r: 


* o = ysina./.,  rz=z  — ^ ßt; 

' cos  a r 
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a 

t~ 

cosa 


Q 

Äsina'  ’ 


(13) 


eine  archimedische  Spirale. 

i / 

Ihre  Länge  findet  sich:  # 

S fQ * + . (1 4) 

0 

Um  die  einem  Umgang  entsprechende  Länge  zu  finden,  muss 
man  von  p = 0 bis  p=27rsin«  integriren. 


Man  setze  p=£tga.:r,  so  erhält  inan  aus  (14): 

ci  f‘  ^ Sx , (15) 

• o 


und  um  die  Länge  eines  Umgangs  zu  finden,  muss 

gesetzt  werden.  Da  diess  genau  mit  Obigem  zusammenstimmt, 
so  folgt  daraus,  das  die  Kurve  sich  unverkürzt  abwickelt,  was  zu 
erwarten  war. 


« 


* 


i 
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lieber  die  Bestimmung  des  Mittel- 
punktes einer  Fläche  zweiten  Grades. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe. 


Stellt 

Ax1  + B\ß  -+  C22-f  ^Oyz  -f  2Ezx  -f  2 Fxy + 2 Gx  f 2 Hy  -f  2 Jz  = K 

' • 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  dar,  so  werden,  wenn 
diese  Fläche  einen  Mittelpunkt  hat,  die  Koordinaten  desselben 
x0,  y0,  20  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

(BC~n*)G+(DE-CF)H+(DF  BE)J 
x»—  ABC—ÄD-—BE2 — Ct^+VDEF  ’ 

(DE-  CF)  G\(A  C—F?) H f (EF—AD)J 

*>—  aBc—äd^—bei—cfl+idee  ’ 

(DF—BE)G\(EF—AD)H\(A iB—F*)J 
z°—~  ABC-  A D*—BE?—  CF2 + 2DEF 


Ist  nun  derNenner  dieser  Ausdrücke  nichtNull,  so  hat  die  Fläche 
einen  Mittelpunkt.  Sie  hat  aber  deren  unendlich  viele,  wenn  zwar 
der  Nenner  Null,  zugleich  aber  alle  drei  Zähler  auch  Null  sind. 
Nun  ist  aber,  sobald  der  Nenner  Null  und  einer  der  Zähler  Null, 
jeder  der  zwei  anderen  Zähler  Null. 

Heissen  nämlich  die  drei  Zähler  Zj , Z2,  Z3,  der  Nenner  Ä 
so  findet  man  leicht,  dass 
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AZy  \FZ%  \ EZ3  = — GN , 

% 

FZt  \BZ2\DZ3  -—HNy 
EZX  DZ2  + CZ3  = — JN. 

Ist  nun  z.  B.  nebst  N—0  auch  Z3  — 0,  so  folgt  hieraus: 

AZi~{-b  Z2  — 0 , 

FZX+BZ*  = 0, 

£Zt+/>Zfe=0; 

woraus  nothwendig  Zl=Z2—0,  was  den  Satz  beweist. 

ln  diesem  Falle  liegen  die  Mittelpunkte  zuweilen  in  geraden 
Linien  (bei  zylindrischen  Flachen). 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  Fläche 

b2x2  -f  #2#2+  (4  6 2 -f  9 a2);:2 — 6 a2yz  — 4 b2xz  — a2b2 

t 

betrachten.  Hier  ist: 

A — b2,  B~a2,  C=46‘2-f  9a2,  Z)=— 3a2,  E=-2b2, 

F=  G=H—  J~0,  K—  a2b2. 

Also  Z1=Z2  — Z3  = N=  0.  Denken  wir  uns  aber  zuerst  G=H 
=/,  so  ergiebt  sich: 

x0  (BC-D2)  + ( DE-CF)  4 (DF-BE)  n 
z-q  DF—BE+EF—AD  -f-  AB—F2 * 

y0  DE-CF + AC-E2+EF-AD 
z0  —DF-BE +EF—AD+AB—F2  ~ 6 ; 

d.  h.  alle  Mittelpunkte  liegen  auf  der  Geraden , deren  Gleichungen 

.t  ~ 2z , y — 3z 

sind.  Die  Fläche  selbst  ist  ein  elliptischer  Zylinder. 
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XXII. 

> , 

Eigenschaften  der  geraden  Kegel  und 
Kegelstumpfe  mit  sphärisch  ge- 
krümmten Grundflächen. 


Von  dem 

Herrn  Schulrath  J.  H.  T.  Müller 

♦ * 

zu  Wiesbaden. 


Wenn  man  aus  zwei  Ge  gen  punkten  einer  Kegelfläche  mit 
den  sphärischen  Radien  p',  p"  zwei  Kugelkreise  G' , G“  be- 
schreibt, so  sind  durch  die  Umfänge  dieser  Kreise  zwei  gerade 
konische  Flächen  bestimmt,  welche  die  durch  jene  Punkte  gehende 
Gerade  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben,  so  dass  der  Mittel- 
punkt der  einen  konischen  Fläche  ausserhalb,  und  der  der 
andern  innerhalb  der  Kugel  liegt. 

Hier  soll  von  derjenigen  konischen  Fläche  ausgegangen  wer- 
den, welche  ihren  Mittelpunkt  ausserhalb  der  Kugel  hat,  und 
zugleich  p'>p"  angenommen  sein.  Die  Eigenschaften  der  andern 
Fläche  ergeben  sich  später  sogleich  aus  denen  der  ersten,  wenn 
p"  negativ  genommen  wird. 

Aus  jener  Verbindung  des  konischen  Raumes  mit  der  Kugel 
entstehen : • 

' t.  zwei  Kegel  <£',  <£"  mit  den  sphärisch  gekrümm 
teil  Grundflächen  G' , G",  deren  Axen  sich  um  deo 
Kugeldurchmesser  unterscheiden , 

2.  und  ein  Kegelstumpf  <Z  mit  den  beiden  sphäri- 
schen Grundflächen  G‘  und  G“,  welcher  den  Kugel- 
durch niesser  zur  Axe  hat  und  dem  Unterschiede  jener 
beiden  Kegel  gleich  ist. 
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3.  Der  Halbmesser,  die  Oberfläche,  der  Inhalt  der  Kugel 
soll  immer  mit 

» 

r,  ■ K,  * 

'*1  . 

bezeichnet  werden. 

* • 

4.  Legt  man  durch  die  Peripherien  der  Kugelkreise  G G" 
Ebenen,  so  sind  die  Höhen  der  zugehörigen  Kugelabschnitte  3', 

2t"  gleich 

* 

• I • • i % 

r(  I — cosp') , r(l — cosp") ; 

folglich  ist 

G':=47rr2.siiiip'2=^sin$p'2.  K\ 

G"~  inr2.  sin  \ p"2  = sin^p"2 . K . . 

Hieraus  erhält  man  die  Kugelkegel,  welche  G'  und  Gn  zu  Grund- 
flächen und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Spitze  haben,  gleich 

* 4 

j n r3  .sin4p'2=sinap'2 . & ; 

und 

i , — 

j 7rrB.sinip"2  = sin^p"2 . & . 

Werden  diese  um  die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grund- 
flächen vermindert,  so  erhält  man: 

4 

5.  Die  Kugelabschnitte 

► 

» 

2l'==  jTrr3  (4sin*p/2 — sinp'2cosp'); 

2l"=  j jrr3(4sinip'/2— sinp"2cosp") . 

Da  4sin^-p2=l* — cosp,  so  ist 

. / 

* 4sin  ^-sinp2 — sinp2cosp  = 2 — 3cosp  -f  cosp3 

äm 

% ~-(2-|-cosp)  (1 — cosp)2, 

folglich  auch 

H = i nr3.(: 2 f cosp)  ( t — cosp)2 

fj  • 

oder 

31* 
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< 


2t=sin*$4(2-tcosp).&. 

6.  Der  Kegelstumpf  mit  den  ebenen  Grundflächen  Gx, 
G'u  , deren  Peripherien  mit  denen  von  G'  und  G°  zusammenfal- 
len,  ist,  wie  man  sich  alsbald  überzeugt, 

1 

= j n r3  (cosp'  + cosp")  (sinp'a  sinp'sinp"  -f  sinp"2) . 


Wird  dieser  um  die  beiden  Kugelabschnitte  2t',  2t"  vermehrt, 
so  entsteht  unser  Kugelkegelstumpf  C und  man  erhält  nach 

Division  mit  *nr3: 


— ^ . (£=:(cosp'-fcosp")(8inp'2-f- sinp'sinp" -f-s’np"2) 

-f  4sinjp/2— sinp'Scosp'  -l-4sin5p/,2--sinp"aeosp", 

und,  nachdem  man  das  Product  entwickelt  und  das  Ganze  ver* 
einfacht  hat,  « 


.<E=asin(p'-fp")  (sinp,+sinp//)+4sinip/2  + 4sin^p"a 


=2sini(p-|-p")cos|'(p/-fp").2sin4(p/+p")cos  ^(p'— p") 
-f-  4sin£p'2  -f4sinip,/2 . 


Da 


sinie**  -f  sinjp"2  = *-~~j  sg-  -f.  ? — 


= l-cos^(e'  +e")cos^-(e'  — p") 


so  ist,  wenn  die  Gleichung  durch  4 dividirt  worden,  weil 
j7rr8=&  ist  * 


^•=sini(e'+e")acos  (e'+e")cos  J (q'-q") 

+ 1 - cos  | (Q'  + Q»)  cos  - (?'— e") 

= 1 -cos^(9'+p")3cos^(e'  — e")- 
Es  ist  demnach 

C=t  l — cos^(p' + e")acos  i(e'— 9")  | 
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d.  i.  Der  Inhalt  eines  Kugelkegelstumpfs  wird  ge- 
funden, wenn  man  die  dritte  Potenz  des  Cosinus  der 
halben  Summe  der  Radien  beider  Grundflächen  mit  dem 
Cosinus  des  halben  Unterschieds  derselben  multiplicirt 
und  diesem  von  ] subtrahirten  Producte  die  zugehörige 
Kugel  zur  Einheit  giebt. 

Denkt  man  sich  diesen  Stumuf  aus  der  Kugel  herausgeschnit- 
ten, so  bleibt  ein  von  einer  Kugel-  und  einer  Kegel-Zone  begrenz- 
tes Zweiflach  übrig,  dessen  Innalt 

• / 

& — <L = cos  (p'  -f  p") 3 cos  ( p' — p")  . & 

% 

durch  eine  sehr  einfache  Formel  gegeben  ist. 

7.  Um  den  zu  denselben  Grundflächen  gehörigen  Kegelstumpf  zu 
iinden,  dessen  Seitenkanten  einander  unverläugert  schneiden, 
setze  man  p " negativ,  wodurch  man 

(^cos^fp'  + p")cos|-(p'— p")3.& 

erhält. 


Demnach  ist  für  diesen  Fall  das  Product  aus  dem  Co- 
sinus der  halben  Summe  der  Radien  in  die  dritte  Potenz 
des  Cosinus  ihres  halben  Unterschieds  der  Coefficient 
der  Kugel. 

8.  Wird  in  (6)  q'  = q"=z()  gesetzt,  so  erhält  man  einen 
Kugele y linder,  dessen  Axe  durch  den  Kegelmittelpunkt  geht, 
und  es  wird 

<t  = (l — cosps).&. 

Der  Kugelcylinder  ist  daher  gleich  der  Kugel  multipli- 
cirt mit  der  Ergänzung  der  dritten  Potenz  des  Cosinus 
vom  Grundflächenradius  zu  1. 

Wird  aus  der  Kugel  ein  Kugelcylinder  herausgeschnitten, 
dessen  Grundflächenradius  = 60°  ist,  so  ist  die  so  ausgehöhltc 
Kugel  acht  mal  so  klein  als  die  Kugel  selbst. 

9.  Macht  man  dagegen  in  (7)  p'=p"  = p,  so  entsteht  ein 
Kugelkegelstumpf,  dessen  Seiten  einander  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  halbiren  und  es  ist  dann 

^ <£=(1 — cosp)K=2sin.ip2.&. 

Die  auf  solche  Weise  ausgehöhlte  Kugel  ist  demnach 
der  mit  dem  Cosinus  des  Grundflächenhalbmessers  iiiul- 
tipiieirten  Kugel  gleich.  Vergl.  (4.)  * 

• 

Für  p = 60°  sind  also  beide  Körper  einander  gleich. 
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10.  Setzt  man  p"=0,  so  entsteht  ein  Kugelkegel,  dessen 
Spitze  im  Gegenpunkte  des  Mittelpunkts  von  G ' liegt  Hiernach 
wird 


(I=Xl-“Cos|-  p4).B  = j(l— cosp)  (3-f  cosp).K. 

4 

O 3 

Für  p=90°  wird  <E  = jÄ,  für  p=60°  wird  B — ■<E  = j7rr8. 

11.  Wenn  in  (6)  die  Seitenkante  des  Kegelstumpfs  mit 
2#  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass 


4*a  = 2r2(l  + cos(p'  -f-  9") ) , 


oder 


Ä^rcos^  (p'  + p") 


ist. 

Die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit 

<Z  = { 1—  cos  i (p'-fp")3cos  ^ (p'— p")  ) . nr* 

giebt 


B — <E=s4cos  (p'  -f-  p")  cos ^ (9'  — p")  . j r . ns2 . 

Es  ist  daher  der  ausgehöhlte  Körper  einem  Kegel  gleich, 
welcher  die  Seitenkante  des  Stumpfes  zum  Grundflächen* 
durchmesser  und  den  Kugelradius  zur  Höhe  hat,  wenn 
man  diesen  Kegel  mit  dem  vierfachen  Producte  der  Co 
sinus  der  halben  Summe  und  der  halben  Differenz  der 
Grundflächenhalbmesser  multiplicirt. 


2cos  j (p'  + p")  cos  2 (p' — p")  = cosp'+cosp" 


und 


rcosp'+rcosp"  % 

gleich  der  mit  a zu  bezeichnenden  Höhe  des  Kegelstumpfs  mit 
ebenen  Grundflächen  ist,  so  hat  man  auch 

B — <£  = 2. g-  «.714*. 
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Darnach  ist  die  konisch  ausgehöhlte  Kugel  doppelt  so 
gross  als  ein  gewöhnlicher  Kegel,  welcher  die  Sei- 
tenkante des  Stumples  zum  Durchmesser  der  Grundfläche 
und  den  Abstand  beider  Kreisebenen  zur  Höhe  bat. 

12.  Geht  der  Stumpf  in  einen  Kugelcy linder  über,  so  wird 
in  (11)...«  = 2s  und  man  erhält 

— <£=sj7W3. 

Die  cylindrisch  ausgehöhlte  Kugel  ist  also  einer  Kugel 
gleich , welche  die  Seitenkante  des  Cylinders  zum  Durch- 
messer hat. 

13.  Es  bleiben  jetzt  noch  die  beiden  Ergänzungskegel 
des  Kugelkegelstumpfs  zu  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
der  Mantel  des  letztem  bis  zum  Durchschnittspunkte  erweitert 
wird , und  von  denen  der  erste  <£'  den  convexen  Kugelkreis  G ', 
der  andere  <£"  den  concaven  G " zur  Grundfläche  hat. 

Die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grundflächen  Glf  Gn 
seien  <LX , <Ln  und  ihre  Höhen  «j,  a1A,  folglich  at  — an=a. 
Vergl.  (11.). 

Dann  ist 

a = (cosp'-f  cosp")r 

und  die  Halbmesser  von  Gi9  Gu  =rsinp',  rsin(>"  und  man  erhält 


. cose'+cosp"  . , . , . t , , 

a‘  ~ sing' — sing" ' rsln**  =s>npcot?(9  ).r. 


cos^'-f  cos(>" 
sinp'— sinp" 


rsine"=sin<)'/cot  g ($'  — (>")• r • 


Daher  sind  die  ebengrundflächigen  Ergänzungskegel 

<Ii  = j ?tr3sin(>'3cot  ^-(e' — <?")> 

(£n  = g-  ?i:r3sin^//3cot  g-  (^ — q")  . 


Wird  (Li  um  den  Kugelabschnitt  2T  vermehrt  und  <LU  und 
vermindert,  so  erhält  man  die  gesuchten  Kugelkegel  <£',  <T"  und 

es  ist,  wenn  man  (5)  benutzt,  und  beiderseits  durch  ^-7rr8dlvidirt : 


3 cose'-fcosp"  . /9  . , . , ia  . 

— = . <£'=  — — ; — ^.sinp/3+4sinio/2 — sino  *coso‘ 

n*3  sinp  —sinp  r - *s  * v 


nr 
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Wird  rechts  da«  dritte  Glied  auf  den  Nenner  des  ersten  ge- 
bracht, so  erhält  man 


nr 


1 (T-  sino<a4-4sin1o,a 

sinp'— sinp"'8,ne  ’ 


und  durch  eine  leichte  Umformung  des  Coefficienten  von  sin^ 

3 8in£(o'-f  p")  . . Ä 

— 3 . €'=  - ~Tfi — » sine'*  -|-  4sinie/*  * 
x nr 3 sini(e — e ) 

Daher,  wenn  man  noch  sing72  verwandelt: 

« 

«"=  *in^  \ St^tÖcos  | p«*-1  *, . * • 


t 


Wenn  man  den  Sinus  der  halben  Summe  der  Grund- 
flächenhalbmesser  durch  den  Sinus  ihres  halben  Unter- 
schieds dividirt,  so  erhält  man,  für  die  Kugel  als  Ein- 
heit, den  Inhalt  jedes  der  beiden  Ergänzungskegel, 
wenn  man  jenen  Quotienten  mit  dem  Quadrate  des  Co- 
sinus der  Hflili'te  des  zugehörigen  Radius  multiplicirt  und 
dieses  um  1 vermehrte  oder  verminderte  Product  mit 
dem  Quadrate  des  Sinus  der  Hälfte  desselben  Radius 
multiplicirt. 

14.  Wird  in  (13)  . . q"  negativ  genommen,  so  erhält  man 
das  andere  zu  denselben  Grundflächen  gehörige  Paar  von  Kugel- 
kegeln, wodurch  sich  hier  hloss  der  Quotient  beider  Sinus  umkehrt. 

15.  Da  nach  (4)  sin^2.&  den  Inhalt  eines  Kugel kegels  giebt, 

welcher  g zum  Grundflächenhalbmesser  und  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  zur  Spitze  hat:  so  werden,  wenn  man  in  (13)  die  erste 

Endgleichung  um  sini^.B.  vermindert,  diezweite  aber  um  sinip"*.2fc 
vermehrt,  zwei  Doppelkegel  <9*"  entstehen,  deren  gemein- 
schaftliche Spitzen  der  Kegelmittelpunkt  und  die  Spitze  derErgän- 
zungskegel  sind  und  welche  beziehungsweise  die  Peripherie  von 
G',  G " zur  Randkante  haben. 


Der  Inhalt  derselben  ist 


»-I 


1 sin‘(g'-f  q“) 
sin 


sinp"2  & 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar 
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& stop72 

Es  verhalten  sich  daher  diese  Doppelkegel  wie  die  Qua- 
drate der  Sinus  der  sphärischen  Halbmesser,  mit  denen 
ihre  Kanten  beschrieben  worden. 

Das  andere  Paar  von  Doppelkegeln  wird  eben  so  behandelt. 

16.  Ergänzen  die  sphärischen  Halbmesser  p',  p"  der  Grund- 
flächen , der  Kugelkegel  <£',  (£"  einander  zu  180°,  so  wird  die 
äussere  konische  Fläche  eine  Berührungsfläche  an  die 
Kugel,  und  man  erhält  alsdann,  nachdem  die  Endgleichungen  in 
(13)  durch  & dividirt  worden, 


| = sin Jp* \ cosi-^+M 

cosi  p'2 — cosp' 

= sin£p'2. t , 

— cosp' 


* 

und  wenn  man  im  Zähler  cosp'  durch  cos^  p'2— sin.*p'2  ersetzt, 


sin4^ 

cosp' 

= _ £2!kl4 . Ä . 

cosp 


ln  diesem  Falle  muss  (E' — <E7/  =: Ä sein. 


17.  Für  die  innern  Kegel  geht,  wenn  p' -f  p"  = 180°  wird, 
die  konische  Fläche  in  eine  Ebene  über  und  die  Kugelkegel  wer- 
den zu  Kugelabschnitten,  deren  Summe  der  Kugel  gleich  ist. 

18.  Werden  die  Axen  der  Kugelkegel  <£',  mit  a',  a" 
bezeichnet,  so  erhält  man  aus  (12)  und  (4)  für  die  äussern  Kegel: 


a 

r 


cosp'+cosp"  . , . - 

; v 't  SiOp  “i-  l—COSp 

smp  T-smp  * * 

sin(p'-f  p")  -j-sirip' — sinp" 

sinp' — sifip" 

- _ o ginj  e'cosj  q" 

ft  — ä . . , tf  //\ #r  j 

sinUp  ) 


O COSa  p sm^p 

« ' = 2.  i -:T. 

sinHp,~  q") 
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19.  Ist  p die  Spitze  des  äussern  und  q die  des  innern 
Kugelkegelpaares,  sowie  o der  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  ist 
op=6  tiie  gemeinschaftliche  Axe  der  Doppelkegel  O",  und 
man  hat  6=a' — r = «"-f-r.  Daher  ist  aus  (16)  nach  einer  leichten 
Umformung 

sinKg'-fg") 

v . sinRg'— * g") %r*  > 

und  für  oq  = t* 

' sin g")  „ 

ain£(g' 4- g")  * * . ' 

woraus  die  geometrische  Bedeutung  der  in  (13)  und  (15)  vorkoiu- 
mendeii  Sinusquotienten  hervorgeht.  \ 

Auch  folgt  augenblicklich  aus  diesen  beiden  Gleichungen, 

dass  das  Rechteck  aus  den  Axen  op,  oq  der  beiden 
Doppelkegelpaare  gleich  dem  Quadrate  des  Kugelhalb- 
messers ist. 


20.  Endlich  sind  noch  die  Seitenkanten  2 s',  2 s"  der 
äussern  Ergänzungskegel  zu  bestimmen.  Sie  ergeben  sich  leicht, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in  (11) 

t 


j=rcos^-(p'+  g") 


war.  Man  erhält  nämlich  für  die 

i 


s'=- 


äussern  innern 

Ergänzungskegel 

*in*'  r s=  sin r 

sini(p'~ g")  T sin|(g'-f  g")  ’ 


sing 

S “sin Hg'— g")* 


5 sinHg'4-g")  r’ 


aus  deren  Verbindung  sich  wiederum  die  in  (19)  vorkommenden 
Sinusquotienten  ergeben. 

Diese  einfachen  Beziehungen  zwischen  einem  konischen 
Raume  und  der  Kugel,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  Hesse, 
bedürfen  zu  ihrer  Herleitung  bloss  der  Bekanntschaft  mit  den  Ele- 
menten der  Stereometrie  und  der  Goniometrie  und  eignen  sich  dadurch 
zu  in  sich  zusammenhängenden  Uebungen,  ähnlich  den  in  den 
„Geometrischen  Ausläufern“  von  mir  zusammengestellten.  Mit 
dieser  Bemerkung  möge  die  Mittheilung  dieser  Kleinigkeit  gerecht- 
fertigt sein.  * 


i 

i 

i 
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xmi. 

Heber  die  Bestimmung  der  symmetri- 
schen Funktionen  der  Wurzeln  einer 

Gleichung. 

(Nach  Abel  Transon,  in  den  Nöuvelles  Annales  de  Ma- 
thematiques.  Fevrier  et  Mars  1850.) 


Von  dem 

(4  » • 4 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  za  Carls  tu  he. 


/ 


.1  . , i*  * • 


§•  1.  , 

Seien  F(x) , cp(x)  ganze  Funktionen  von  x;  a,  b,  c ,, 
(n)  Wurzeln  der  Gleichung 


i.  n ■ 


die 


F(x)  = 0, 


(i) 


so  ist  bekanntlich 


F‘(X)_  111 

F(x)  x—a'x—b'x — c' 


(2). 


Multiplicirt  man  nun  beiderseitig  mit  g>(x),  so  erhält  man 
F'(x).<p(x)  _ q>{x)  , <p(x)  , , <p(a)  . <p(b ) 

+ — . + ....  -f(*)  + —+—b  + 


F(x) 


x — a x — b 


wenn  man  (falls  diess  thunlich  ist),  qp(or)  durch  x—a , x — b u.  s. 
w.  dividirt , bei  welcher  Division  die  Reste  bekanntlich  g>(a), 

rp(b), sind,  so  dass  f(x)  eine  ganze  Funktion  von  x ist,  um 

einen  Grad  niedriger  als  cp(x).  Bringt  man  die  zweite  Seite  auf 
einerlei  Nenner,  so  ist 
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F,(x).(p{x)  _ x’-l£<p(a)  ± 


F(x) 


F(x) 


(3) 


wenn  £ bedeutet,  man  solle  die  Operation  auf  alle  Wurzeln  a, 
b, ausdehnen,  also  z.  B. 


£g>(a)  = (p{a)  + y(b)  -f  g>(c)  + (4) 


ist.  Daraus  folgt  offenbar,  dass  man  die  symmetrische  Funktion 

F'(x)cp(x) 

(4)  erhält,  wenn  man — — nach  fallenden  Potenzen  von  or ent* 


F(x) 


1 


wickelt  und  den  Koeffizienten  von  — nimmt. 

x 


Da  man  hat 


F(x)= 0,  (1) 

so  kann  man  hierdurch  xn  ausdrucken  vermittelst  der  niederem 
Potenzen  von  x,  so  also  dass  etwa 


xn=z— pl  xn~ 1 — p%xn~2 — (5) 


ebenso  kann  man  #*+l,  xn+2,,...  ausdrucken  durch  Potenzen  von 
x,  niederer  als  die  nte.  Z.  B.  aus  (5)  folgt  ^ 

xn+l=z — pxxH — p1xn-x — ... ; 

setzt  man  hier  für  xn  seinen  Werth  (5) , so  erhält  man  den  ver- 
langten Ausdruck  von  XP+1. 


In  dieser  Weise  kann  man  überhaupt  vorläufig  die  Grosse 
F‘(x)<p{x)  durch  niederere  Potenzen  von  x ausdrucken,  als  die 
nte,  und  man  wird  etwa  erhalten: 

F'(x)cp(x ) = hxxn~ 1 -f  h^xn~2  -f (6) 

Hat  man  diess  gethan,  so  ist  in  (3)  offenbar  f(x)=dD  und  man  bat: 

<p(a)  + <p(b)  + (p(c)  + = hi  • (7) 

Vermittelst  der  gelehrten  Methoden  wird  man  also  immer  die  i 
metrische  Funktion 

g>(a)  + <p(b)  -f  <p{c)  -f- (4) 

der  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)~0  ausdrücken  können. 


$•  2. 

Gesetzt  nun,  es  handele  sich  um  die  symmetrische  Funktion 
zweier  .Buchstaben 


V 
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■ f>), 

die  man  durch 


z<p(x,  y)  (8) 

darstellen  kann,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  £ bedeutet, 
x,  y sollten  alle  Werthe  annebmen  (§.  1.),  oder  alle  Verbindun* 
gen  dieser  Werthe  zu  zwei. 

Man  dividire  nun  zunächst  F(x)  durch  x — a , und  sei  Fx(x) 
der  Quotient,  so  dass  b , c,....  / die  (n — 1)  Wurzeln  der  Gleichung 
Fi(a?)=0  sind.  Aus  §.  1.  folgt  nun,  dass  der  Koeffizient  von 

j*  in  der  Entwickelung  von 


F\{z).(p(ay  z) 

FM 


die  Summe 


<p(a,  6)  + 9(a,  c)  + + <p(«,  0 

ist  Stellt  man  nun  diesen  Koeffizienten  durch  i p(a)  dar,  so  ist 
Z(p{x , y)  = ifj(a)  + VC b ) + ip(c)  -f- + 1 p(l) , 


und  man  wird  die  verlangte  symmetrische  Funktion  durch  Ent- 
wickelung des  Ausdrucks  finden. 


§.3. 

.Man  habe  die  symmetrische  Funktion  dreier  Buchstaben 

2<p(y>  *,  *>), 

so  wird  man  zuerst  das  Polynom 

{x— a)  (x—b) 


bilden.  Sucht  man  nun  den  Koeffizienten  von  — in  d.er  Ent- 

x 


Wickelung  von 


F2'(x)(p(a,  b,  x) 

F*(x) 


so  ist  derselbe  gleich 

<p(a,  6,  c)-f$>(a,  b , d)  + ....g)(a,  b,  l)z=ip(a,  6), 
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so  dass  man  die  symmetrische  Funktion  2ty(y,  z)  zu  berechnen 
hat,  was  nach  §.  2.  geschieht. 

Dass  man  so  fortfahren  kann,  ist  klar. 

, Dass  es  hinreichend  ist,  ganze  Funktionen  zu  betrachten,  ist 
leicht  einzusehen,  da  eine  jede  nicht  ganze  rationale  Funktion 
der  Quotient  zweier  ganzen  ist,  und  zugleich  auch  jede  rationale 
Funktion  einer  oder  mehrerer  Wurzeln  einer  Gleichung  ersetzt 
werden  kann  durch  eine  ganze  Funktion  dieser  Wurzeln.  (Serret, 
Cours  d’Algebre  superieure  2me  legon  pag.  19.  suiv.). 


§. 

Man  sieht  leicht  aus  dem  Vorstehenden,  dass  jede  symme- 
trische ganze  Funktion  der  Wurzeln  einer  Gleichung  eine  canze 
Funktion  der  Koeffizienten , ohne  irgend  einen  numerischen  Divi- 
sor ist;  so  wie  dass  man  sie  durch  algebraische  Divisionen  er- 
hält, bei  denen  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes  in  den  Divi- 
soren immer  der  Einheit  gleich  ist.  Besonders  geht  die  erste 
Behauptung  klar  aus  der  zweiten  Methode  des  §.  J.  hervor. 


• §•'  5. 

Sei 

« 

« * 

arm  + p^7"-1  +p2xm~2  + +/»m  =0  (9) 

/ • 1 * • 

r 

S 

die  gegebene  Gleichung  (F(#)= 0),  also  pl9  p29 deren  Koef- 

fizienten mit  den  Zeigern  1,  2 ,..m.  Denken  wir  uns  nun  irgend  ein 
Produkt  solcher  Koeffizienten,  so  heissen  wir  den  Zeiger  dessel- 
ben die  Summe  der  einzelnen  Zeiger,  indem  man  Sorge  trägt, 
den  Zeiger  eines  Buchstabens  so  viel  mal  zu  zählen,  als  dieser 
Buchstabe  vorkommt.  So  ist  z.B.  der  Zeiger  des  Produkts  p^p^Pb 

=3.1  + 4.2f5  = 16. 

Besteht  eine  Funktion  aus  mehrere  solcher  Produkte,,  , so  heisst 
der  höchste  Zeiger  der  einzelnen  Glieder  der  Zeiger  der  Funktion. 
So  ist  also  von 

* * “ * - \ 

Pl*P»  + PiPl*  +PcPl  + PlPtPs 

der  Zeiger  23.  

Man  habe  nun  eine  symmetrische  Funktion  einer  oder  meh- 
rerer Wurzeln  der  Gleichung  (9) , so  heisst  der  höchste  Grad  der- 
selben die  höchste  Summe  der  Exponenten  der  einzelnen  Glieder. 
Ist  diese  Funktion  nun  durch  die  Koeffizienten  von  (9)  ausgedrückt, 
so  hat  sie  einen  gewissen  Zeiger  und  man  kann  nun  naenweisen, 
dass  der  Zeiger Vmer  symmetrischen  Funktion  ihrem  Grade  gleich  ist. 


\ 


\ 


I 
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In  Befeug  auf  die  symmetrischen  Funktionen  eines  Buchsta- 
bens genügt  es , den  Beweis  zu  liefern  für  die  Funktion  SAxP, 
wo  A eine  Zahl  ist.  Um  diese  Funktion  zu  erhalten,  muss  man 
dividiren  (§.  1.) : 

Amxm-l+n  -f-  A(m— i)plxm~2^n  + 

xm-\-pxxm—1  -f- 

Sei  der  Quotient 

qoX"-*  + qt  xn~2  + q2xn~3  + + qrxn~r~1  +.... , 


so  ist 

<tr——V  1 qr-i  - Viqr-%  — — prq0  + ~r)Apr . 


Da  aber  q0  — Am , also  den  Zeiger  0 hat,  so  hat  allgemein ' qr  den 

■ » 

Zeiger  r.  So  demnach  hat  der  Koeffizient  von  — , d.  i.  qn,  den 
Zeiger  n,  was  den  Satz  beweist. 

Wäre  A selbst  eine  ganze,  rationale  Funktion  der  Buchsta- 
ben w,  so  hätte  q0  denselben  Zeiger,  n*  wie  A,  also  qn  (A2xn) 
den  seiger  w'-fw. 


In  Bezug  auf  die  Funktionen  zweier  Buchstaben  genügt  es, 
die  Funktion  2ynzn'  zu  betrachten. 


Heisst  man  die  zweite  Art,  in  §.  1.  aufgeführt,  die  durch 
Reduktion,  so  dass  wir  also  unter  Reduktion  der  Funktion F\x)q>(x) 
verstehen  die  Operation,  vermöge  der  alle  Potenzen  von  x die 
höher  als  die  (n— l)te  sind,  durch  niederere  ausgedrückt  werden, 
vermittelst  der  Gleichung  F(a)  = 0,  so  erhält  man  2ynzn' , (§.2.), 
wenn  man  zuerst  die  Reduktion  der  Funktion  anxn' JF\‘ ' (x)  vermit- 
telst der  Gleichung  JPA(a:)=:0  vornimmt.  Da  aber 


Fl(x)=xm~1-t-  a 
+ Pi 


xm~2  a2 
\pxa 
+ P2 


xm~z'-\- 


so  ist  klar,  dass  man  hierdurch  eine  Funktion  i p(a)  erhalten  wird, 
so  dass  in  jedem  ihrer  Glieder  der  Grad  von  a mit  dem  Zeiger 
des  Buchstabens  p die  Summe  w-f  n'  beträgt,  so  dass  die  Reduk- 
tion, die  darauf  folgt , nämlich  der  Grösse  op(.r)  F'(x),  vermittelst 
F(x)~ 0,  eine  Funktion  vom  Zeiger  n -fn'  giebt. 


So  kann  man  leicht  fortfahren. 


Wenn  man  eine  allgemeine  Gleichung  vom  mten  Grade  mit 
zwei  Unbekannten  x und  y hat,  so  geben  die  Zeiger  der  Koeffi- 
zienten von  x zugleich  den  Grad  derselben  in  y an.  Der  voran- 
gegangene Lehrsatz  lehrt  somit  den  Grad  in  y einer  jeden  sym- 
metrischen Funktion  der  Wurzeln  xx , x2f*...xm  kennen. 
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Eben  so  dient  dieser  Satz  auch  zu  Abkürzungen  der  in  den 
ersten  Paragraphen  angegebenen  Rechnungen. 


Sei  n der  Grad  der  symmetrischen  Funktion,  m der  von  F(x). 
Wenn  n<7W,  so  kann  man  in  F{x)y  Fx(x)}  F2(x)  u.  s.  f.,  eben 
so  in  F(x),  F\(x)y  F'2(x)  u.  s.  w.  alle  Koeffizienten  weglassen, 
deren  Zeiger  höher  als  n ist,  was  unmittelbar  aus  dem  vorigen 
Lehrsätze  folgt. 

Ganz  eben  so  wie  in  §.  I.  kann  man  leicht  folgende  Sätze 
beweisen : 

Die  Summe  der  Wertbe,  welche  die  ganze  Funktion  cup{b) 
erhält,  wenn  man  darin  a und  b durch  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
i^(;r)  = 0 ersetzt,  zu  je  zwei  auf  alle  möglichen  Arten  verbunden, 
ist  gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  zweiten  Gliede 

F/(x)q>(x) 

des  Restes  in  der  Division  — Gessgleichen  ist  2ab(p{c) 

gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  dritten  Gliede; 
£abccp(d)  gleich  dem  eben  so  genommenen  vierten  Gliede  u.  8.  w., 
was  aus  (S)  unmittelbar  hervorgeht. 


Man  verlange  die  Bestimmung  von  2?(a62). 

Nach  §.  6.  ist  hier  bloss  eine  Division  nothwendig.  Sei  F(x)~ 0 

die  Gleichung : 

% 

Xm  + PiX™*1  + + + pm  = 0, 

so  wird  man  nur  auf  die  vier  ersten  Glieder  achten  müssen.  (§.  6. 
erster  Satz.).  Es  genügt  also,  den  Koeffizienten  von  ^ in  der 
Entwicklung  von 

F'(x) . x2  . • 

F{x) 

\mx7n~'1  + (m- \)pt  xm~2  + (m—2)p2xm-3  + (m—Z)p3u r”—4]  x2 
— xm-^p1xm~1-\rp2lxm-2-\-p  3xm~* 

mx 4 -f  (m — l)Pi^3  ~h  (7ti—2)p2x2-\-  (m—3)p$x 

zu  bestimmen 
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mx4  -f-(m — 1)/?|0:3+  (m — 2 )p%  x2-{-(m — typ^x  \ x*~t-  P\3?  -\-p*pc  -h  Pz 

+ Vi%  +P\P‘i  mx—Pi 

% 

Demnach  ist  das  zweite  Glied  des  Restes  — 3/>a  -f  p\p%,  also 

2to62=3/?3  — P1P2  • 


XLIV 

% 

lei» er  die  Schwingungsdauer  des  ein- 
fachen und  des  zusammengesetzten 

Pendels. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  enger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhc. 


Schwingt  ein  einfachesPendel  (Taf.  IX.  Fig.7.)von  der  Länge 
'=  CA,  ist  CB  eine  Vertikale,  CA  die  anfängliche  Lage,  von  der  aus 
las  Pendel  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  geht , CM  die  Lage  am 
Ende  der  Zeit  t,  MCB=(p , ACB—a,  so  lindet  man  t nach  der 
Formel : 


man  sehe  z.  B.  Poisson  Mechanik  §.  182.). 

Setzt  man  hier  cosqp  = l --^,  cos«  = 1-/3,  also 

bcp 1 . 

ö#  ^~2x  — x 2 

jo  ergiebt  sich: 

Theil  XVI. 
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, _ _ Ia/T  f __j*_ . 


(2) 


Cm  hieraus  die  Zeit  71  zu  finden , welche  der  Körper  braucht, 
um  nach  Z?zu  kommen,  hat  man  bloss  qp  = 0 s^u  setzen.  Demnach 


T = 


da: 


= VJ  f 


ß 


du? 


Man  setze  in  dieser  Formel  x={ 3y,  so  giebt  sie: 


'-.vi r 

w o 


dy 


y ?/(l -»)(!- {y) 


und  trifft  somit  zusammen  mit  der  im  Archiv.  Theil  XIII.  S.  5 
§.  15.  I.  aufgestellten  Formel,  wenn  dort 


m2~  n = 


ß I — cos« 


•2 


also  ra=y  L_£2f?_8in“ 


(3) 


ist.  Da 


t\t r . 8y 

► 

so  folgt  aus  jener  Formel,  dass 

«(^0=  + ! = 


also 


= 7,=  ü#yr 


(4) 


wenn  Ü/  der  zu  wi  = sin^  gehörige  Modularquadrant  ist  (Archiv 
Theil  XI.  S.  400.  §.3.  (5)).  Für  oc  = 0 oder  m=0  ist 
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was  die  bekannte  Formel  ftir  die  Schwingungen  des  einfachen 
Pendels  ist. 


Ein  zusammengesetztes  Pendel  schwingt  bekanntlich 

genau  wie  ein  einfaches  von  der  Länge  -gß  ? wenn  K das  Träg. 

heitsmoment  des  Körpers,  S dessen  Masse  und  R die  Entfernung 
des  Schwerpunkts  von  der  Aufhängaxe  ist.  Die  Schwingungs- 
dauer T ist  also 


mg 


(S) 


Hier  ist«  der  anfängliche  Winkel,  den  die  Linie  Pmitder  Ver- 
tikalen machte.  Es  dürfte  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
diesen  letztem  Satz  auf  elementare  Weise  abzuleiten. 


Es  stelle  PQ  (Taf.  IX.  Fig.8.)ein  zusammengesetztes  Pendel  vor, 
das  sich  um  eine  horizontale  Axe  AB  dreht.  G sei  sein  Schwerpunkt, 
P sein  Gewicht.  Die  Senkrechte  GC  auf  AR  heisse  R.  Man 
wird  sich  nun  das  Gesammtgewicht  des  Körpers  in  G vereinigt 
denken  können,  so  dass  in  G die  vertikale  Kraft  P angreift. 
Diese  zerlege  man  in  zwei,  eine  nach  GC,  die  andere  senkrecht 
auf  GC  gerichtet.  Die  erstere  trägt  zur  Umdrehung  des  Pendels 
Nichts  bei;  die  letztere  ist  Psinqp,  wenn  q>  der  Winkel  ist,  den 
R mit  der  Vertikalen  macht.  Die  Umdrehung  um  die  Axe  AB 
geschieht  folglich  durch  ein  wirksames  Kräftepaar,  dessen  Moment 

Pitsin  cp  (6) 

ist. 

.Sei  nun  a irgend  ein  Element  (Atom,  Punkt)  des  Körpers, 
.dessen  Gewicht  p ist;  sei  ferner,  in  der  wirklich  stattfindenden 
Lage,  y die  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels  um  AB\  i|/ihre 
Beschleunigung,  so  sind  ry , rty  die  Geschwindigkeit  und  ihre  Be- 
schleunigung für  den  Punkt»,  wenn  dessen  (senkrechte)  Entfer- 
nung von  der  Axe  AB  gl  eien  r ist.  Hat  aber  p die  Beschleuni- 
gung rip,  so  wirkt  auf  dieses  Element,  in  der  Richtung  der  Be- 

pTty 

wegung,  also  senkrecht  auf  r,  die  Kraft  - — *),  d.  h.  ein  dre- 
hendes Paar,  dessen  Moment 


9 * 9 


*)  Diese  Formel  ist  immer  leicht  abzuleiten.  Denn  wirkt  auf  das 
Gewicht  P die  beständige  Kraft  Q , so  ist  die  Beschleunigung 

nach  der  Formel  P:g~Q:x,  Hier  ist  /*==/>,  a?=ry/,  also 


✓ 
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ist.  Da  alle  Punkte,  über  oder  unter  der  Axe,  in  gleicher  Rich- 
tung  drehen,  so  kann  man  alle  diese  Paare,  die  in  parallelen, 
auf  A3  senkrechten  Ebenen  wirken,  in  ein  einziges  zusammen* 
setzen,  dessen  Moment 


wenn  S(pr2)  bedeutet,  dass  die  Grössen  pr 2,  auf  alle  Punkte  des 
Körpers  bezogen,  addirt  werden  sollen,  und  welches  Paar  in 
einer  aut  A3  senkrechten  Ebene  wirkt.  Dieses  letzte  Paar  muss 
vorhanden  sein,  wenn  die  Beschleunigung  statt  haben  soll. 
Wirklich  vorhanden  ist  das  Paar  (6),  das  in  einer  auf  A3  senk- 
rechten Ebene  wirkt.  Daraus  folgt,  dass  so  beschaffen  sein 
muss,  dass 


— S(pr 2)  = PR&itup , 
ff 


PRsincp 
ty  9 S(pr 2) 


(S) 


Denken  wir  uns  nun , der  Körper  PQ  stelle  ein  einfaches  Pendel 
von  der  Länge  l und  dem  Gewichte  Q dar,  so  ist  offenbar  in  (8): 


3=1,  P=Q,  S(pr2)=QR2 

zu  setzen,  und  die  entsprechende  Beschleunigung  i//  findet  sich: 


. QRsmcp  sin® 

*=9-Qnr=v  — 


(0) 


Sollen  nun  das  einfache  und  das  zusammengesetzte  Pendel  in 
dieser  (cp  entsprechenden)  Lage  gleiche  Bewegung  haben,  so 
muss  ^=4 p',  d.  h. 


PRsmcp  _ tfsinjp  S(pr2) 

9 S(pr2)  ~ l 3 PR 

sein.  Da  hier  cp  nicht  mehr  vorkommt,  so  gilt  es  unabhängig  von 
cp,  d.  h.  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  hat  genau  die- 

selbe Bewegung,  wie  das  zusammengesetzte.  Bekanntlich  heisst 
g~  die  Masse  des  Körpers;  ist  sie  =zS,  so  ist  P—Sg,  und  wenn 
Ä das  Trägheitsmoment,  so  ist  S(pr2)~gK , also 


Heisst  K'  das  Irägheitsmonient  des  Pendels  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende,  mit  A3  parallele  Axe,  so  ist, 
wie  leicht  ahzuleiteu: 
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K=zK‘  + R*S, 

also 

l~SR  + li' 

Nach  dem  Vorgang  von  Coriolis  (Berechnung  des  Ef- 
fekts der  Maschinen)  wäre  es  zweckmässiger,  die  Summe 
S(pr2)  geradezu  als  Trägheitsmoment  K zu  bezeichnen,  so  dass 
dann 

'=  FR’  (11) 

und 

K=K'  + K*P,  l—~FR  + Ä»  (12) 


Weitere  Entwickelungen  hiervon  zu  geben,  liegt  jetzt  nicht  in 
meiner  Absicht;  ohnehin  ist  es  nicht  schwer,  die  Theorie  des 
Reversionspendels  aus  der  letzten  Gleichung  abzuleiten,  was 
ganz  elementar  geschehen  kann,  wie  ich  diess  auch  immer  beim 
Unterricht  thue.  Die  Formel  (5)  ist  somit,  unter  der  letzten 
Annahme: 


*■-« V^-V 


K‘  R 

Rüg  + o 


\ 


worin  also  T die  Zeit  bedeutet,  die  verfliesSt,  während  die  Linie 
GC(R)  von  ihrer  äussersten  Lage,  wo  sie  den  Winkel  « mit  der 
Vertikalen  machte,  zur  vertikalen  Lage  geht.  Was  den  Werth 
von  M betrifft,  so  ist  für: 


«=0, 

a = 2°,  31= 1,57091. 
<*=4«,  31=  1,57127. 
«=6°,  31=  1,57187. 
a— 8°,  31=  1,57271. 
a = 10°,  31=  1,57379 . 
a = 12<\  31  = 1,57511. 
« =14»,  31— 1,57007 . 
a=16°,  31=1,57848. 
a = 18°,  31=1,58054. 
a =20°,  31=1,58284 


«=22°, 

31=  1,58539. 

r 

n 

hS 

M=  1,58819. 

R 

II 

io 

Ci 

31=1,59125 . 

R 

II 

K) 

X 

c 

31=  1,59456 . 

«=30°, 

31=1,59814. 

a=  32°, 

31=1,60197. 

ß=34°. 

31=1,60608. 

a = 36°, 

31=1,61045. 

c(  = 38°, 

3f  = 1,61509 . 

R 

II 

** 

O 

o 

\# 

iüf  = 1,62002 . 

u.  s.  w. 
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xxv. 


11  ebuugsaufgaben  für  Schüler. 


Aufgaben  von  dem  Herrn  Professor  Dr.  J.  D.ie-nger  an  der  polytechni- 
schen Schule  zu  Carlaruhe. 

1. 

Sei  O (Taf.  IX.  Fig.  9.)  die  Spitze  einer  Parabel,  OC  deren 
Axe  und  ihre  Gleichung: 

y*—px . 

Man  mache  OC=:OD= j , ziehe  an  irgend  einen  Punkt  C der  Pa- 
rabel die  Linien  DE,  CE,  so  ist 


2. 

Sei  in  Taf.  IX.  Fig.  10.  OA=zOB—e,  mau  mache  OD=t< 
(worin  e willkührlich,  ganz  oder  gebrochen),  ziehe  um  D mit  dem 
(beliebigen)  Halbmesser  r einen  Kreis ; an  einen  Punkt  F in  des- 
sen Umfang  ziehe  man  die  Linien  AF  und  BF,  so  ist: 


Z)£a  + *j  = CJS(p+CE). 


Wäre  allgemeiner  OC=OD=ze,  so  hätte  man: 


»&-cEwy=  {ÜEt 


)=-f '-(DE* -CE*)- 


r2+ea(l — «*) 

1+« 


oder  wenn  man  lieber  will: 

(1  + (1— £)  £F*=2[r2  + e2(l-t2)]. 


Digilized  by  Google 


483 


Für  £=rO  ist  D in  O,  und  dann  • 

AF*  + BF*=z  2(^+6*),. 

welcher  Satz  besonders  leicht  ausgesprochen  werden'kann. 
Für  « = 1 ist  D in  A,  und  dann: 

AF2=r2, 

wie  natürlich. 


XXVI. 

Hisc!  eilen. 


Bezeichnen  n,  b,  c die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
ecks und  e dessen  sphärischen  Excess,  so  ist  immer 

1 -f  cos2 a -f-  cos26  -f  cos2c  + 32cos^a2  cos  ^ b 2 cos  | casin  ^ e 2 
= cos  (u  -f  b -f  c)  -f  cos(a  -f  b — c)  4-  eos(a  -f-  c — b)  -f  co s(b  4*  c—a) . 

Diesen  Satz  hat  Herr  Armand  Hue,  Professeur  d’Hy. 
drographie  ä Bayonne,  in  den  Nouvelles  Annales  de 
, Mathematiques.  Tome  X.  1851.  p.  25.  auf  folgende  Art 
bewiesen. 

Bekanntlich  ist,  wenn  A,  Bf  C wie  gewöhnlich  die  Winkel 
des  sphärischen  Dreiecks  bezeichnen. 


also 


e~A+B+C— 180°, 


1 1 

sin  ^ e — — cos  ^ ( A-\-B-\-C)  ♦ 


Entwickelt  man 


cos  ^ (A  + B + C) 

♦ 

mittelst  der  bekannten  Formeln 


t cos  2 C j 

sin^M-M*^ 1 cos  — b) , 

cos  2 c 
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I*  sin  \c  , 

cos^C^+B)  = j- — coBj^  + Ws 

cos^  c 


so  kommt 


sin  2«  = 


sin^  Ccos  ^ C 


cos  2 c 


jcos  ^ (a — 6)—  cos  ^ (rt-f-  6)| , 


also 


folglich 


.1  1 . 1 . I,  . „ 

sin  2 e cos  2 c^^in^asin^ösint;. 


sin^c2  cos^c^=sin^a2sin  j^sinC2. 


Drückt  man  nun  sin C2  in  den  Seiten  des  Dreiecks  aus,  so  erhält 
man 

8.nC*=l  cosC*=  i sfa^Tn^ • 

(1 — cosa2)(l — cos62) — cosc2 — cosa2cos62  -f  2cosacos6cosc 

sina2sin62 

1 -|-  2cosacos6cosc — cosa2 — cos62 — cosc2 
sina2sin62 

4cos«  cos6cos  c — eos2a — cos26 — cos2e — 1 
32  sin  ^ a2sin  j 62cos  ^ a2cos  ^ 62 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  sinC2  in  die  Gleichung 

sin^  ß2  cos  ^ c*= sin  ^ a2sin  ^ 62sinC* 


ein,  so  erhält  man  nach  gehöriger  Reduction: 

1 -f-  cos2cr  -f-  cos26  -|-  cos2 c -f  32cos  4j«2cos^  ä2cos  \ c2sin  ^ßa 

= 4cosacos6cosc  =2cos(a-|-6)cosc  f-  2cos(a—6)cosc 
= cos(a-f6-fc)  + cos(«-|-6 — c)  + cos(«+c — 6)-f-cos(6-Fc—«), 

welches  der  zu  beweisende  Satz  war. 
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Geometrie. 


*.**.;  , , . . ■ * . ; 

, Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hambur* 

gischen  math  ema  tisch  en  Ge  se  lisch  a ft  für  1850  enthält  aus- 
ser den  Notizen  über  die  Schicksale  der  Gesellschaft  einen  recht  interes- 
santen Aufsatz  von  Herrn  Conferenzrath  Schumacher  in  Altona; 
„Üeber  die  geometrische  Trisection  des  Winkels“, 
näherungsweise  durch  fortgesetztes  Halbiren.  Selbst  für  den  Ge- 
brauch als  Uebung  bei  dem  geometrischen,  und,  weil  unendliche 
Reihen  dabei  in  Anwendung  konimen,  auch  bei  dem  arithmetischen 
Unterrichte  auf  Schulen,  mochten  wir  diesen  Aufsatz  Lehrern  der 
Mathematik  zur  Berücksichtigung  anempfehlen.  Die  beigegebene 
sehr  saubere  Zeichnung  ist  von  der  bekannten  höehst  kunstgeübten 
Hand  Herrn  August  Reps  old ’s  verfertigt.  (,i4 . 


Astronomie. 


Aus  C.  L.  von  Littrow’s  Kalender  für  alle  Stände. 
1851.,  der  bekanntlich  immer  viel  Lehrreiches  enthält,  und  zur 
weiteren  Verbreitung  nützlicher  Kenntnisse  sich  sehr  geeignet  er- 
weiset, ist  ein  kleines^sehr  hübsches*  Kärtchen  über  die  Erschei- 
nungen der  am  28sten  Juli  11851.  eintretenden  grossen  Sonnenfin- 
sterniss,  welche  in  Europa,  Asien  und  Amerika  sichtbar  sein  wird, 
nebst  einer  zweckmässigen  Erläuterung  seines  Gebrauchs,  beson- 
ders abgedruckt  erschienen.  Wir  machen  alle  Liebhaber  der  Astre- 
in ie  auf  dieses  Kärtchen  aufmerksam,  da  jeder  Beobachter  der  tn  Rede 
stehenden  merkwürdigen  Erscheinung,  der  nicht  gerade  genaue 
Rechnungen  selbst  anzustellen  Willens  ist,  von  diesem  Kärtchen 
iebst:  seiner  Erläuterung  gewiss  vorteilhaften  Gebrauch*  machen 
tvird.  Die  Linie  der  centralen  Verfinsterung  geht,  um  nur  ein 
Paar  grössere  Städte  zu  erwähnen,  nach  diesem  Kärtchen  über 
JstroJenka,  zwischen  Elbing  in  Westpreussen  und  Brauns* 
»erg  in  Ostpreussen  hindurch,  auch  nicht  weit  von  Danzig  und 
Rothenburg  in  Schweden  vorbei.  Königsberg  liegt  noch  in 
ler  Zone  der  totalen  Verfinsterung,  nicht  weit  von  deren  nördlicher 
R ranze,  so  wie  auch  Warschau  noch  innerhalb  der  Zone  ,i\et 
otalen  Verfinsterung  nicht  weit  von  deren  südlicher  Gränze  liegt. 
Rerade  auf  der  nördlichen  Gränze  der  totalen  Verfinsterung  liegt 


t 


Digitized  by  Google 


810 


£.  B.  Goldapp  in  Ostpreussen.  Dagegen  gerade  auf  der  südli- 
chen Gränze  der  totalen  Verfinsterung  liegen  z.  B.  Tarnopol, 
Lublin,  Plock,  Hel  singborg.  Zwar  schon  ausserhalb  der 
Zone  der  totalen  Verfinsterung,  aber  doch  nicht  weit  von  deren 
südlicher  Gränze,  liefen  Thorn  in  Westpreussen,  Bromberg 
im  Grossherzogthum  Posen,  Coeslin  in  Hinterpommern,  Y stadt 
und  Malmoe  in  Schweden,  Kopenhagen;  etwas  weiter  von 
dieser  Gränze  Odessa  und  Lemberg.  Für  Greifswald  wird 
noch  ein  sichelförmiges  Stück  der  Sonne,  dessen  grösste  Breite 
etwa  V36  des  Durchmessers  der  Sonne  beträgt,  erleuchtet  bleiben, 
oder  aie  Verfinsterung  wird  hier  etwa  11%  = 1 1,7  Zoll  betragen. 
Der  Anfang  der  Finsterniss  wird  hier  in  Greifswald  etwa  um 
3J*.  4m  mittlerer  Zeit  eintreten;  für  Wien  ist  die  Dauer  der  Finster- 
niss  2 Stunden  3 Minuten,  und  niipmt  man  nun  den  Längenunter' 
schied  zwischen  Gre  Ifsw  al  d und  Wien  nach  der  Connais* 
sance  des  temps.  1850.  2ya  Grad  an,  so  ist,  da  Greifswaid 
westlich  von  Wien  liegt,  für  ersteren  Ort  die  Dauer  der  Finster- 
nis» 2 Stunden  3 Minuten  plus  2*/*.  % Minuten  ==  2 Stunden  3 Mi- 
nuten Min.  ±=2  St.  4%  Min.,  so  dass  also  das  Ende  der 

FinsterHiss  in  G reifswald  etwa  um  5Ä.  8**,  5 mittlerer  Zeit  statt- 
finden  wird.  Man  sieht  aus  diesem  Beispiele,  wie  leicht  man 
mittelst  dieses  Kärtchens  die  Hauptumstäude  der  Finsterniss  für 
seinen  Wohnort  im  Voraus  bestimmen  kann,  wenigstens  mit  einer 
Genauigkeit,  die  zur  gehörigen  Vorbereitung  auf  die  Beobachtun- 
gen hinreichend  »st.  Herr  von  Littrow  verdient  daher  für  die 
Veröffentlichung  dieses  hübschen  Kärtchens,  auf  das  wir  nochmals 
alle  Liebhaber  der  Astronomie  aufmerksam  machen,  den  wärmste« 


Dank,  und  wird  durch  dasselbe  der  am  28.  Jul»  nächsten  Jahres 


zu  erwartenden  merkwürdigen  Erscheinung  gewiss  viele  Beobach- 
ter, die  wenigstens  mit  einer  guten  Taschenuhr  versehen  sein 
müssen,  gewinnen. 


P h ; s i k. 


Lehrgang  der  mechanischen  Na  torlehre  für  höhere 
Unterrichtsanstalten  von  Dr. G.  Karsten,  Professor  der 
Physik  an  der  Universität  und  an  der  Marineschule 
zu  Kiel.  Erste  Abthe  ilong.  Allgemeine  Phys  ik.  Mit 
6 Kupfertafeln.  Kiel.  1851.8. 

Wenn  auch  dieses  Lehrbuch  für  höhere  Unterrichtsanstaiteu 
überhaupt  bestimmt  ist,  so  ist  sein  nächster  Zweck  doch  der,  auf 
der  neugegründeten  Seekadettenschule  in  Kiel  dem  physikalischen 
Unterrichte  als  Grundlage  zu  dienen.  Deshalb  hat  der  Herr  Vf. 
mit  vollem  Hechte  in  Bezug  auf  Statik , Mechanik  und  Maschinen- 
lehre den  Kreis  dieses  Werkes  bedeutend  weiter  gezogen,  ab 
dies  sonst  in  physikalischen  Lehrbüchern  zu  geschehen  pflegt 
Denn  es  enthält  dieses  Buch  nicht  bloss  die  Lehre  ton  den  so- 
genannten einfachen  Maschinen  oder  mechanischen  Potenzen  ziem- 
lich vollständig,  sondern  es  sind  auch  alle  übrigen  Maschinen, 
welche  auf  Schiffen  und  bei’m  Schiffbau  Anwendung  finden  möch- 
ten, mit  einer  für  den  vorliegenden  Zweck  ausreichenden  Voll- 
ständigkeit betrachtet  worden,  ohne  mehr  mathematische  Kennt- 
nisse^ als  die  gewöhnlichsten  Elementarlehren  der  reinen  Mathe- 
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matik  vorauszusetzen.  Wenn  wir  aber  auch  in  der  Mechanik 
fester  Körper  das  Buch  für  hinreichend  vollständig  halten,  so 
scheint  uns  in.  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  zu  wenig  gege- 
rsdtf öevr«' iDean  was  in  §.  130.  über  die  Lehre  vom  MetncenfVum, 
welche  jk  fÖr  den  Schi ffbäii  rücksichtlich  der  Bestimmung  der  Stabi- 
lität otfet*  Stteife  der  Schiffe  so  unendlich  wichtig  ist,  besagt  wdt*- 
den  ist,  halten  w ir  in  Bezug  auf  den  Hauptzweck  des  Buchs  doch 
in  ' der  That  ftir  zu  wenig  und  zu  ungenügend;  und  eben  das- 
selbe gilt  von  §.  147.,  wo  der  Herr  Vf.  von  dem  Widerstande 
flüssiger  Körper  gegen  in  ihnen  bewegte  feste  Körper  handelt,  von  der 
ja  auch  eine  Menge  der  wichtigsten  nautischen  Hauptlehren,  z.  B. 
die  Lehre  von  der  Abdrifft,  die,  Lehre  von  der  vortbeilhaftesteu 
Stellung  der  Seegel,  die  Lehre  ! vom  Seegelpunkte  u.  s.  w.  u.  s.  w; 
lediglich  abhäpgen.  Geben  wir  auch  gern  zu,  dass  sich  rücksichtlich 
des  Widerstandes  der  Herr  ;Vf.  in  einiger  Verlegenheit  befunden 
haben  mag,  da  diese  Lehre  allerdings  noch’  aut  sehr  unsicheren 
Grundlagen  beruhet,  so  durfte  er  doch  diejenigen  Sätze  nicht  un.» 
erwähnt  lassen,  die  von  den  renommirtesten  Lehrern  der  Schiffs» 
baokunst , z.  B,  von  Chapman,  Duhamel  de  Monceau,  u. 
s.  w.  allgemein  recipirt,  und  in  der.  That  keine  andereü 
sind,  als.  die,  von  denen  schon  Johann  Bernoulli  in 
der  sehr  schönen  Schrift:  „Essai  d’une  nouvelle  theorie 
de  la  manoeuvre  des  vaisseaux.  (Opera  omnia.  Tom.  11. 
pag.  10.)  ausging,  und  die  auch  später  Leonhard  Euler  sowohl 
in  der  Scientia  navalis,  . als  auch  in  der  Theorie  de  la 
eonstruction  et  de  la  manoeuvre  des  vaisseaux  Zur 
Grundlage  seiner  Untersuchungen  machte.  Auch  hätte  wohl  hier-: 
bei  des  in  der  Geschichte  des  Schiffbaues  merkwürdigen  Streits 
zwischen  Ren  au  und  Huygens  (zugleich  mit  Beziehung  auf 
den  ältesten  gründlicheren  Schriftsteller  über  Schiffbau , den  Pater 
Paul  Hos  te,  Prof,  de  Math,  ä T oulon,  dessen  Thdorie  de 
la  eonstruction  des  vaisseaux  *1697  in  Fol.  erschien);  in 
welchem  Johann  Bernoulli  zum  Schiedsrichter  angerufen  wurde, 
mit  einigen  Worten  gedacht  werden  können.  Die  für  die  Lehre 
von  der  Steife  der  Schiffe  so  wichtige  Lehre  vom  Metaeentrum 
beruht  dagegen  auf  ganz  sicheren  theoretischen  Grundlagen,  und 
bedurfte  ihrer  grossen  Bedeutung  wegen  auch  selbst  in  einem 
physikalischen  Lehrbuche,  das  für  Schifffahrtsschulen  bestimmt 
ist,  jedenfalls  einer  etwas  weiteren  Ausführung,  als  ihr  hier  ge- 
geben worden  ist.  Selbst  rücksichtlich  der  Bestimmung  des  De- 
placements enthält  die  Hydrostatik  zu  wenig,  und  über  aie  Schiffs- 
Aich  ung  (Jaugeage)  vermissen  wir  auch  Genügendes.  Aber  abge- 
sehen Hiervon,  ist  bei  der  jetzigen  Sachlage  immer  schon  viel 
gewonnen,  wenn  ein  Buch,  wie  "das  vorliegende,  dem  physikali- 
schen Unterrichte  auf  einer  deutschen  Schifffahrtsschule  zum 
Grunde  gelegt  wird,  weshalb  wir  dasselbe  herzlich  willkommen 
heissen,  und  dem  Herrn  Verf.  für  seine  Herausgabe  zu  Dank  ver- 
pflichtet sind.  Vielleicht  wird,  was  wir  nicht  wissen,  auf  der 
Sf  arineschule  in  Kiel  noch  besonderer  Unterricht  in  der  Mechanik 
fester  und  flüssiger  Körper  ertbeilt,  wodurch  die  oben  gerügte 
nur  ganz  oberflächliche  Berührung  mehrerer  für  den  Schiffbau 
höchst  wichtiger  Lehren  in  diesem  der  Physik  im  Allgemeinen 
gewidmeten  Lehrbuche  vollständig  gerechtfertigt  erscheinen  würde. 
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Anleitung  zum  Schiffbau < von  G.  L. 
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ehern  Constructeur.  Aus  dem  Schwedischen  übersetzt 
und  vermehrt  mit  einem  Anhänge,  raehrereo  Tabellen 
und  vier  Tafeln  Zeichnungen  von  Julius  Prömmel, 
Schiffs  - Arch itecten  (zu  H am  bürg)..  Hamburg.  IS50. 
$9.  2 Thir.; 

* I 11  i r I ~ l « f * t « • ' - ‘ 

i >S»  Der  Inhalt  dieses  Buchs  ist,  sagt  der  Herr  Vf.^  in  der  Haupt*- 
sache  ein  Auszug  aus  dem  Tractat  über  den  Schiffbau,  mit 
Erläuterungen  zur  Arch itectura  navalis  roercatoria  vo  n 
F.  H.  von  Chapman.  Stockholm,  1775,*)  Da  das  Werk  von 
Chapman  sehr  deutlich,  ohne  grossen  Aufwand  mathematischer 
Kenntnisse  verfasst,  und  aus  langjähriger  vielseitiger  Praxis  her* 
vorgegangen  ist  (Chapman  gilt  in  Schweden  immer  noch*  für 
den  grössten  Constructeur,  und  Schweden  hat  sich  bekanntlich 
immer  durch  den  Bau  seiner  Schiffe  ausgezeichnet),  so  haben  sich 
sowohl  der  Herr  Verfasser  durch  die  Herausgabe,  als  auch  der 
Herr  Uebersetzer  durch  die  Uebertragung  dieses  Werkes  auf 
deutschen  Boden,  um  Jeden,  der  sich  für  den  praktischen  Schiff* 
bau  interessirj,  jedenfalls  ein  Verdienst  erworben.  Der  Inhalt  ist 
folgender;  Erklärung  der  verschiedenen  Risse  zu  einem  Schiffe 

S Seiten  Riss,  Planten -Riss.  Spanten-Riss  u.  s.  w.),  — Grundsätze 
es* .Schiffbaues.  — Ueber  die  Lage  des  Gravitäts-Centnims  des 
Schiffes,  dessen  Lufgierigkeit  und  Steife  nebst  Berechnung  des 
Deplacements,  des  Gravitäts-Centrums  und  des  Metaeeutrums. — 
Ueber  das  Segel-Areal,  den  Wirkungspunkt  des  Segelsystems 
und  die  Verhältnisse  des  Rundholzes.  — Ueber  die  Stauung  und 
Belastung,  — Ueber  das  Areal  des  Ruders  und  dessen  Breite.— 
Technische  Benennungen  der  verschiedenen  Hauptstücke,  woraus 
ein  Schiff  zusammengesetzt  ist,  und  ihre  Verbindung  unter  ein- 
ander (in  zweckmässiger  Kürze  sehr  belehrend,  auch  für  Laien). 
— Ueber  das  Rundholz.  — Der  von  dein  Herrn  Uebersetzer  bei- 
gegebene Anhang  ist  vorzüglich  dureh  die  vielen  vollständig  aus* 
geführten  numerischen  Beispiele  sehr  instructiv.  Möge  dieses 
Werk  znr  allgemeinen  Verbreitung  richtiger  theoretischer  und 
praktischer  Grundsätze  über  den  Schiffbau  unter  den  deutschen 
Schiffbau  meistern  kräftigst  beitragen 

-•Ml  >.'»b  viimrw/üU.*j( £ 


(Vergl.  auch  vorher  Physik.) 


r*  1 


*)  ■ Wir  bemerken , dass  von  der  französischen  Uebersetzung  dieses 
Werks:  Traite  de  la  construction  de*  vaisseaux  etc.  par,  F. 
H.  de  Chapma  n.  Traduit  du  Snedois  par  M.  Via  i du  Clair-* 
ho  18  im  Jglire  1839  eine  mit  einem  neuen  Titel  verseheiie  neue  Aus- 
gabe veranstaltet  worden  ist«  Diese  französische  Uebersetzung  scheint 
uns  vorzüglich  empfehlenswert!!.  Eine  deutsche  Uebersetzung  ist,  so, 
viel  wir  wissen,  nicht  erschienen. 
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Literarisclier  BcrieUt. 


Ciescliiclite  der  Mathematik. 

Die  Vorstellungen  (1er  alten  Griechen  und  Römer 
über  die  Erde  als  Himmelskörper.  Von  l)r.  Ludw. 
Oettinger,  Gross h.  Bad.  Hofrathe  und  Prof,  der  Mathe* 
matik  zu  Freiburg  i.  B.  Freiburg.  1850.  4. 

* 

Diese  116  Seiten  starke  Abhandlung  enthält  eine  sehr  inter- 
essant^  Zusammenstellung  der  Vorstellungen  der  Alten  über  die 
Erde  als  Himmelskörper,  die  wir  den  Lesern  des  Archivs  zur 
Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Die  Geschichte  von  der  Gestalt 
der  Erde  ist  bis  in  die  neueste  Zeit  fortgelührt.  Dem  Alterthum 
gebührt  das  Verdienst,  die  Lehre  von  der  Kugelgestalt  festge- 
stellt zu  haben.  Als  eine  Eigenthümlichkeit  ist  zu  bemerken,  dass 
von  den  späteren  Schriftstellern  (Cleomedes  und  Ptole- 
inäus  an  (len  Orten,  wo  sie  die  Kugelgestalt  behandeln)  nicht 
mehr  die  runde  Gestalt  des  Erdschattens  bei  Mondünsternissen, 
welche  Aristoteles  aufführte,  erwähnt  wird.  — Ort  und  Bewe- 
gung der  Erde  sind  im  Alterthum  zw^ei  zusammengehörige  Bc- 
srriffe.  Nur  wenige,  weiter  sehende  Männer  wussten  sie  zu  son- 
dern. Aus  den  gegebenen  Mittheilungen  geht  aber  ganz  unzwei- 
deutig hervor,  dass  im  Alterthum  die  Grundzüge  des  copernica- 
nischen  Systems  ausgesprochen  waren.  — Auch  die  schiefe 
Stellung  der  Erdaxe  gegen  die  Sphäre  hatte  man  im  Alterthum 
erkannt,  aber  nicht  gegen  die  Erdbahn,  also  nicht  in  der  Weise 
wie  sie  gegenwärtig  erkannt  ist.  — Die  Gradmessungen  des  Alterthunis 
sind  zwar  nur  als  Versuche  für  die  Grössenbestimmung  der  Erde 
zu  betrachten,  haben  aber  eine  geschichtliche  Bedeutung,  denn 
die  im  Alterthum  aufgefundenen  Methoden  bilden  noch  jetzt  die 
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Grundlagen  für  die  Grössenbestiiumung  der  Erde  durch  Grad- 
messungen. — Durch  die  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  Nacb- 
vveisungen  dürfte  nun  die  Behauptung  gerechtfertigt  sein,  dass 
diejenigen  Unrecht  thun,  welche  die  Verdienste  der  Alten  in  Be- 
gründung der  Astronomie  als  Wissenschaft  zu  entwerthen  sich 
bemühen.  — Ptolomäus  schloss  die  Reihe  der  bedeutenderen 
Astronomen  des  Altcrthunis.  Er  scheint  mehr  mit  beobachten- 
dem, als  mit  schöpferischem  Talente  begabt  gewesen  zu  sein,  und 
es  soll  sofort  seinem  Verdienste  nicht  zu  nahe  getreten  werden. 
Der  Gedanke  aber  liegt  sehr  nahe,  dass  er  Copernicus  Stelle 
hatte  einnehmen  können,  wenn  er  mit  schöpferischem  Geiste  alle 
die  Mittel  erfasst  hätte,  welche  ihm,  wie  wir  aus  seinen  W’erken 
sehen,  seine  Vorgänger  als  Vermächtniss  hinterliessen,  und  wenn 
er  sich  von  den  Sinneneindrücken  hätte  losreissen  können,  von 
denen  sich  dieselben  schon  losgerissen  hatten.  Denn  gerade  er 
war  es,  welcher  (Alm.  Lib.  I.)  die  Wahrheit  der  Sinneneindrück* 
den  richtigem  Ansichten  anderer  gegenüber  zu  begründen  suchte. — 


1*  ,0* 


Dies  sind  etwa  die  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  in  der  Vorrede 
namhaft  gemachten  Hauptpunkte,  welche  in  dieser  interessanten 
und  lehrreichen  Schrift  weiter  ausgeführt  werden. 

✓ u 


Geometrie. 

> •*  0 vf&Ef  J * »vl ' 

Geometrische  Analysis.  Eine  systematische  An- 
leitung zur  Auflösung  von  Aufgaben  aus  der  ebenen 
Geometrie  auf  rein  geometrischem  Wege,  fü*r  die 
h Oh ern  .Klassen  der  Gymnasien  und  Realschulen  von 
Dr.  Christian  Heinrich  Nagel,  Rector  der  Realanstalt 
zu  Ulm.  Ulm.  1850.  8. 


i/  ■-■'WM 


Wir  begrüssen  diese  Anleitung  zur  geometrischen  Analysl 
mit  grosser  Freude,  in  welcher  der  Herr  Vf.  den  Anfängern  auf 
dem  von  den  griechischen  Geometern  uns  vorgezeichneten 
trefflichen  Wege,  — der  denn  doch  nun  einmal  der  einzig 
richtige  und  wahre  Weg  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  bleibt, 
— eine  sehr  gute  methodische  Anleitung  zur  Auflösung  geometri- 
scher Aufgaben  giebt.  Alle  pädagogischen  Kunststücke,  die  man 
jetzt  hin  und  wieder  namentlich  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte machen  sieht,  taugen,  — insofern  sie  nicht  bloss  eine 
ganz  oberflächliche  geometrische  Bildung  bezwecken,  die  aller- 
dings auch  für  manche  Individuen  ihren  Nutzen  haben  kann,  — 
nach  unserer  innigsten  Ueberzeugung  gar  nichts,  und  man  wird 
durch  dieselben  nie  einen  Knaben  zum  Geometer  machen,  ja  sie 
werden  auch  nicht  einmal  zu  irgend  einem  praktischen  Beruf,  der 
hauptsächlich  in  einer  mathematischen  Grundlage  wurzelt,  tüchtig 
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heran  bilden>  Nur  wenn  man  bei  dem  geometrischen  Unterrichte 
zur  strengen  Methode  der  Alten  zurückkehrt,  wobei  sich  jedoch, 
was  schon  öfter  von  uns  bemerkt  worden  ist,  immer  noch  ein 
gewisser  Mittelweg  inne  halten  lässt*),  wird  man  wahrhaft  glück- 
liche Erfolge  erreichen.  Am  allermeisten  gilt  dies  aber  von  der 
Auflösung  geometrischer  Aufgaben,  wo  jede  nicht  nach  der  stren- 
gen Methode  der  Alten  versuchte  Auflösung  zu  blossem  Herum- 
tappen und  Herumsuchen  führt,  ohne  alle  eigentliche  Methode; 
und  wird  dann  zufällig  eine  Auflösung  gefunden,  so  ist  dies  mei- 
stens nur  die  Frucht  eines  glücklichen  Zufalls,  der  für  das  geo- 
metrische Talent  dessen,  der  diesen  glücklichen  Fund  zufällig 
that,  eigentlich  gar  nichts  beweiset.  Wir  freuen  uns  daher  noch- 
mals sehr  über  das  Erscheinen  der  vorliegenden  Anleitung,  die 
eidein  wahren  Bedürfnisse  abhilft,  und  heissen  dieselbe 
im  Interesse  des  wahrhaft  Frucht  tragenden  geometrischen 
Elementarunterrichts  herzlich  willkommen.  Mit  dem  vollsten  Rechte 
hat  der  Herr  Vf.  sich  ganz  an  die  strenge  Methode  der  Alten 
gehalten,  und  überall  Analysis.  Synthesis,  Determination  und 
Beweis  von  einander  streng  unterschieden,  und  darüber  überall 
sehr  fassliche  Erläuterungen  gegeben;  sein  Buch  ist  keineswegs 
ein  gelehrtes,  abef  dagegen  ein  recht  praktisches  Buch  zu  nen- 
nen , was  vorgerückteren  Schülern  und  Lehrern , die  in  diesen 
Dingen  noch  zu  lernen  haben  und  lernen  wollen , ein  treffliches 
Hülfsmittel  darbieten  kann  und  wird,  und  die  Anzahl  der  zur  Er- 
läuterung gebrauchten  Beispiele,  bei  denen  der  Herr  Verf.  mit 
Recht  weit  weniger  auf  Neues  als  auf  Zweckmässiges  ausgegan- 

fen  ist,  ist  ftir  den  Zweck,  welchen  der  Herr  VI.  zu  erreichen 
eabsichtigte,  gross  genug.  Schon  ein  blosser  Blick  in  dieses  Buch  * 
thut  einem  in  der  strengen  Schule  der  Alten  erzogenen  Lehrer  der 
Geometrie  wahrhaft  wohl , gegenüber  dem  meistens  sehr  seichten 
und  nichts  sagenden  Geschwätz,  w as  man  jetzt  namentlich  in  pädago- 
gischen Zeitschriften  häufig  über  den  mathematischen  Unterricht  an- 
trifft. Wir  haben  in  diesem  Buche  in  dem  Herrn  Vf.  freudigst  den 
„W  ürtemberger  “ erkannt:  denn  wer  die  Geschichte  ier  Ma- 
thematik und  des  mathematischen  Unterrichts  kennt,  weiss  sehr 
wohl  und  erinnert  sich  mit  dem  wärmstenDanke,  dassWürtemberg  lange 
Zeit  die  eigentliche  Pflanzstätte  der  strengen  Geometrie  in  Deutschland 
war.  Was  er  über  Pflei  d erer  aufS.V.  der  Vorredesagt,  unterschrei- 
ben wir  vollkommen;  er  hätte  aber  neben  demselben  auch  noch  viele 
andere  seiner  Landsleute  mit  eben  demselben  Rechte  nennen  kön- 
nen , und  wir  werden  ihn  nicht  erst  an  Johann  Friedrich  und 
Wilhelm  Pfaff,  an  Hauber  (den  Commentator  des  Euklid  es 
und  Herausgeber  archimedischer  Schriften),  an  Schwab  (den 
Herausgeber  der  Data  des  Euklides  nach  Robert^  Sims on), 
an  C am  erer  (den  trefflichen  Herausgeber  der  Schriften  des  Apol- 
lonius),  an  Bohnenberger  (dessen  Astronomie  ein  wahres  Mu- 
ster geometrischer  Strenge  im  Geiste  der  Alten  ist)  und  noch  - 


*)  M.  s.  z.  B.  im  Literar.  Her  Nr.  LTV.  S.  751.  die  Anzeige  von 
, Schlömilch’s  ausgezeichneter  Geometrie  des  Maasses , die,  wenn  auch 
nicht  nach  der  Methode  des  Kitkliries,  aber  doch  in  demselben  stren- 
gen Geiste,  welcher  hauptsächlich  die  Geometrie  der  Alten  charakte- 
risirt,  äbgefasst  ist. 
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viele  andere  Würtemberger  zu  erinnern  brauchen  ; , ja  auch  der 
treffliche  L’Huilier,  der  so  vieles  Ausgezeichnete  auch  auf  dem 
Gebiete  der  reinen  Geometrie  geleistet  hat,  uud  sich  lange  bei 
Pfleiderer  in  Tübingen  aufhielt  (er  sagt  in  der  Vorrede  zu 
seiner  Princi  pioruu»  calculi  differentialis  et  integralis 
expositio  elementaris.  Tubingae.  1795.  p.  II.:  „Araicus 
meus,  Dn.  Pfleiderer,  Phys.  et  Math.  Prof,  in  Universitate  Tübin- 
gens!, refugium  mihi  secum  obtulit:  ubi  studiis  ad  levandos  dolo- 
ris  intentus,  quae  ad  novam  Dissertation*!»  meae  editionem,  dudum 
necessariarn  visam,  sparsim  praeparaveram , in  ordinem  redegi,  et 
cum  amico  communicavi,  ipsiusque  observationes  consului;  quo 
factum  esse  spero,  ut,  quod  publico  nunc  offero,  scriptum  utile 
sit  nec  ejusattentioneindignum“)  kann  mit  hierher  gerechnet  werden. 
Aber  solche  Namen  kennen  freilich  unsere  Pädagogen  jetzt  nilht 
mehr;  wie  könnte  das  aber  auch  anders  sein,  da  sie  den  Eukli- 
de» nicht  mehr  lesen,  dessen  eifriges  Studium  ihnen  jedoch  ge- 
wiss sehr  anzurathen  wäre! 

Einzelnes  a’i*  dem  Buche  des  Herrn  Rector  Nagel  anzufüh- 
ren , verbietet  uns  leider  der  Raum ; um  aber  zu  zeigen , wie  sehr, 
bei  aller  praktischen  Brauchbarkeit  desselben,  ohne  allen  ge- 
lehrten Flitterstaat,  der  hier  sehr  leicht  anzubringen  gewesen 
wäre,  und  leichten  Verständlichkeit  seines  Inhalts,  darin  der  Geist 
den*  Alten  weht,  können  wir  uns  nicht  versagen,  zum  Schluss  in 
der  Kürze  noch  seinen  Inhalt  anzugeben: 

^ r 

Erstes  Buch . Ueber  die  Natur  und  über  die  Theile 
einer  Aufgabe.  Die  Natur  der  Aufgabe.  Von  den  Haupt- 
bestandteilen einer  Aufgabe.  Von  der  Aufgabe  im  engern  Sinne. 
Von  der  Construction.  Von  'dem  Bew  eise.  Von  der  Determina- 
tion. — Zweites  Buch . Ueber  die  geometrische  Ana- 
lysis. Wesen  der  geometrischen  Analysis.  Auflösung  einiger 
geometrischen  Aufgaben  durch  Anwendung  der  geometrischen 
Analysis.  Der  Zusammenhang  der  geometrischen  Analysis  mit 
der  Construction  und  dein  Beweise.  — Drittes  Buch . Die 
verschiedenen  Hauptwege,  um  zur  Auflösung  geome- 
trischer Aufgaben  zu  gelangen.  Allgemeine  Bemerkungen 
über  diese  Wege.  Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Analogie. 
Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Reduction.  Dfe  Auflösung  der 
Aufgaben  durch  Lehrsätze.  Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch 
Data  (möchte  man  doch  die  „Dedomena“  oder  „Data“  des 
Euklides,  dieses  köstliche  Ueberbleibsel  aus  dem  griechischen 
Alterthume,  wieder  eiirigst  studiren!).  Die  Auflösung  der  Aufga- 
ben durch  geometrische  Oerter.  — Viertes  Buch.  Lehre  von 
den  geometrischen  Oertern.  Anhang . Sammlung  von  Aufgaben. 


Astronomie. 

Storia  celeste  del  R.  Osservatoria  di  Palermo  dal 
179  2 al  1 8 1 3t  Parte  seconda  1803 — 1813.  Tomonono 
1811 — 1813.  Vienna.  1849.  4.  Auch  unter  dem  Titel:  * 
Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  her- 
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ausgegeben  von  C.,  von  Littro.yv,/ Director  der  Stern- 
warte und  o.  ö.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct 
der  Sternwarte.  32.  Th  eil.  Neuer  Folge  12r  Band.  Ent- 
haltend  Piazzi’s  Beobachtungen  in  den  Jahren  1811 
bis  1813.  Wien.  1849.4.  (M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  LVIII. 
S.  790.).. 

» • % 

Mit  diesem  Bande  ist  die  höchst  verdienstliche  Herausgabe 
der  Piazzischen  Beobachtungen  nun  vollendet,  wqzu  wir  den 
Herren  Herausgebern  von  Herzen  Glück  wünschen.  Die  eifrige 
Benutzung  dieses  ausgezeichneten  und  schwierigen  Werkes  wird 
der  Astronomie  gewiss  noch  .weit  mehr  schöne  Früchte  tragen, 
als  dies  bereits  geschehen  ist,  wie  z.  B.  in  der  Abhandlung  von 
C.  A.  F.  Peters:  Ueber  die  eigene  Bewegung  des  Sirius,  in 
der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten.  (Nr.  745.) 


1 


I 

Sitzun gsberic h te  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  N r.  LVl.  S.  773.) 

. * * 

' Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  (März.).  S.  233.  Pohl: 
Auszug  aus  seiner  Abhandlung  „Ueber  die  Siedepunkte  mehrerer 
alkoholhaltiger  Flüssigkeiten  und  die  darauf  gegründeten  Verfah- 
ren den  Alkoholgehalt  derselben  zu  chemisch-technischen  Zwe- 
cken zu  bestimmen“.  — Ausserdem  befinden  sich  in  diesem  Hefte 
eine  grössere  Anzahl  höchst  interessanter  Verhandlungen  über 
eiue  Reise  um  die  Erde,  welche  von  der  k.  k.  Marine  unternom- 
men werden  soll,  und  die  Betheiligung  der  k.  k.  Akademie  der 
Wissenschaften  bei  dieser  Reise.  Der  k.  k.  Viceadmiral  v.  Dahl- 
rup  hat  diese  Reise  zur  Uebung  der  Mannschaft  der  k.  k.  Ma- 
rine und  zur  Förderung  commercieller  Zwecke  hei  dem  k.  k. 
Kriegsministerium  beantragt,  und  der  Antrag  hat  im  Ministerrathe 
allen  den  Anklang  gefunden,  den  er  verdient.  Die  Reise  soll  mit 
einem  k.  k.  Kriegsschiffe  in  das  atlantische  und  das  stille  Meer  unter- 
nommen werden,  und  das  Schiff  soll*  statt  vom  stillen  Meere  auf  dem 
Wege  über  das  Cap  Horn  wieder  zurückzukehren,  seine  Fahrt 
nach  Westen  fortsetzen  und  China,  Siam,  Singapure,  Ceylon, 
Bombay,  das  Cap  und  die  Westküste  Afrikas  berühren.  Der 
Minister  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Bauten,  Herr  v.Bruck, 
fordert  die  Akademie  auf,  diese  Reise  um  die  Erde  zur  Förderung 
ihrer  Zwecke  zu  benutzen,  und  dass  die  Akademie  diese  Auffor- 
derung eifrigst  ergreifen  würde,  liess  sich  bei  dem  allgemein  be- 
kannten grossen  Eifer  und  Erfolg,  womit  die  k.  k.  Akademie  sich 
ler  Förderung  der  Wissenschaften  nach  allen  Richtungen  hin  wid- 
met, nicht  anders  erwarten,  und  wird  durch  die  in  diesem  Hefte 
nitgetheilten  interessanten  Verhandlungen,  welche  in  der  Akade- 
mie über  diesen  Gegenstand  Statt  gefunden  haben,  genugsam 
bestätigt. 

Jahrgang.  1850.  Erste  Abth.  April.  Mathematische  und 
physikalische  Abhandlungen,  im  eigentlichen  Sinne,  enthält  die- 
ses Heft  zwar  nicht;  dagegen  aber  viele  interessante  Aufsätze  aus 
inderen  Gebieten  der  Naturwissenschaften,  z.  B.  der  Geologie 
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und  Krystallographie.  Wir  erwähnen  davon  nur  die  folgenden: 
S.  369.  v.  Morlot:  Ueber  die  Niveaus  des  älteren  Diluviums  und 
der  Miocen-Formation.  — S.  398.  Wedl  und  Müller:  Beiträge 
zur  Anatomie  des  zwei  buckligen  Kameles  (Camelus  bactrianus). 
— S.  425.  Boue:  Ueber  die  Paläo-,  Hvdro-  und  Orographie  der 
Erdoberfläche  oder  den  wahrscheinlichen  Platz  des  Wassers  und 
des  Landes,  so  wie  über  die  wahrscheinliche  Tiefe  der  Meere 
* und  die  absolute  Höhe  der  Länder  und  ihrer  Gebirge  während 
der  verschiedenen  geologischen  Perioden. 


Jahrgang  1 85,9.  Erste  Abth.  (Mai.)  S.  504.  Anleitung 
zur  Ausführung  von  Beobachtungen  über  die  an  eine  jährliche 
Periode  gebundenen  Erscheinungen  im  Pflanzenreiche.  Nach  den 
Ideen  von  Quetelet,  Spring,  theil weise  nach  den  Ansichten 
und  Erfahrungen  von  Fritsch.  (Diese  ausführliche  Abhandlung 
empfehlen  wir  allen  denen , die  sich  mit  solchen.  Beobachtungen 
wie  die  in  Rede  stehenden  beschäftigen  wollen.).  — S.  542.  ln 
mehrfacher  Beziehung  interessant  ist  auch  eine  Abhandlung  von 
Simon y in  diesem  Hefte:  Ueber  die  Seen  des  Salzkammergutes. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juni).  S.  19.  Wilhelm 
Wertheim:  Hauptresultate  seiner  neuesten  Untersuchungen  über 
die  allgemeinen  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
der  flüssigen  Körper.  — S.  3L  v.  Ettingshausen:  Zur  Nach- 
weisung der  Existenz  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen. 
Betrifft  eine  neue  Einkleidung  des  dritten  Gauss’schen  Beweises 
des  bekannten  algebraischen  Hauptsatzes ,,  den  wir  der  Beachtung 
unserer  Leser  empfehlen.  — S.  34.  Derselbe:  Beitrag  zur  Inte- 
gration irrationaler  Differential-Formeln.  Betrifft  eine  der  Berück- 
sichtigung sehr  werthe  Vereinfachung  der  in  den  Lehrbüchern 
gewöhnlichen  Behandlung  der  Integrale  von  der  Form 


v 

xm(a  -f-  bxn)9dx. 


i 


— S.  37.  Kreil:  Vortrag  über  das  Inductions -Inclinatorium  an 

der  Prager  Sternwarte  und  ein  selbstregistrirendes  Metallthermo- 
meter. — S 40.  Pierre:  Ueber  eine  Methode  die  Spannkraft  der 
Dämpfe  in  der  Luft  direct  zu  messen.  — S.  82.  v.  Ettingshau- 
sen: Bericht  über  Spitzer’s  Abhandlungen  über  die  höheren 

Zahlengleichungen. 


Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juli.)  S.  119.  A.  v.  Et- 
tingshausen: Ueber  einige  Eigenschaften  der  Flächen,  welche 
zur  Construction  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen  dienen. 
— S.  150.  Koller:  Bericht  über  Böhm’s  Abhandlung:  „Beobach- 
tungen von  Sonnenflecken  und  Bestimmung  der  Rotations-Elemente 
der  Sonne.  Wir  führen  die  Hauptresultate  dieser  Abhandlung 
kurz  an: 


Neigung  des  Sonnenäquators  gegen  die  Ekliptik  ...  6°  56/  fi 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnen äquators  76°  46f  9 
Tropische  Umdrehungszeit  der  Sonne 25.821  Tage. 


* 
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Die  von  L a 1 a n d e und  D e l a m b r e gemachten  Bestimmungen 
geben  im  IVlittei  respective : 

7°  19';  78°  ÖO';  25,021  Tage.  \ 

% 

Kein  einziger  der  beobachteten  Sonnenflecket)  berechtigte  zur 
Annahme  einer  eigenen  Bewegung  der  Sonnenflecken.  Ausserdem 
lieferten  die  Beobachtungen  unzweifelhaft  die  Bestätigung: 

a)  dass  die  Sonnenflecken  in  beiden  Hemisphären  der  Sonne 
gleich  zahlreich  erscheinen,  und 

b)  dass  sie  in  der  Nähe  des  Sonnenäquators  und  in  einer 
heliocentrischen  Breite  über  35°  hinaus  nur  selten, . dagegen  in 
der  zwischenliegenden  Zone  am  häufigsten  Vorkommen.  — 

S.  154.  Doppler:  Einige  Mittheilungen  und  Bemerkungen, 
seine  Theorie  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterne  betreffend. 
Herr  Doppler  legt  in  dieser  Abhandlung  der  k.  k.  Akademie  die 
neueren  von  verschiedenen  Physikern  und  .Astronomen  angestell- 
ten  Forschungen  vor,  welche  zur  Bestätigung  der  Richtigkeit  sei- 
ner Theorie  gedient  haben,  und  macht  dabei  hauptsächlich  auf 
zwei  Memoiren  des  Herrn  Sestini,  Astronomen  am  Collegio  Ro- 
mano zu  Rom  aufmerksam,  welche  folgende  Titel  haben: 

1)  Memoria  sopra  i colori  delle  stelle  del  catalogo  di  Baily, 
osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma  1845. 

2)  Memoria  seconda  intomo  di  colori  delle  stelle  del  cata- 
logo di  Baily,  osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma.  1847. 

Wir  halten  allerdings  die  Resultate,  zu  denen  Herr  Sestini 
durch  seine  Beobachtungen  gelangt  ist,  für  so  bemerkenswert!), 
dass  wir  dieselben  nach  dert  von  Herrn  Doppler  gemachten  An- 
führungen unseren  Lesern  hier  mittheilen  wollen: 

1.  Die  Farbe  des  Lichtes  der  Fixsterne,  welche  keine  Dop- 

Sel-  oder  mehrfache  Sterne  sind,  ist  ganz  gegen  die  bisherige 
leinung  der  Astronomen,  die  gemeinhin  nur  den  letzteren  farbi- 
ges Licht  zuerkannten,  nicht  bei  allen  die  weisse  und  eben  so 
wenig  die  gelbe,  sondern  es  finden  sich  unter  diesen  Sterne  in 
Cfar  nicht  unbeträchtlicher  Menge  von  oranger,  rother,  grüner, 
blauer  und  violetter  Farbe  mit  allen  möglichen  Nuancirungen  vor. 
Oie  Sterne  von  gelblichem  Lichte  mit  theilvveise  schwacher  far- 
biger Nuancirung  machen  beiläufig  die  Hälfte  von  allen  aus;  solche 
von  weissem  Lichte  betragen  ungefähr  l/5  und  jene  von  oranger 
Farbe  etwas  über  y6  — so  also,  dass  für  die  übrigen  Farben  nur 
etwa  ein  schwaches  Vio  von  allen  übrig  bleibt. 

2.  Ganz  gegen  alles  Vermuthen  finden  sich  ferner  diese  far- 
bigen Sterne  durchaus  nicht  über  das  ganze  sichtbare  Himmels- 
gewölbe gleichförmig  und  noch  viel  weniger  bezüglich  der  einzel- 
□en  Farben  in  gleichem  Verhältnisse  vertheilt  vor,  sondern  es 
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hat  in  dieser  Beziehung  ein  auffallender  höchst  beachtenswerter 
Unterschied  statt.  Eine  ✓genaue  von  Herrn  Sestini  selber  ange- 
stellte  Vergleichung  zeigt  nämlich: 

n)  dass  die  vveissen  Sterne  am  häufigsten  in  der  nördlichen 
Himmelshälfte  und  zwar  beiläufig  zwischen  60  — 00°  nördlicher 
Breite  sich  vorfinden,  die  südlichen  Gegenden  dagegen  daran  sehr 
arm  sind; 

b)  dass  die  bei  weitem  meisten  Sterne  mit  farbigem  Lichte 
innerhalb  einer  Zone  liegen,  welche  beiläufig  von  30°  nördlicher 
bis  zu  30°  südlicher  Breite  reicht. 

« 

Hier  muss  berichtigend  hinzugefügt  werden , dass  man  sich 
durch  eine  Einsicht  in  den  beigefügten  Catalog  leicht  davon  über- 
zeugt, dass  dieser  Gürtel  nichts  weniger  als  mit  dem  Himmels- 
Aequator  parallel  läuft. 

c)  dass  ferner  auf  der  nördlichen  Hälfte  dieser  Zone  verhält- 
nissmässig  die  meisten  blauen  und  violetten , in  der  südlichen  hingegen 
die  meisten  orangen  und  rotheu  Sterne  sich  voründen.  - 

d)  dass  es  weiter  von  allen  Partien  des  gestirnten  Himmels 
keine  gibt,  an  welcher  im  Vergleiche  zu  den  daselbst  befindlichen 
anderen  Sternen  so  viele  blaue  und  violette  Sterne  Vorkommen, 
als  jene,  wo  sich  das  Sternbild  des  Herkules  befindet.  Nun  aber 
ist  es  bekannt,  dass  nach  Herschols  und  Argelanders  Un- 
tersuchungen unser  Planetensystem  mit  der  Sonne  als  seinem 
Centralkörper  aus  der  südlichen  gegen  die  nördliche  Hemisphäre 
und  zwar  ungefähr  in  der  Richtung  vom  Flusse  Eridanus  gegen 
das  Sternbild  des  Herkules  hin  sich  bewegt;  es  erscheint  dem- 
nach nur  als  eine  nothwendige  Consequenz  meiner*)  aulgestellten 
Theorie,  dass  die  südliche  Himmelshälfte  verhältnissmässig  mehr 
orange  und  rothe,  die  nördliche  dagegen  mehr  blaue  und  violette 
Sterne  zählen  müsse,  so  wie  insbesondere  in  der  Gegend  wo  sich 
beiläufig  Herkules  befindet,  von  allen  die  meisten  blauen  und  vio- 
letten Vorkommen  müssen-  Aus  gleichem  Grunde  muss  auch  die 
südliche^  Himmelshälfte  bedeutend  ärmer  an  Sternen  geringerer 
Grösse  sich  zeigen  als  die  nördliche.  Ich  habe  in  meinen  frühe 
ren  Abhandlungen  des  letzteren  Umstandes  ausdrücklich,  des  vor- 
hergehenden wenigstens  andeutungsweise  erwähnt,  und  die  Be- 
obachtung hat  meine,,  wie  es  mir  schon  damals  schien,  gegrün- 
dete Vermutung  nicht  zu  Schanden  werden  lassen. 

I 

3.  Das  farbige  Licht  der  einfachen  oder  der  als  solche  gel- 
tenden Fixsterne  ist  gleich  jenem  der  Doppel  - und  mehrfachen 
Sterne  höchst  wahrscheinlich  einer  Aenderung  unterworfen,  die 
jedoch  von  viel  längerer  Dauer  ist  als  jene  bei  den  meisten  Dop- 
pelsternen. Für  diese  Ansicht  sprechen,  W’enn  auch  nur  wenige, 
doch  gut  constatirte  Beobachtungen. 


')  (d.  I».  Hern»  Doppler’«) 
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# Nebst  der  bereits  bekannten  auffallenden  Farbveränderung  des 
Sirius  führt  Herr  Sestini  neuerlichst  noch  den  Stern  b in  den 
Zwillingen  an,  welcher  Stern  im  Almagest  als  roth  bezeichnet  ^ 
wird,  während  ihn  doch  heut  zu  Tage  Jedermann  zu  den  ent- 
schieden weissen  rechnet.  * 

4.  Endlich  hat  Herr  Sestini  -durch  seine  Beobachtungen 
verbunden  mit  einer  sorgfältigen  Vergleichung  früherer  darauf be, 
züglichen  Angaben,  die  Anzahl  der  bereits  bekannten  an  Farbe 
veränderlichen  Doppelsterne  noch  um  mehrere  vermehrt,  wie  diess 
aus  seinem  Memoire  von  1845,  pag.  11.,  und  aus  jenem  von  1847, 
pag.  10.  zu  ersehen  ist. 


Vermischte  Schriften. 

; - • ? 

Bulletins  de  lAcademie  Royale  des  Sciences,  des 

lettres  et  des  beaux-arts  de  ßelgique.  Tome  XVI. 
Ilme  Partie.  1849.  Tome  XVII.  Ire  Partie.  1850.  (Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  LI.  S.  714.). 

Tome  XVI.  Urne  Partie.  1849.  p.  17.  Des  proportions 
du  corps  humain;  par  M.  A.  Quetelet.  Troisieme  article  (Voir 
le  deuxieme  article.  T.  XV.  Ilme  Partie,  p.  16.).  Proportions  de 
l’homme  d’apres  les  artistes  Habens  de  la  renaissance.  — p.  28. 
Sur  l'electricite  et  sur  les  anomalies  que  cet  eläment  meteorolo- 
gique  a presentees  dans  ces  derniers  temps,  par  M.  A.  Quete- 
let.  — p.  30.  Troisieme  note  sur  de  nouvelles  applications  cu- 
rieuses  de  Ia  persistance  des  impressions  de  la  retine;  par  M.  J. 
Plateau.  — p.  39.  Note  sur  la  polarisation  des  electrodes  du 
voltametre;  par  M.  P.  Loy  et.  — p.  251.  Methode  particuliere 
pour  determiner  la  collimation  d’une  Junette  meridienne,  ä l’aide 
lies  observations  astronomiques ; par  M.  le  capitaine  Liagre.  — 
p.  254.  Quatrieme  note  sur  de  nouvelles  applications  curieuses 
de  la  persistance  des  impressions  de  la  retine;  par  J.  Plateau. 
— p.  282.  Sur  l’electricite  de  Pair  pendant  les  neuf  premiers  mois 
de  Pannee  1849;  par  M.  Quetelet.  — p.  343.  Notice  sur  une 
projection  geographique  nou veile;  par  M.  M*  Donny.  — p.  345. 
Memoire  sur  les  points  brillants  des  courbes  et  des  surfaces;  par 
M.  De  Boer.  — p.  347.  Notice  sur  la  decomposition  electro-chimi- 

Sue  par  des  voltametres  differents;  par  M.  Maas.  — p.  391. 

[otice  sur  une  projection  geographique  nouvelle,  par  MM.  F.  C.  L. 
Donny  et  F.  M.  L.  Donny  (S.  vorher.). — p.  413.  Sur  la  de- 
composition electro -chimique  par  des  voltametres  differents;  par 
M.  Maas  (S.  vorher);  — p.  545.  Memoire  sur  la  theorie  des 
rdsidus  quadratiques  par  M.  Schaar.  Rapport  de  M.  Tiramer- 
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raans.  — p.  546.  Sur  un  phänomene  mdtdorologique;  par  M.  Edm. 
de  Sel  ys- Longe  ha m pg.  — 

Tome  XVII.  Ire  Partie.  1850.  p.  3.  Sur  T^Iectricite  atmo- 
spherique;  par  M.  A.  Quetelet.  — p.  13.  Sur  le  nain  Jean 
Hannema,  dit  I’amirai  Tromp;  par  M.  A Quetelet..  — p.  134. 
Sur  les  points  focaux  de  1’ellipse ; par  M.  le  capitaine  Liagre. 

In  diesem  Aufsatze  diseutirt  der  Herr  Vf.  den  folgenden  von  ihm 
aufgestellten  Satz : 

„II  existe  sur  le  grand  axe  de  l’ellipse  un  nombre  infini  de 
points,  situes  deux  a deux  ä egale  distance  du  centre,  et  tels, 

3ue  les  rayons  vecteurs  menes  de  chaque  couple  ä un  meme  point 
e la  courbe,  sont  lies  entre  eux  par  une  relation  »ndependante 
de  la  position  de  ce  point.“ 

„Les  abscisses  de  ces  points  focaux  sont  de  la  lorme 

VI  — i yin  • » » 

— 2/i-ä  »ombre  n pouvant  recevoir  toutes  les  valeurs 

entieres  et  positives,  depuis  zero  jusqu’a  Tinfini“  wo  unter  a und 
b die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  verstanden  werden.  Es  scheint 
dieser  Gegenstand  nicht  uninteressant  zu  sein,  und  wohl  eine  noch 
weitere  Untersuchung  zu  verdienen  als  die  von  dem  geehrten 
Herrn  Verf.  hier  mitgetheilte  im  Ganzen  nur  kurze  Betrachtung 
giebt.  — p.  216.  Note  sur  les  tremblements  de  terre,  ressentis  en 
1849,  par  M.  Alexis  Perrey.  p.  225.  Supplement  aux  notes 
sur  les  tremblements  de  terre  ressentis  en  1847  et  1848.  — p.  328. 
Sur  les  variations  de  pression  atmospherique  et  de  temperature, 
ä la  fin  de  janvier  et  au  commencement  de  fevrier  1850.  Lettre 
de  M.  A.  Perrey.  — p.  344.  Sur  un  nain  beige.  Note  commun- 
quee  par  M.  Quetelet.  — Notice  sur  une  formule  pour  calculer 
lelasticite  de  la  vapeur  d’eau,  par  M.  Henri  Bruckner,  d’Aix-  ' 
la  Chapelle.  Die  auf  diese  Werse  Gberschriebene  Abhandlung 
enthält  aber  auch  noch  verschiedene  arithmetische  Bemerkungen 
über  die  Verwandlung  der  W7urzeln  in  Ketten brüche,  die  Loga- 
rithmen und  die  Reihen.  Wenn  man. 
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setzt,  so  »st  nach  dein  Herrn  Verf. : 
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{am  + 6)»s=o*f 
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C + 


1 

D -f-  etc. 


ß.  424.  Sur  les  variatiorrs  annuelles  du  magnetisme  terrestre  ä 
ruxelles;  par  M.  Quetelet.  — p.  425.  Sur  les  telegraphes 
electritjues ; par  M.  Quetelet.  — 

Ausserdem  enthalten  diese  beiden  Bände  noch  viele  andere 
interessante  Mittheilungen,  namentlich  meteorologischen  Inhalts. 


Subscriptions  - Anzeige. 

• % 

Bei  A.  C.  Kronberger,  Buchhändler  in  Prag,  und  J.-F. 
Gress,  Buchhändler  in  Wien,  wird  auf  folgendes  Werk  Sub- 
scription angenommen : 

Tafel  siebenstelliger  Logarithmen  der  Sinus  und 
Tangenten  für  jede  Secunde  des  Quadranten.  Heraus- 
gegeben von  Jakob  Phil.  Kulik,  ordentlichem  Profes- 
sor der  hohem  Mathematik  zu  Prag.  Erste  auf  dem 
Continente  von  Europa  veranstaltete  Ausgabe. 

Welchem  Mathematiker  ist  es  unbekannt,  wie  lästig,  zeitrau- 
bend und  ungenau  die  Interpolationen  werden,  wenn  mittelst  der 
gewöhnlichen  Tafeln,  welche  nach  Minuten  fortlaufen,  die  einem 
gegebenen  Winkel  zugehörige  trigonometrische  Function,  oder 
umgekehrt,  zu  dieser  der  correspondirende  Winkel,  oder  endlich, 
wenn  beim  Uebergange  von  einer  trigonometrischen  Function  zur 
andern , diese  mit  der  erforderlichen  Schärfe  bestimmt  werden  soll. 

' Ein  anderer  Nachtheil  der  gewöhnlichen  Tafeln  ist  noch,  dass 
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die  natürlichen  Logarithmen  der  Functionen,  welche  aus  dem  log. 
cosa?  hergeleitet  werden,  sich  mittelst  derselben  auf  keine  be- 
friedigende Weise  berechnen  lassen.  Allen  diesen  Unzukömm- 
lichkeiten wird  aber  durch  dieses  Werk,  welches  sowohl  für  jede 
Secunde  des  Quadranten  die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tan- 
genten, als  auch  in  den  ersten  18  Graden  die  Cosinus  in  mehr 
als  7 Decimalsteilen  liefert,  abgeholfen. 

Bedingungen  der  Herausgabe. 

Dieses  aus  96  Druckbogen  bestehende  Werk  erschein  t nur,  wenn 
sich  eine  rege  Th  eil  nah  me  unter  den  deutschen  Mathematikern 
dafür  ausspricht.  Das  Ganze  wird  aus  6 Lieferungen  besteheu,  und 
der  Ladenpreis  jeder  einzelnen  Lieferung  bei  den  jetzigen  hohen 
Preisen  des  Papieres,  Satzes  und  Druckes  nur  auf  1 Thaler  ge- 
stellt werden;  hiedurch  erhält  der  Abnehmer  das  Werk  um  6 Tha* 
ler  in  die  Hände,  während  die  Shoriredes chen  Tafeln  in  Edin- 
burg  hier  über  oö  Thaler  kosten,  und  dabei  mit  so  kleinen  Typen 
gedruckt  sind,  dass  sie  unausbleiblich  auch  die  besten  Augen  zu 
Grunde  richten  müssen.  ♦ 

Sobald  der  erforderliche  Aufwand  zur  Herausgabe  des  Werkes 
durch  Subscription  gedeckt  sein  wird,  nimmt  der  Druck  seinen 
Anfang,  und  wird  ohne  Unterbrechung  durch  2 Jahre  fortgesetzt 
und  beendigt.  Für  durchaus  reinen  correcten  Druck  mit  neuen 
Lettern  auf  gutem  festen  Papier  wird  gesorgt.  Beim  Erscheinen 
der  ersten  Lieferung  wird  auch  die  letzte  berechnet,  und  es  wer- 
den ausser  den  bestellten  Exemplaren  nur  so  viele  abgezogen,  als 
zur  Deckung  der  allenfalls  sich  ergebenden  Defecte  erfordert  wer- 
den. Jede  Buchhandlung  Deutschlands  nimmt  Subscription  an. 
Die  Namen  der  p.  t.  Herren  Subscribenten , welche  dieselben  deut- 
lich geschrieben  mittheilen  wollen,  werden  dem  Werke  vorgedruf  kt. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

Ich  mache  auf  diese  Tafeln  alle  Mathematiker  aufmerksam, 
und  die  grosse  Wichtigkeit  einer  durch  die  einzelnen  Secunden 
des  Quadranten  fortschreitenden  Tafel  leuchtet  wohl  von  selbst 
ein , da  das  Interpolen  doch  immer  eine  sehr  lästige  Arbeit  ist 
und  die  Rechnungen  erschwert.  Ich  wünsche  daher  sehr,  dass 
dieses  Unternehmen  des  geehrten,  durch  andere  ähnliche  Unter- 
nehmungen schon  hinreichend  bekannten  Herrn  Vfs.,  recht  rege 
Theilnahme  unter  den  Mathematikern  finden  möge.  G. 
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literarischer  Bericht. 

/ . 

€Ke  o «]  ii  s i e. 

Cours  de  Topographie  et  de  Geodesiefait  ä I’ecqle 
d’application  du  corps  d’etat  major.  ParJ.  F.  Salneuve, 
Chef  d’escadron  d’etat  major.  Seeon  de  edition.  Pa- 
ris. 1850.  3 Th  Ir.  10  Sgr.  8. 

Sind  wir  auch  nicht  gerade  der  Meinung,  dass  dieses  Werk 
besondere  Vorzüge  vor  unsern  bekannten  deutschen  Werken  der- 
selben Gattung  hat,  so  glauben  wir  doch  die  Leser  des  Archivs 
auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen,  weil  es  in  Frank- 
reich sehr  beliebt  zu  sein  scheint,  und  allerdings  eine  ziemlich 
vollständige  Darstellung  der  niedern  und  hohem  Geodäsie  liefert. 
Ausserdem  findet  man  in  demselben  auch  manche  in , Deutschland 
noch  unbekannte  Instrumente  beschrieben,  z.  B.  einige  Distanz- 
messer, die  wohl  einige  Beachtung  verdienen  dürften,  und  gross* 
tentheils  von  einem  geschickten  hohem  piemontesischen  Offizier. 
Herrn  Porro,  angegeben  worden  sind,  von  dem  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  sagt:  „qui,  ä une  profonde  instruction,  joint  une  sa- 
gacite  merveilleuse  däns  l’application  des  principes  d’optique, 

3u’il  possede  si  bien.  On  lira  surtout  avec  interet,  je  pense,  la 
escription  de  sa  lunette  anallatique,  de  sa  longue-vue 
cornet,  et,  surtout,  de  l’appareil  propre  ä .mesurer  les  bases“  v 
über  welchen  letzteren  eine  Commission  der  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Paris,  bestehend  aus  den  Herren  Binet,  Faye 
und  Largeteau,  einen  sehr  günstigen  Bericht  erstattet  hat.  Der 
Inhalt  der  einzelnen  Kapitel  Üieses  allerdings  in  mancher  Bezie- 
hung zu  empfehlenden  Buchs  im  Allgemeinen  ist  folgender. 

Livre  I.  und  Livre  H.  Diese  zwei  ersten  Bücher  enthal- 
ten eine  ziemlich  vollständige  Darstellung  der  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie,  selbst  auch  den  Binomischen  Lehrsatz, 
und  hätten  ganz  wegbleiben  sollen.  — Livre  III.  Topogra- 
phie. Chap.  I.  Notions  generales.  Chap.  II.  Canevastopographi- 
que.  Chap.  III.  Differens  modes  de  lever.  Instruments  propres 
ä mesurer  "les  angles.  Chap.  IV.  Instruments  employes  ä la 
mesure  des  distanees.  Chap.  V.  Levees  au  goniometre  et  ä la 
chaine.  Chap.  VI.  Levees  ä la  Chaine,  alignemenfs,  transver- 
sales. Chap.  VII.  Instruments  ä rdflexion.  Chap.  VIII.  En- 

Uaml  XVI.  63 
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semble  des  op^rations  d’une  levee  relatives  ä la  planimetrie,  en 
combinant  tous  les  proeed&s  decrits  isolement.  Chap.  IX.  Nivel- 
lement. Chap.  X.  Nivellement  topographique  et  figurd  du  ter- 
rain.  Chap.  XI.  Du  dessin  des  cartes  topographiques.  Chap. 
XII.  Levees  militaires.  Chap.  XIII.  Plans  cotes.  Chap.  XIV. 
Copie  et  reduction  des  eartes  et  plans.  Chap.  XV.  Conipas  de 
Proportion.  Chap.  XVI.  Emploi  de  la  boussole  et  de  l’ecli- 
metre  ä la  perspective.  — -Livre  IV.  Optique.  Dieses  Buch 
enthält  eine  für  den  Zweck  des  Werks  sehr  vollständige  Abhand- 
lung über  Optik  , worin  sich  manches  Bemerkenswerthe 
findet,  z.  B.  die  lunette  anallatiuue  de  M.  Porro.  — Livre  V. 
Geodesie.  Chap.  I.  Ensemble  des  operations  geodesiques. 
Chap.  II.  Mesures  des  bases  (p.  350.  Appareil  nouveau  pour 
mesurer  les  bases  geodesiques  par  M.  Porro.  Chap.  III.  Me- 
sures des  angles  et  description  des  instruments  qui  y sont  con- 
sacres.  Chan.  IV.  Calculs  reiatifs  ä la  resolution  des  triangles. 
Chap.  V.  Calculs  des  coordonnees  des  points.  Chap.  VI.  No- 
tions de  Geometrie  analytique,  indispensables  ä l’intelligence  des 
formules  de  latitude.  (Hätte  auch  wegbleiben  können.)  Chap. 
VII.  Expression  analytique  de  quelques  lignes  remarquables  an 
spheroide  terrestre.  Chan.  VIII.  Formules  de  latitude,  longi- 
tude  et  azimut.  Chap.  Iä.  Nivellement  geod^sique  et  barome- 
trique.  Chap.  X.  Projections.  — Livre  VI.  O b s er vations 
et  calculs  astron  omi  ques.  Chap.  I.  Notions  preliminaires. 
Chap.  II.  Precession,  nutation,  aberration,  parallaxe,  refraction. 
Chap.  III.  Marche  d’une  pendule,  latitude  et  longitude  d’un 
point;  azimut  d’un  cote.  — Suite  de  iableaux  1°.  a l’in- 
scription  des  angles  observds  et  des  elements  de  re- 
duction, ainsi  qu’aux  differents  calculs  geodesiques; 
2°  aux  calculs  astron omiques. 

i 


Astronomie. 

Schumachers  Tod. 

Es  ist  dem  Herzen  des  Herausgebers  des  Archivs  Bedürfniss, 
seinen  Lesern  das  Hinscheiden  eines  Mannes  anzuzeigen,  welchem 
er,  so  lange  er  das  Glück  hatte,  mit  ihm  in  wissenschaftlichem 
Verkehr  zu  stehen,  die  höchste  Achtung  gezollt  hat,  eine  Achtung, 
die  nie  durch  etwas  getrübt  worden  ist,  und  auch  über  das  Grab 
hinüber  dauern  wird,  so  lange  das  Herz  des  Herausgebers  des 
Archivs  noch  schlagen  wird.  Heinrich  Christian  Schuma- 
cher ist  nicht  mehr!  Seine  Verdienste  um  die  Wissenschaft 
zu  würdigen,  kann  hier  nicht  der  Ort  sein.  Sie  sind  der  Welt 
bekannt.  Aber  eine  kurze  Skizze  seiner  äusseren  Lebensumstände 
wird  und  muss  bei  so  hohem  Verdienst  den  Lesern  des  Archivs 
lehrreich  und  interessant  sein.  Ich  stehe  daher  nicht  an,  einen 
solchen  kurzen  Abriss  dieses  thätigen  und  erfolgreichen  Lebens 
aus  der  neuesten  Nummer  von  Jahn’s  Unterhaltungen  für 
Dilettanten  und  Freunde  der  Astronomie,  Geographie 
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und  Meteorologie.  1851.  Nr.  11.,  die  mir  vorliegt,  zu  entneh- 
itien,  deren  historische  Richtigkeit  keinen  Zweifel  lässt,  da  sie 
von  einem  Manne  , Herrn  Üoetor  Petersen  in  Altona,  herrührt, 
der  dem  Dahingeschiedenen  sehr  nahe  stand.  Herr  Doctor  Jahn 
hat  übrigens  schon  in  Nr»  3.  4.  5.  1851.  seiner  genannten  Zeit- 
schrift eine  ausführlichere  Darstellung  von  Schumachers  Leben 
geliefert,  die  zugleich  auch  die  wissenschaftlichen  Verdienste  des 
Verstorbenen  genauer  in’s  Auge  fasst,  und  auf  die  ich  daher  in 
dieser  Beziehung  die  Leser  verweise. 

? • ' . . ■ • 1 ■ . • G.  « 

j9N(j  fl  • - 

S&iQ  • « v > . t • * 

Heinrich  Christian  Schumacher*) 

ist  in  dem  Flecken  Bramstedt  in  Holstein  den  3.  Septbr.  1780 
geboren.  Sein  Vater,  der  königl.  dänische  Conferenzratn  Andreas 
Schumacher,  dessen  Vorältern  im  16.  Jahrhundert  aus  Westpha- 
len  nach  Dänemark  gekommeu  waren,  und  von  welchen  der  be- 
rühmte Griffenfeldt  abstanimte,  war  in  jüngern  Jahren  bei  der  dä- 
nischen Gesandtschaft  in  St.  Petersburg  angestellt,  erhielt  später 
eine  Anstellung  unter  König  Christian  VII.  in  Kopenhagen,  wurde 
hierauf  Kirchspielvogt  in  Bramstedt,  wo  H.  C.  Schumacher  gebo- 
ren wurde,  und  zuletzt  Amtmann  in  Segeberg,  wo  ihm  ein  zweiter 
Sohn,  AndreasAnton  FriedrichSchumacher  imJahreil782geboren  ward. 
Er  starb  hier,  den  2.  Januar  1790,  innigst  betrauert  wegen  seines 
vortrefflichen  Charakters  und  seines  seltenen  Verstandes,  von  Allen, 
die  ihn  kannten.  Die  Mutter  unseres  Schumachers  war  Sophie 
Hedwig  geb.  Weddy,  verwittwete  Hofräthin  Büsching,  Schwäge- 
rin des  berühmten  Geographen  Büsching.  Sie  starb  am  30.  Öc- 
tober  1822  in  Altona,  wo  auf  dem  Kirchhofe  zum  heiligen  Geist 
jetzt  der  Sohn  neben  ihr  in  Frieden  ruht. 


H.  C.  Schumacher  und  sein  Bruder,  die  'einzigen  Kinder 
dieser  Ehe,  wurden,  so  lange  der  Vater  lebte,  unter  seiner  Lei- 
tung von  einem  Hauslehrer  unterrichtet.  Da  aber  die  schwächli- 
che Gesundheit  des  Vaters  diesen  nicht  hoffen  liess,  seine  hoff- 
nungsvollen Söhne  erwachsen  zu  sehen,  so  empfahl  er  sie  der 
Huld  des  damaligen  Kronprinzen,  spätem  Königs  FriedrichVI.,der  ihn 
liebte  und  schätzte,  hoffend,  sie  würden  einst  dem  Vaterlande 
Ehre  machein  Wie  beide  diese  Hoffnung  erfüllt  haben,  ist  hin- 
länglich bekannt,  auch  blieb  der  gütige  Monarch  ihnen  stets  nicht 
nur  Beschützer,  sondern  atfeh  Freund. 

Als  der  Vater  starb,  war  der  nachherige  Pastor  in  Preetz, 
Dörfer,  rühmlichst  bekannt  durch  seine  Topographie  von  Schles- 
wig und  Holstein,  der  Lehrer  der  beiden  Söhne,  mit  welchen 
bald  darauf  die  Mutter  nach  Altona  zog.  Hier  besuchten  Beide 
das  Gymnasium  und  genossen  zugleich  Dörfer’s  Unterricht,  der 
inzwischen  Prediger  bei  der  heil.  Geist -Kirche  geworden  w*ar, 
und  dessen  Andenken  ihnen  stets  in  dankbarer  Erinnerung  blieb. 

*)  Von  Herrn  Dr.  Petersen  in  Altona  an  uns  mit  der  Bitte  um 
Aufnahme  eingesendet.  Diesem  geehrten  Herrn  dafür  ergebenst  dankend, 
bemerken  wir,  dass  wir  aus  diesen  sehr  schätzbaren  Mittheilungen , um 
Wiederholungen  zu  vermeiden,  nur  das  weggelassen  haben,  was  bereits 
S.  17  ff.  vorkomnit.  Die  Red.  (der  astronom.  Unterhaltungen.) 
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Schon  als  Knabe  zeigte  Schumacher  eine  besondere  Vor- 
liebe für  Mathematik;  er  verfertigte  sich  hölzerne  Uhren  und 
Instrumente,  mit  denen  er  Beobachtungen  anstellte.  Da  er  als 
Knabe  schwächlich  war  und  der  Arzt  es  für  höchst  nöthig  hielt, 
dass  er  einige  Zeit  seinen  Schulfleiss  einstelle  und  die  Landluft 
geniesse,  so  brachte  seine  Mutter  ihn  nach  einem  ihr  befreun- 
deten Prediger  auf  dem  Lande , wo  er  sehr  gern  war.  Nachdem 
er  hier  einige  Wochen  froh  verlebt  hatte,  erhielt  er  die  Nachrfcht 
von  seiner  Mutter,  dass  sie  das  so  sehr  gewünschte  Buch,  Wolfs 
Mathematik,  für  ihn  gekauft  habe,  und  nun  liess  er  ihr  keine 
Kühe  mehr,  bis  sie  ihm  erlaubte,  zurück  zu  seinen  Studien  zu 
kehren.  Durch  Hilfe  dieses  Buches  brachte  er  es  nun  bald  sehr 
weit  in  der  Mathematik,  so  wie  er  überhaupt  seinen  grossen 
Keichthum  an  Kenntnissen,  auch  namentlich  sowohl  in  den  alten, 
als  in  vielen  der  neuern  Sprachen,  seinem  angestrengten  Fleisse 
und  dem  Selbststudium  verdankte. 

Er  studirte  in  Kiel  und  Göttingen  Jurisprudenz,  beschäftigte 
sich  aber  nebenher  lleissig  mit  Mathematik.  Von  der  Universität 
brachte  er  die  musterhaftesten  Zeugnisse  der  Professoren  mit, 
die  seinen  Fleiss,  seine  Kenntnisse  und  seinen  reinen  Lebens- 
wandel rühmlichst  hervorhoben.  Im  Jahr  1800  promovirte  er  in 
Göttingen  zum  Doctor  der  Rechte.  Hierauf  verlebte  er  einige 
Jahre  in  Liefland  als  Hauslehrer.  Von  dort  zurückgekehrt,  hatte 
er  das  Glück  dem  Curator  der  Universität  in  Kiel,  Grafen  v.  Re- 
ventlow,  bekannt  zu  werden,  durch  dessen  Einfluss  es  ihm  mög- 
lich wurde,  sich  nun  ganz  der  Mathematik  und  Astronomie  zu 
widmen,  und  einige  Jahre  bei  dem  berühmten  Gauss  in  Göttingen 
zuzubringen,  der  bald  in, ihm  den  Geistesverwandten  erkannte,  und 
ihm  Freund  ward,  welches  Bündniss  nur  der  Tod  für  diese 
Welt  löste. 

Im  Jahre  1810  oder  1811  w’urde  er  zum  ausserordentlichen 
Professor  der  Astronomie  in  Kopenhagen  ernannt,  als  noch  der 
Conferenzrath  Bugge  daselbst  Director  der  Sternwarte  war,  folgte 
aber  1812  mit  Erlaubniss  seines  Königs  und  unter  der  Bedingung, 
nach  dem  etwaigen  Ableben  Bugge’s  nach  Kopenhagen  zurück 
zu  kehren,  einem  sehr  vorteilhaften  Rufe  als  Director  der  Mann- 
heimer Sternwarte,  wozu  ihn  sowohl  der  Wunsch,  allein  einer 
Sternwarte  vorzustehen,  bestimmte,  als  auch  der  Rath  eines  hoch- 

festellten  Beschützers  und  Freundes,  mit  dem  er  bis  zu  dessen 
ode  stets  in  freundschaftlichem  Briefwechsel  stand. 

So  trat  er  im  Herbste  1813  die  Stelle  als  Director  der  Stern- 
warte in  Mannheim  an,  verheirathete  sich  aber  vorher  mit  seiner 
jetzt  um  ihn  trauernden  Wittvve,  Christine  Magdalene  geb.  v. 
Schoon,  mit  welcher  er  in  einer  höchst  glücklichen  Ehe  lebte  und 
mit  7 Kindern,  4 Söhnen  und  3 Töchtern,  gesegnet  wurde,  von 
welchen  ihm  der  jüngste  und  älteste  Sohn  bereits  in  die  Ewig- 
keit vorangegangen  waren.  Schon  1%  Jahr  hierauf  starb  Bug  ge> 
und  nachdem  er  im  Februar  1815  in  Wien  bei  dem  Könige  von 
Dänemark,  der  damals  des  Congresses  wegen  sich  dort  aufhielt 
(Schumacher  traf  dort  auch  seinen  geliebten  Bruder,  der  Adjutant 
des  Königs  war),  gewesen,  um  ihm  wegen  seiner  zukünftigen  Stel- 
lung in  Kopenhagen  einen  Vortrag  zu  machen,  trat  er  seine  Stelle 
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als  ordentlicher  Prof,  der  Astronomie  und  Director  der  Stern- 
warte dort  an.  Erhielt  seine  Vorlesungen  in  lateinischer  Sprache. 


Er  war  mit  allen  bedeutenden  Gelehrten  befreundet  und  mit 
den  meisten  auch  persönlich  bekannt,  welche  Bekanntschaften 
er  theils  zu  Hause  bei  sich,  theils  auf  seinen  wissenschaftlichen 
Reisen  gemacht  hatte;  so  z.  B.  auf  der  Reise  nach  Frankreich 
und  England  im  Jahre  1819.  Fernere  Reisen  unternahm  er  1826 
nach  Müncheii,  1834  nach  Berlin,  um  Bessel  und  Encke  zu  be- 
suchen  Ausserdem  machte  er  jährlich  eine  Reise  nach  Ko- 

penhagen und,  so  lange  Olbers  lebte,  auch  nach  Bremen.  Unter 
seiner  Anleitung  haben  sich  für  die  Astronomie  und  Mathematik 

«anz  gebildet:  die  Herrn  Gunlaa,  Lehrer  auf  Island,  Nissen, 
leichgraf  in  Tondern,  Hofrath  Hansen,  Director  der  Sternwarte 
in  Gotha,  Hofrath  Claussen,  Observator  der  Sternwarte  in  Dorpat, 
Dr.  Peters,  Prof,  der  Astronomie  in  Königsberg  und  Dr.  Peter- 
sen  seit  1827  sein  Gehilfe  bei  der  Sternwarte  in  Altona.  Ausser- 
dem haben  sich  kürzere  Zeit  in  Altona  aufgehalten,  um  sich  un- 
ter seiner  Aufsicht  im  Beobachten  zu  üben,  die  Herren  Professo- 
ren und  jetzt  Directoren  von  Sternwarten:  Olufsen  in  Kopenha- 

fen,  Selander  in  Stockholm,  Svanberg  in  Upsala,  v.  Fuss  in 
Vilna,  Agaardh  in  Lund,  Dr.  Gould  zu  Cambridge  in  Nord- 
amerika, und  in  den  letzten*  Jahren  sein  Sohn  Richard  Schumacher, 
Dr.  Olde,  A.  Sonntag  und  A.  Quirling. 


Welche  Fähigkeiten  er  hierdurch  der  Astronomie  zugeführt 
hat,  ist  zu  bekannt,  als  dass  es  hier  näher  aus  einander  gesetzt 
zu  werden  brauchte;  eben  so  was  er  selbst  für  seine  Wissen- 
schaft. gethan.  ....  Andere  bedeutende  Arbeiten,  welche  noch 
nicht  oder  nicht  vollständig  publicirt  sind,  jetzt  aber  hoffentlich 
bald  der  Oeffentlichkeit  werden  übergeben  werden,  sind:  Die 
Arbeiten  an  der  dänischen  Gradmessung,  die  Bestimmung  der 
Länge  des  einfachen  Pendels  durch  Beobachtungen  auf  Gülden- 
stem 1829  und  1830,  seine  Gewichtsbestimmungen,  die  von  ihm 
veranstalteten  Chronometer -Reisen  zwischen  Altona  und  Lübeck. 
Ausserdem  liegen  viele  Reihen  von  astronomischen  Beobachtun- 
gen von  ihm  vor. 


So  hoch  er  als  Gelehrter  stand , so  hoch  stand  er  auch  als 
Mensch.  Er  war  der  liebenswürdigste  und  nachsichtsvollste  Gatte 
und  Vater.  In  Gesellschaften  war  er  stets  heiter  und  munter, 
und  wo  er  nur  Jemandem  helfen  konnte,  scheute  er  keine  Mühe 
und  selbst  kein  Opfer  von  seiner  Seite,  vorzüglich,  w’enn  er  sich 
davon  Erfolg  für  den,  dem  er  helfen  wollte,  versprach.  Er  konnte 
mit  der  grössten  Geduld  und  ohne  Miene  des  Missmuths  dabei 
zu  zeigen,  selbst  wenn  er  mit  Arbeiten  überhäuft  war,  die  unbe- 
deutendsten und  langweiligsten  Erörterungen  anhören,  und  fand 
immer  nachher  Zeit,  das  Versäumte  nachzuholen.  Er  wurde  von 
Allen,  die  ihn  näher  kannten,  verehrt  und  geliebt,  und  sein  An- 
denken wird  ihnen  stets  unvergesslich  bleiben. 


Ueber  die  näheren  Umstände  seines  Todes  giebt  uns  die  mit 
einem  schwarzen  Rande  umgebene  Nr.  744.  der  astronomischen 
Nachrichten  die  folgende  Nachricht: 

Am  28sten  December  1859,  Vormittags  liy2  Uhr,  entschlief 
sanft  und  ruhig,  unter  den  Erscheinungen  einer  Lungenlähmung, 
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Heinrich  Christian  Schumacher,  in  seinem  am  3ten 
Septbr.  angefangenen  71sten  Lebensjahre.  Schon  ein  halbes  Jahr 
vor  seinem  Ende  glaubte  er  eine  merkliche  Abnahme  seiner 
Kräfte  zu  verspüren,  und  wiederholt  sagte  er  seinen  Tod  mit  dem 
Ausgange  des  Jahres  voraus.  Leberbeschwerden  bildeten  die  ob- 
jektiven Manifestationen  seiner  kranken  Gefühle.  Sie  waren  ohne 
Zweifel,  nach  der  Ansicht  seines  vieljährigen  befreundeten  Arztes, 
Folgen  seines  Stubenlebens,  aber  auch  nicht  ausser  Beziehung 
zu  den  Zeitverhältnissen.  In  den  letzten  Tagen  des  Novembers 
nahmen  sie  einen  acuten  Verlauf,  konnten  dieses  Mal  nicht, 
wie*  es  in  den  letzten  Jahren  glücklicher  Weise  mehrfach  der 
Fall  gewesen  war,  durch  einen,  leider  zu  kurzen  und  uuvollstän* 
digen  Podagraanfall  hinlänglich  abgeleitet  werden,  und  führten 
nach  vielen  Schmerzen  und  Beschwerden,  welche  der  Leidende 
mit  unübertroffener  Geduld  und  Fassung  ruhig  und  gelassen  er- 
trug, den  traurigen  Ausgang  herbei. 

Er  wurde  w ährend  seiner  schweren  Krankheit  mit  der  seltensten 
Liebe  und  Sorgfalt  von  seiner  nun  trauernden  Frau  lind  ältesten  * 
Tochter,  Sophie,  gepflegt.  Sein  Geist  blieb  bis  zum  letzten  Au- 
genblicke rege  und  ungeschwächt,  und  noch  am  Abende  vor  sei- 
nem Sterbetage,  da  ich  wie  gewöhnlich  ihm  die  Zeitung  vorlas, 
machte  er  durch  Zeichen  bemerkbar,  welche  Artikel  ihn  vorzüg- 
lich ansprachen,  denn  leider  wurde  ihm,  während  der  letzten 
Hälfte  seines  Schmerzenslagers,  das  Sprechen  sehr  schwer,  und 
machte  jede  directe  Unterhaltung  mit  inm  unmöglich. 

Es  wäre  eine  Vermessenheit,  wollte  ich  hier  auch  nur  ein 
Wort  über  seine  grossen  Verdienste  um  die  Wissenschaften  hin- 
zufügen; sein  Verlust  ist  unersetzlich,  diese  Nachrichten  sind 
sprechende  Thaten. 

Altona  1851.  Januar  5. 

A.  C.  Petersen. 

* 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  vorzüglich  in 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  Ortsbestimmung 
von  Dr.  A.  Saw  itsch,  Professor  der  Astronomie  an  der 
kaiserlichen  Universität  zu  St.’ Petersburg.  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von  Dr.  W.  C.Götze.  iMit  mehre- 
ren im  Originalw erke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiterun- 
gen. Zweiter  Band.  Hamburg.  1851.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  schon  jetzt  den  zweiten  Band  dieses 
vortrefflichen  Werkes,  dessen  ersten  Band  wir  in  Nr.  LIX.  S. 
800.  angezeigt  haben,  den  Lesern  des  Archivs  wiederholt  zur  sorg- 
fältigsten Beachtung  dringend  empfehlen  zu  können.  Was  wir 
über  den  ersten  Band  gesagt  haben,  gilt  auch  ganz  von  dem  vor- 
liegenden zweiten  Bande,  und  Herr  Professor  Sawitsch  hat  sich 
durch  die  Herausgabe  des  nun  in  seiner  Vollendung  vorliegenden 
Werkes  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein 
anderes  Werk  bekannt  ist,  in  welchem  die  neuesten  Beobachtungs- 
und Rechnungsmethoden  so  vollständig  und  deutlich  entwickelt 
wären  wie  in  dem  vorliegenden,  innerhalb  des  Kreises  nämlich, 
den  sich  das  Werk  selbst  gezogen  hat,  indem  es  hauptsächlich 
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die  geographische  Ortsbestimmung  zum  Zweck  hat,  so  dass  es 
also  z.  H.  über  die  Berechnung  der  Planeten-  und  Cometenbahnen 
nichts  enthält,  was  auch  jedenfalls  seinen  Umfang  zu  sehr  ver^ 
grössert  haben  würde.  Eben  so  freudig  wie  das  Verdienst  des 
Herrn  Verfassers  erkennen  wir  aber  auch  wiederholt  das  Verdienst 
des  Herrn  Uebersetzers  an,  was  sich  derselbe  nicht  nur  durch 
die  sehr  gute  Uebertragung  dieses  Werks  ays  dem  Russischen 
in’s  Deutsche  um  unsere  vaterländische  Literatur  insbesondere, 
sondern  auch  in  allgemein  wissenschaftlicher  Beziehung  durch 
manche  eigene  Zusätze  zu  diesem  in  so  vielen  Beziehungen  aus- 
gezeichneten Werke  erw  orben  hat.  Wir  können  nicht  umhin,  dem 
Herrn  Verfasser  und  dein  Herrn  Uebersetzer  aufrichtigst  zu  der 
nunmehrigen  Vollendung  dieses  Werkes  Glück  zu  wünschen,  und 
wrollen  nun  noch  den  Inhalt  des  zweiten  Theils  im  Allgemeinen 

angeben,  so  weit  es  hier  der  Räum  gestattet. 

< < 

S J.  Fünfter  Abschnitt . Von  den  verschiedenen 
Methoden  der  Längenbestimmung.  Dieser  Abschnitt  ge- 
hört natürlich  zu  den  wichtigsten  des  ganzen  Werks,  und  ist 
auch  auf  eine  dieser  grossen  Wichtigkeit  ganz  entsprechende 
Weise  behandelt  worden.  I.  Längenbestimmung  durch  Chrono- 
meterühertragungen  (Hier  auch  z.  B.  von  S.  13.  — S.  16.  „Ueber 
eine  bequeme  Methode  zur  Bestimmung  der  sogenannten  persön- 
lichen Gleichung,  welche  zwischen  verschiedenen  Beobachtern 
stattlinden . kann“).  — II.  Bestimmung  des  Längenunterschiedes 
durch  besondere  momentane  Signale,  und  zwar  entweder  durch 
Pulversignale,  oder  mittelst  electromagnetischer  Telegraphen.  — 
111.  Allgemeine  astronomische  Methode  zur  Längenbestimmung* 
lstens  Berechnung  der  Länge  aus  Mondfinsternissen  und  aus  den. 
Verfinsterungen  der  Jupiterstrabanten.  2teus.  Berechnung  der 
Länge  aus  den  Sonnenfinsternissen  und  aus  den  Bedeckungen  der 
Sterne  und  Planeten  durch  den  Mond.  Man  wird  hier  Alles  linden, 
was  über  diesen  wichtigen  Gegenstand  bis  jetzt  bekannt  und  wirk*« 
lieh  praktisch  anwendbar  ist.  Insbesondere  machen  wir  auch  auf 
die  von  S.  133.  angegebene  Darstellung  der  „Gaussischeo  Methode, 
den  Verlauf  einer  Sonnenfinsterniss  auf  der  Erde  überhaupt  zm 
berechnen“  aufmerksam,  welcher  der  Herr  Uebersetzer  zugleich 
einige  eigne  werfth volle  Zusätze  (Methode  des  Uebersetzers  zur 
Berechnung  des  Anfangs  und  des  Endes  der  Finsterniss,  so  wie 
der  grössten  Phase  ^ mit  Hülfe  der  Gaussischen  Methode., 
Beispiel  dazu)  beigegeben  hat.  Ausserdem  hat  derselbe 
nach  dieser  Methode  die  totale  Sonnenfinsterniss  am  28sten 
Juli  «• 1851.  auf  S.  189.  ff.  berechnet,  und  dadurch  die  prak«* 
tische  Anwendbarkeit  derselben  in  ein  sehr  helles  Licht  ge*« 
setzt.  Auf  S.  133.  wird  gesagt,  dass  diese  Gaussiscne 
Methode  zuerst  in  der  Dissertation  des  Herrn  G.  F.  Ursin:  De 
e c l i p s i s o I a r i die  7.  Septem bris  1820.  a p p a r i t u r a.  H a f - 
niae  1820.  näher  erläutert  worden  sei.  Die  Methode  kann  mit 
' dem  Namen  einer  Projectionsmethode  belegt  werden,  und  als 
Projectionsebene  wird  (S.  133.)  die  Ebene  angenommen,  welche, 
senkrecht  auf  der  Linie  zwischen  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 
und  der  Erde  steht  und  in  der  Nähe  der  Conjunction  des  Mondes 
mit  der  Sonne  durch  den  Mittelpunkt  des  Mondes  geht.  Vielleicht 
dürfte  es  angemessen  sein,  bei  dieser  Gelegenheit  an  eine  schon 
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im  Jahre  1812.  erschienene  Dissertation  des  Herrn  Professors 
Gerling  in  Marburg  zu  erinnern,  welche  den  Titel  hat:  Me- 
thodi  projectionis  orthographicae  usum  ad  calcufos 
p aral lactico s facilitandos  explicavit  simulque  eclip- 
8in  solarem  die  VII.  Septbr.  1820.  apparituram  hoc 
modo  tractatam  mappaque  geographica  illustratam 
tanquam  exempjum  exposuit  Christianus  Ludovicus 
Gerling.  Gotti  ngae.  1812.  4.  In  dieser  Dissertation  sagt 
der  Herr  Vf.  über  die  angenommene  Projectionsebene  auf  p.  2.: 
„Quanquam  vero  ipsa  haec  projectionis  methodus  ab  aliis  aliter 
tractetur,  ut  postea  videbimus,  tarnen  inter  omnes  convenit  ununi 
idemque  planum  eligere,  ad  quod  omnia  puocta  in  hac  quaestione 
obvia  perpendiculisderaissis  referantur,  plamfm  puta,  in  lineam  re- 
ctam  lixae  occultae  vel  solis  eclipsin  aut  transitum  patientis  een- 
trum  cum  terrae  centro  jun^entem,  perpendiculare.  ln  sequentibus 
vero  patebit,  ex  innumeris  lis  planis,  quae  huic  conditioni  satis- 
faciunt,  optime  id  eligi,  quod  ipsum  lunae  vei  planetae  solis  discum 
transmigrantis  centrum  transiens,  corporum  tiorum  orbitas  curvi* 
lineas  ita  sequatur,  ut  semper  sibi  ipsi  paralleluni  moveatur“  — 

- Die  Methode  der  Längenbestimmung  durch  Mondsculminationen 
hat  in  dieser  Nr.  III  des  fünften  Abschnitts  auch  eine  Stelle  ge- 
funden, und  man  findet  hier  eine  sehr  deutliche  Darstellung  der 
betreffenden  Methoden  von  Nicolai,  Struve,  u.  s.  w.  — Sechster 
Ab  schnitt.  Von  der  Berechnung  trigonometrischer 
Messungen.  Ausser  den  gewöhnlicheren  Methoden  hauptsäch- 
lich die  Methoden  vonBessel  und  Gauss,  Reduction  des  sphä- 
rischen Excesses,  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der  Erde, 
deren  geographische  Lage  gegeben  ist.  u.  s.  w.  — Erster  An- 
hang. Beschreibung  und  G ebr  auch  des  Spigels ex  tau- 
ten. Sehr  ausführlich,  deutlich  und  praktisch.  Hierin  verschie- 
dene Methoden  der  Breiten  - und  Längenbestimmung,  bei  denen  der 
Spiegelsextant  hauptsächlich  Anwendung  findet.  Correspondirende 
Höhen.  Circummeridian-  Höhen.  Zwei  ausserhalb  des  Meridians 
gemessene  Höhen.  Gaussische  Methode  die  Polhohe,  die 
Uhrcorrection  und  den  Fehler  des  Instrumentes  aus  den  Zeiten 
abzuleiten,  wo  drei  verschiedene  Sterne  einerlei  Höhe  erreichen. 
Knorre’s  allgemeine  Auflösung  dieses  Problems,  sowohl  für  den 
Fall,  dass  nur  drei  Sterne  beobachtet  wurden , als  auch  für  jede 
beliebige  Anzahl  von  Sternen  (Herr  Professor  An ger  in  Danzig 
hat  in  den  Schriften  der  dortigen  naturforschenden  Gesellschaft 
auch  eine  Auflösung  dieses  Problems  gegeben,  wo,  so  viel  uns 
jetzt  erinnerlich  ist,  auch  schon  der  Fall  einer  grösseren  Anzahl 
von  Sternen  ausführliche  Berücksichtigung  gefunden  hat.).  Be- 
stimmung des  Azimuths  terrestrischer  Gegenstände  mittelst  des 
Spiegelsextanten.  Bestimmung  der  geographischen  Länge  durch 
Monddistanzen.  Borda’s,  Bessels  Methoden  u.  s.  w.  Zweiter 
Anhang.  Von  der  Interpolation.  Alles  praktisch  Wichtige 
enthaltend.  x 

Man  wird  aus  dieser  Inhaltsangabe,  in  welcher  der  Beschränkt- 
heit des  Raumes  wegen  bei  Weitem  nicht  alles  Wichtige  Platz 
finden  konnte,  gewiss  die  Reichhaltigkeit  dieses  Werks  erkennen, 
und  unser  Urtheil  gerechtfertigt  finden,  dass  dieses  Werk  in  dem 
Kreise,  welchen  es  sich  seihst  gezogen  hat,  die  vollständigste 
Bearbeitung  der  praktischen  Astronomie  liefert,  welche  wir  bis 
jetzt  besitzen. 
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Mechanik. 

De r Attractio n scalcül.  Eine  Monographie  von  Dr. 
Oskar  Schlömilch,  Prof,  der  höheren  Matnematik  und 
der  analytischen  Mechanik  an  der  K.  Sächs.  techn. 
ßi I dungsanstalt  zu  Dresden.  Mit  einer  Figuren tafel. 
Halle.  Druck  und  Verlag  von  W.  Schmidt.  1851.  — 
58.  S.  in  Octav. 

. i 

(Angezeigt  vom  Herrn  Professor  Dr.  Möbius  in  Leipzig.) 

Eine  mit  der  an  ihrem  Verfasser  gewohnten  Klarheit  und 
Schärfe  geschriebene  Abhandlung.  Sie  zerfällt  in  zehn  Paragra- 
phen: §.  1.  Allgemeine  Begriffe  und  Formeln;  §.  2.  Anziehung 
sehr  weit  von  einander  entfernter  Massen ; §.  3.  Anziehung  des 
abgestumpften  Kegels;  §.  4.  Anziehung  der  Kugel  und  Kugelsehaale. 
Der  übrige  Theil  der  Schrift  behandelt  das  so  vielseitig  schon 
in  Angriff  genommene  Problem  der  Attraction  eines  Eliipsoids: 
5.  Anziehung  des  homogenen  dreiachsigen  Eliipsoids;  §.  ö.  For- 
meln für  das  Rotationsellipsoid ; §.  7.  Das  Reductionstheorem  von 
Ivory.  Der  in  diesen  §§.  vom  Verf.  eingeschlagene  Weg  ist  deraje- , 
nigen  ähnlich,  welchen  coisson  in  seinem  Tratte  de  Mecanique,  2. 
edit.,  Tome  I.  Seite  185.  und  folg,  genommen,  nur  dass  H.  Schl, 
den  Gegenstand  auf  eine  für  den  Anfänger  fasslichere  WVise 
darzustellen  und  die  Schlüsse  hier  und  da  schärfer  zu  begründen 
sucht. 

ln  den  drei  noch  übrigen  6§.  (8.  9.  10.)  denkt  sich  der  Ver- 
fasser des  Ellipsoid  durch  Flächen,  welche  seiner  Oberfläche  ähn- 
lich und  mit  inr  concentrisch  sind,  in  unendlich  dünne  Schichten 
zerlegt,  und  nimmt  an,  dass  die  Dichtigkeit,  welche  im  Vorherge- 
henden für  alle  Punkte  des  Eliipsoids  dieselbe  war,  von  einer 
Schicht  zur  anderen  nach  einem  beliebig  gegebenen  Gesetze  ver- 
änderlich sei.  Um  nun  auch  die  von  solch  einem  nicht  homoge- 
nen Ellipsoid  auf  einen  in  seinem  Innern  oder  ausserhalb  liegen- 
den Punkt  ausgeübte  Anziehung  zu  bestimmen,  beginnt  der  Ver- 
fasser den  Calcul  ganz  von  Neuem,  wobei  er  sich  des  von  Le- 

v Band  XVI.'  Ü4 
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jeune  Dirichlet  ertundenen  und  von  diesem  (wie  aus  Crclle’s  Jour- 
nal für  Math.  XX.  Band,  Seife  27 ft.  zu  ersehen)  heim  homogenen 
Ellipsoid  in  Anwendung  gebrachten  Kunstgriffs  bedient,  welcher 
darin  besteht,  dass  man,  um  den  Werth  eines  bestimmten  Integrals 
zu  finden,  dasselbe  mit  einer  discontinuirlichen,  gleichfalls  als  be- 
stimmtes Integral  ausgedrückten  Function  muitiplicirt,  welche  in- 
nerhalb der  Grenzen  des  ersteren  Integralst  1 , über  dieselben 
hinaus  aber  = Ö ist.  Er  gelangt  auf  solche  Weise  zu  einer  For- 
mel (no.  97.),  welche  die  Anziehung  des  Punktes  durch  ein  ein- 
faches bestimmtes  Integral  ausdrückt,  dessen  Grenzen  durch  die 
Lage  des  Punktes  gegen  das  Ellipsoid  bedingt  werden.  Hieraus 
leitet  er  schlüsslich  ein  sehr  bemerkenswerthes  Theorem  ab.  wel- 
ches eine  Verallgemeinerung  des  schönen  von  Legendre  zuerst 
nur  für  das  Rotationsellipsoid  und  später  von  Laplace  allgemein 
für  jedes  homogene  Ellipsoid  bew  iesenen  Theorems  ist : dass  die 
Anziehung  eines  -äusseren  Punktes  von  einem  Ellipsoid  dieselbe 
Richtung  hat,  wie  die  Anziehung  desselben  Punktes  ,von  einem 
zweiten  mit  dem  ersteren  confocalen  Ellipsoid , dessen  Oberfläche 
durch  diesen  Punkt  geht,  und  dass  sich  unter  der  Voraussetzung, 
dass  beide  EUipsoide  einerlei  Dichtigkeit  haben,  die  Anziehungen 
selbst  wie  die  Volumina  der  beiden  EUipsoide  verhalten.  Dieser 
Satz  gilt  nämlich,  wie  H.  Schl,  zeigt,  wörtlich  auch  dann,  wenn 
man  statt  die  zwei  EUipsoide  homogen  und  gleich  dicht  vorauszu- 
setzen, annimmt,  dass  — wie  sich  Ref.  ausd rücken  möchte  — bei 
dem  einen,  wie  bei  dem  arideren  Ellipsoid  die  Dichtigkeit  in  jedem 
Punkte  eine  und  dieselbe  Function  des  Verhältnisses  ist,  iii  wel- 
chem der  vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  EUipsoide  bis 
an  den  Punkt  gezogene  Radius  zu  dem  über  den  Punkt  hinaus 
bis  an  die  Oberfläche  des  betreffenden  Ellipsoids  verlängerten 
Radius  steht.  Nur  muss  Ref.  hierbei  noch  bemerken , dass  auf 
Seite  43  unten,  wo  in  drei  Zeilen  auf  das  in  der  Geschichte  dieser 
Untersuchungen  Epoche  machende  Legendre’sche  Theorem,  als 
eine  einfache  Folgerung  aus  dem  allgemeineren  Theorem,  hinge- 
deutet wird,  der  Name  Legendre’s  mit  zu  nennen  gewesen  wäre, 
indem  ohne  solches  es  scheinen  muss,  als  ob  H.  Schl,  jenes  Theo- 
rem als  schon  entdeckt  nicht  gekannt  habe. 

Die  Geschicklichkeit,  welche  H.  Schl,  bei  der  Entwickelung 
seiner  Formeln  für  das  nicht  homogene  Ellipsoid  durch  mannig- 
fache zum  Theil  sehr  kunstreiche  Transformationen  bestimmter 
Integrale  beweist,  verdient  rühmliche  Anerkennung.  Dass  aber 
dadurch  die  Theorie  der  Attraction  des  Ellipsoids  eine  wesentliche 
Bereicherung  erhalten  habe,  wie  doch  der  Leser  nach  der  der  Schrift 
vorausgeschickten  kurzen  Einleitung  zu  erwarten  berechtigt  ist, 
muss  Referent  in  Abrede  stellen.  Denn  die  das  Endresultat  in 
sieh  fassende  Formel  No.  97.  ist  nach  Weglassung  des  Integral- 
zeichens vollkommen  einerlei  mit  der  schon  vor  längerer  Zeit  von 
Poisson  gegebenen  Formel  für  die  Attraction  einer  unendlich  dün- 
nen von  zwei  concentrischen  und  einander  ähnlichen  Ellipsoiden- 
flächen  begränzten  Schicht  auf  einen  äusseren  Punkt,  wenn  diese 
Formel  noch  mit  der  die  Dichtigkeit  der  Schicht  ausdrückenden 
Function  muitiplicirt  wird. 

Man  findet  diese  Poisson’sche  Formel  überaus  einfach  herge- 
leitet in  einem  Aufsatze  Plana’s  in  Crelle’s  Journal,  XX.  Band. 
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Seite  217.  und  218.  Sie  ergiebt  sich  hiernach,  wenn  man  zuerst 
mit  Hölle  des  Ivory’sehen  Theorems  die  Formel  für  die  Attraetion 
eines  Ellipsoids  auf  einen  äusseren  Punkt  entwickelt  (Legendrc 
Tratte  des  fonct.  ellipt.,  Tome  I.,  pag.  554.),  und  sodann  diese 
(das  Legendre’sche  Theorem  in  sich  schliessende)  Formel,  nach- 
dem sie  auf  passende  Weise  ungebildet  worden  , nach  den  Di- 
mensionen des  Ellipsoids  unter  der  Hypothese  differentiirt,  dass 
letzteres  sich  ähnlich  bleiben  soll.  — Mit  Anwendung  dieses 
Verfahrens  wurden  sich  die  zur  Schlussformel  Nr.  97.  nöthigen 
Entwickelungen,  wozu  H.  Schl,  den  Raum  von  Seite  33.  nis 
41.  und  in  hinzugetügten  an  sich  sehr  schätzensvverthen  Noten 
von  Seite  51.  bis  58.  verwendet,  auf  etwa  vier  Seiten  haben  re* 
duciren  lassen.  M. 


Astronomie. 

Uranos.  Synchron  isch  geordnete  Eph  enter  i de 
aller  Himitt  elserschein  ungen  des  Jahres  1851,  erstes 
Semester.  Vom  Jahre  1846  an  herausgegeben  von  der 
Königlichen  Universitäts-Sternwarte  zu  Breslau. 
S ech  ster  Jahrgang.  Breslau.  1851. 

Zweck  und  Tendenz  dieser  sehr  emplehlenswerlheti  Epheme- 
ride  sind  aus  unseren  früheren  Berichten  hinreichend  bekannt. 
Wir  machen  aber  darauf  aufmerksam,  dass  von  jetzt  an  die  gewiss 
sehr  zweckmassige  Einrichtung  getroffen  worden  ist,  dass  die- 
selbe in  sechs  Monate  umfassenden  Heften  erscheint.  Diese  Ein- 
richtung wird  der  weiteren  Verbreitung  dieser  Ephemeride  gewiss 
sehr  förderlich  sein,  da  die  einzelnen  Monate  nun  früher  in  die 
Hände  der  Beobachter  gelangen. 


Physik. 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  ihren  Auflösungen. 
Zu  nt  Gebrauch  für  Lehrer  und  Schüler  an  höheren  Un- 
terrichts anstalten  und  besonders  beim  Selbstunter- 
richt bearbeitetvon  D r.  C. F 1 i e d n er , Hauptlehrer  an  der 
Realschule  zu  Hanau.  Mit  91  Holzschnitten.  B rau  li- 
sch weig  1851.8. 

w l 

Diese  Sammlung  von  vorzugsweise  aus  dem  Gebiete  der  ma- 
thematischen Physik  entnommenen  Aufgaben  scheint  uns  ihrem 
Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen,  und  verdient  Lehrern  der 
Physik  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Die  Auflösungen 
sind  beigefügt.  Die  Aufgaben  betreffen : Bewegung  der  Körper. 
Maass  der  Kräfte  und  ihrer  Leistungen.  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Kräfte.  Schwerpunkt  und  Trägheitsmoment.  Ein- 
fache Maschinen.  Centrifugal-  und  Centn petalkraft.  Wirkungen 
der  Schwerkraft  hei  Bewegungen  auf  vorgeschriebenem  Wege  (Pen- 
del). Stoss.  Reibung.  Festigkeit.  Gleichgewicht  und  Druck 
tropfbarer  Flüssigkeiten  in  Gcfässcn.  Gleichgewicht  zwischen 
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tropfbaren  flüssigen  und  festen  Körpern.  Specilisches  Gewicht.  Be- 
wegung des  Wassers.  Gleichgewicht  und  Druck  der  Luft.  Schall. 
Ausdehnung  der  Körper  durch  die  Wärme.  Wärinecapacität  und 
Aenderung  des  Aggregatzustandes.  Dämpfe,  besonders  Wasser- 
dämpfe. Verbrennung  und  Heizung.  Geradlinige  Fortpflanzung 
des  Lichts.  Sehwinkel.  Schatten.  Geschwindigkeit  des  Lichts. 
Photometrie.  Reflexion.  Brechung.  Linsengläser.  Optische  In- 
strumente. Magnetismus.  Electricität. 

Durch  grössere  Reichhaltigkeit  und  theil  weise  grössere 
Schwierigkeit  der  Aufgaben  scheint  diese  Sammlung  Vorzüge 
vor  der  früher  erschienenen  Sammlung  physikalischer  Auf» 
gaben  von  F.  Kries.  Jena  1843.  zu  haben. 


Vermischte  Schriften. 

• *>» 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematicai  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F R. S.  E.  Vergl.  Liter.  Bericht 
Ni*.  LVI. 

% 

(Leider  ist  uns  Nr.  XXIV.  dieses  ausgezeichneten  Journals,  wahr- 
scheinlich durch  ein  Versehen,  nocli  nicht  zugegangen , und  wird  daher 
später  noch  angezeigt  werden.) 

No.  XXV.  On  certain  General  Properties  of  Homogeneous 
Functions.  By  J.  J.  Sylvester.  — On  the  Intersections  of 
Two  Conics.  By  J.  J.  Sylvester.  — On  certain  „Loci“  con- 
nected with  the  Geodesic  Lines  of  Surfaces  of  the  Second  Order. 
By  John  Y.  Rutledge.  — Two  Arithmetical  Theorems.  By 
Henry  Wilbraham  (Diese  Theoreme  sind  folgende:  I.  Let  m 

, ' l 

be  any  number  not  divisible  by  2 or  5,  and  suppose  — when  re* 

duced  to  a circulating  decimal  to  have  a recurring  period  of  p 
digits ; and  let  N be  any  other  number,  in  whien  the  number 
of  digits  is  greater  than  p : if  JS  be  marked  off  into  periods  of  p 
digits  each  (beginning  at  the  units),  and  these  several  periods, 
each  considered  as  a number  consisting  of  p digits,  be  added 
together,  and  the  sum  be  n ; then,  if  n lie  divisible  by  m,  N also 
will  be  divisible  thereby;  and  if  n be  not  so  divisible,  the  remain- 
der,  on  dividing  n by  w,  will  be  the  same  as  that  found.  on  di* 
viding  N by  m;  or  in  other  words,  «will  be  congruous  to  2V  with 
respect  to  the  modulus  in.  — II.  If  m he  a prime  number,  and 

p be  an  even  number,  N may  be  divided  into  periods  of  ^ p di- 
gits each;  and  of  these  periods,  if  the  Ist,  3rd,  5th,  etc.  be  ad- 
ded together  and  also  the  2nd,  4th , 6th,  etc.  and  the  latter  sum 
subtracted  from  the  former,  and  the  difference  be  called  n;  then, 
as  in  the  former  theorem , n will  yield  the  same  remainder  as  A 
on  division  by  m.  If  n be  negative  and  not  divisible  by  m , tbe 
proper  remainder  is  the  difference  betvveen  n and  the  multiple  of 
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in  next  above  it  numerically.)  — Application  of  Combinations 
to  the  Explanation  of  Arbogast’s  Method.  By  Professor  De  Mo r- 
fean. — Notes  on  Lagrange  s Theorein.  By  Arthur  C ayley. — 
On  a double  Infinite  Series.  By  Arthur  C ayley.  — Laws  on 
the  Eiasticity  of  Solid  Bodies.  By  W.  J.  Macquorn  Rakine. — 
Mathematical  Notes:  1.  A Demonstration  of  Taylors  Theorem. 
By  Homersham  Cox.  II.  Demonstration  of  the  known  Theorem, 
that  the  Arithmetic  Mean  between  any  number  of  Positive  Quan- 
tities  is  jjreater  than  their  Geometrie  Mean.  ßy  A T hack  er. — 
On  the  Construetion  of  the  Ninth  Point  of  Intersection  of  Two 
Curves  of  the  Third  Degree,  when  the  other  Eight  Points  are 
given.  By  Thomas  Weddle.  — On  the  Theory  of  Linear 
Transformations,  ßy  George  ßooie. 

(The  Next  Number  will  be  Publislied  on  the  Ist  of  May.) 


Verhandlungen  derschweizerischen  naturforsch  en- 
den Gesellschaft  bei  ihrer  Versammlung  in  Aarau 
im  5.  6,  7 August  1850.  35ste  Versammlung.  Aarau  8. 

Von  den  grösseren  in  diesem  Hefte- enthaltenen  Abhandlun- 
gen machen  wir  auf  die  folgenden  aufmerksam : 

* 

Vortrag  des  Herrn  Leopold  von  Buch:  Ueber  einige 
liesenthiere  der  Vorwelt. 

Prof.  C.  F.  Schönbein:  Ueber  den  Einfluss  des  Lichtes 
,uf  die  chemische  Thätigkeit  des  Sauerstoffs. 

Prof.  Möllinger:  Ueber  einen  Universalzirkel. 

Prof.  Moussod:  Ueber  die  Wbewell’schen  oder  Quetelet’schen 
Streifen. 

Ausserdem  findet  man  in  diesen  Verhandlungen  S.  157.  — 
>.  169.  eine  interessante  Lebensbeschreibung  des  zu  Bern  ver- 
torbenen  verdienten  Professors  der  Mathematik  Johann  Frie- 
rieh  T re c h s e l daselbst , aus  welcher  wir  die  folgenden  kurzen 
iotizen  ausheben. 

Johann  Friedrich  Trechsel  wurde  am  4ten  Marz  1776 
der  Bernischen  Municipalstadt  Burgdorf  als  das  jüngste  von 
völf  Kindern  geboren.  Schon  im  13ten  Jahre  bezog  er  die  hö- 
»re  Lehranstalt  zu  Bern,  mit  dem  Vorsatze,  Theologie  zu  stu- 
ren. Später  wandte  er  sich  auf  den  Rath  des  Professors  Itth 
ehr  dem  Studium  der  Mathematik  zu,  in  welcher  Tralles, 
.chheriges  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Ber- 
ti, sein  Lehrer  war.  Im  Jahre  1805  erhielt/er  die  Professur  der 
athematik  an  der  am  2ten  November  des  genannten  Jahres  er- 
nteten (im  Jahre  1834  zu  einer  Universität  erhobenen)  Bernischen 
cademie,  und  im  Jahre  1812  auch  noch  die  der  Physik.  Trech- 
I besass  ein  ausgezeichnetes  Lehrtalent,  und  hat  sich  sowohl 
. Lehrer,  als  auch  namentlich  durch  die  trigonometrische  Auf- 
hme  des  Kantons  Bern  um  sein  Vaterland  sehr  verdient  gemacht, 
er  auch  stets  den  lebhaftesten  Antheil  an  dessen  politischen 
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Schicksalen  nahm  , und  neben  seinem  Lehramte  oft  noch  öffentliche 
bürgerliche  Aemter  bekleidete.  Sein  Charakter  wird  in  diesem 
Nekrolog  als  ein  höchst  liebenswürdiger,  in  jeder  Beziehung 
höchst  ehrenwerther  geschildert.  Die  Treue  in  jeder  Beziehung 
galt  ihm  für  das  Höchste  im  Leben,  und  er  hat  sie  geübt  wie 
Wenige,  sagt  sein  Biograph.  Mit  vielen  der  berühmtesten  Ge- 
lehrten des  In-  und  Auslandes  stand  er  in  lebhaftem  wissen- 
schaftlichen Verkehr.  Seine  sonst  felsenfeste  Gesundheit  wurde 
späterhin  theils  durch  die  Anstrengungen  bei  seinen  geodätischen 
Arbeiten,  theils  durch  mancherlei  erlittene  Kränkungen  und  ihn 
betroffene  Unglücksfälle  geschwächt.  Er  starb  am  26sten  Novem- 
ber 1849  früh  um  7 Uhr  im  74sten  Lebensjahre  nach  kurzem 
n Krankenlager.  Der  Redner  an  seinem  Grabe  schloss  mit  dem 
mit  vollem  Rechte  auf  ihn  anwendbaren  Bibelworte:  „Sein  Leben 
ist  köstlich  gewesen,  denn  es  ist  lauter  Mühe  und  Arbeit  ge- 
wesen.“ 


. “ ; 

Jahresbericht  der  Fürstlich  J ab  lonowskt sehen  Ge- 
sellschaft. Leipzig , im  März  1851.  (Soweit  derselbe  di® 
Mathematik  betrifft). 


1.  Bericht  über  die  im  Jahre  1850  eingegangenen 
Prdilbewerbungssc h r i ft e n. 

Ueber  die  zuerst  im  Jahre  1849  gestellte,  und  darauf  im  Jahre 
1850  wiederholte  Preisaufgabe: 

„Unter  den  von  den  Alten  erwähnten  Sonnen-  und  Mondfin- 
sternissen die  be  achtens  werthesten  von  Neuem  zu  pru- 
„fen,  und  nach  den  Prinzipien  der  Wahrscheinlichkeitsrecb- 
„nung  zu  entscheiden,  ob  und  welchen  Einfluss  eine  angemes* 
„sene  Berücksichtigung  derselben  auf  die  Bestimmung  der 
„Mondelemente,  insbesondere  der  Knoten,  haben  würde“ 


ist  der  Gesellschaft  nur  eine  einzige  Bewerbungsschrift  unter  dem 
Titel : 


„Astronomische  Untersuchungen  über  die  Mondfinsternisse 
„des  Almagest“ 

t 

und  mit  dem  Motto 


Multi forml  luna  umbage  torsit  Ingenia  confemplanlimn  et  proximum 
,,sidus  ignorari  maxime  indignantium . (1*1  in.  H.  N.  11,  9.)4‘ 

zugesendet  worden.  Der  Verfasser  dieser  Abhandlung  hat  nun 
zwar  die  gestellte  Frage  nur  theilweise  beantwortet,  indem  er 
Sonnenfinsternisse  gar  nicht,  und  von  den  Mondfinsternissen  blos 
die  19  im  Almagest  verzeichneten  berücksichtigte.  Da  sich  jedoch 
seine  Schrift  bei  genauerer  Prüfung  in  ihren  Angaben  als  sehr  zu- 
verlässig erwies,  da  sie  den  Gegenstand  mit  Gewandtheit  und 
richtigem  Taute  behandelt  hat,  und  die  darin  enthaltenen,  mittelst 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gefundenen  Oorreetionen  der 
mittleren  Bewegungen  des  Mondes  und  seiner  Knoten  von  nicht 
unerheblichem  Interesse  erscheinen,  so  fand  sich  die  Gesellschaft 
bewogen,  dem  Verfasser  zwei  Drittel  des  ausgesetzten  Preises 
als  Accessit  zuzuerkennen. 
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Uei  Eröffnung  des  versiegelten  Zettels  ergab  sich  als  der 
Verfasser  dieser  Abhandlung 

Julius  Zech, 

I)r.  pfaii.  in  Stuttgart.' 

II.  Preisfrage  für  das  Jahr  1852. 

Aus  der  Astronomie.  Für  das  Jahr  1852. 

Der  Verfasser  der  von  unsrer  Gesellschaft  in  diesem 
Jahre  mit  dem  Accessit  ausgezeichneten  Abhandlung  „über 
die  Mondfinsternisse  des  Almagest“,  Herr  I)r.  Zech  in  Stutt- 
gart , hat  durch  Berechnung  dieser  Finsternisse  mittelst  der 
Danioiseau’schen  Mondtafeln  als  ziemlich  sichres  Resultat 

gefunden  , dass  in  genannten  Tafeln  die  hundertjährige 
Liiotenbewegung  des  Mondes  um  etwa  l',7  zu  vermindern,  also 
= t34°8,15"  zu  setzen,  und  die  hundertjährige  mittlere  Bewegung 
des  Mondes  um  etwa  ()',5  zu  vermehren,  also  = 307°  53'  12" 
anzunehmen  sei.  Da  mit  Anwendung  dieser  Correctionen,  welche 
den  bekannten  Airy’schen  nahe  kommen,  es  Herrn  Zech  gelungen 
ist,  die  19  Finsternisse*  des  Almagest  im  Ganzen  sehr  befriedigend 
durch  Rechnung  darzustellen,  so  findet  sich  die  Gesellschaft  ver- 
anlasst, folgende  neue  Preisaufgabe  vorzulegen : 

* 

„die  unten  verzeichneten,  auf  zuverlässigen  Angaben  von 
Schriftstellern  des  classischen  Alterthums  beruhenden  Finster- 
nisse nach  den  Damoiseau’schen  Mondtafeln , mit  Hinzufü- 
gung  der  vorbemerkten  zwei  Correctionen  zu  berechnen,  da- 
fern jedoch  die  Resultate  der  Rechnung  nicht  eine  zureichende 
Uebereinstimmung  mit  den  Angaben  der  Schriftsteller  zeigen 
sollten,  zu  untersuchen,  ob  und  welche  mit  der  historischen 
Chronologie  vereinbare  Abänderungen  der  für  jene  Finster- 
nisse seither  angenommenen  Jahre  etwa  zu  befriedigenderen 
Ergebnissen  führen  möchten.“ 


Verzeichn  iss  der  zu  berechnenden  Finsternisse. 


1.  © F.  zu  Sardes,  im  zeitigen  Frühjahr,  Ol.  74,  4. 

Herod.  7,  37.  (Schol.  Aristid.  p.  222)  48Q(?)  vorChr. 

2.  Q F.  zu  Athen,  nach  Mittag,  im  Sommer 

01.87,2.  Thuk.  2,  28.  ' 3.Aug.43l  „ „ 

3.  © F.  zu  Athen,  im  Anfänge  des  Frühjahrs 

01.  88,  4.  Thuk.  4,  52.  20. Marz 424  „ „ 

4.  3)  F.  zu  Syrakus,  im  Spätsommer  01. 91,4. 


Thuk.  7,  50.  Plut.  Nik.  23,  28. 

5.  })  F.  zu  Athen,  Abends,  Ol.  93,  3.  Xen. 

Hell.  1,  6,  1. 

6.  © F.  zu  Athen  Ol.  94, 1.  Xen.  Hell.  2, 3, 4. 

7.  0 F.inBöotien,  im  Sommer  OI.96,3.Xen. 

Hell.  4,  3,  JO 


27.  Äug.  413 

15.  April  406 
2.  Sept.  404 

13.  Aug.  394 


>>  >} 

>»  » 

» »» 
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i 


\ 


l 


8.  ])  F.  zu  Arbela,aml5.  BoedromionOI.  112, 

2.  Plut.  Alex.  31.  Arrian.  Anal).  3,  7,  6 
u.  15,  7.  Vgl.  Ptoleni.  Geogr.  t,  4.  Plin. 
hist.  nat.  2.  70. 

9.  0 F.  zwischen  Sicilien  und  Africa  Ol. 

117,  2.  Diod.  20,  6.  Just.  22,  6. 

10.  2)  F.  in  Makedonien,  am  3.  röm.Septbr.  586 

u.  c.  Cie.  d.  rep.  1,  15.  Plin.  2,  12.  Plut. 
Aeni.  Paul.  17.  Liv.44,37. 

11.  3)  F.  in  Pannonien.  Tac.  Ann.  1,28.  Dio 


Cass.  57,  4. 

12.  Q F.  zu  Rom.  Tac.  Aun.  14,  12.  Plin.  h.  n. 

2.  70.  Rio  Cass.  61,  16. 

13.  F.  zu  Rom  . iq 

14.  O F.  daselbst  5 Plm*  h,i5t  ,,at*  2’  13‘ 

15.  0 F.  iu  Sicilien,  um  Mittag,  Firmic.  Mat. 


astr.l.  2. 


16.  0 F.  inMesopotamien,  beiSonnenaufgang. 
Am  miau.  Marc.  20,  3. 


20.  Sept.331  vorChr. 
14.  Aug.310  „ „ 


21. Juni  168  „ „ 


26.Sept.  14nachChr. 

30.  April  59  „ „ 

4.  März  71  „ „ 

19.  März  — „ „ 

17.  Juli  334  „ „ 

27.  Aug.  360  „ „ • 


Die  Preisbewerbungsschriften  sind  in  deutscher,  latei- 
nischer oder  französischer  Sprache  zu  verfassen,  müssen 
deutlich  geschrieben  und  paginlrt,  ferner  mit  einem  Motto 
versehen  und  von  einem  versiegelten  Zettel  begleitet  sein , der 
auswendig  dasselbe  Motto  trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohn- 
ort des  Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  für 
das  Jahr  der  Preisfrage  mit  dem  Monat  November;  die 
Adresse  ist  an  den  jedesmaligen  Secretair  der  Gesellschaft  (für 
das  J.  1851  an  den  ordentl.  Prof,  der  Mineralogie  und  Geognosie 
an  der  Universität  zu  Leipzig  C.  F.  Naumann)  zu  richten.  Der 
, ausgesetzte  Preis  beträgt  für  die  Aufgabe  aus  der  Astronomie  24 
Ducaten. 


i 


Druckfehler. 

In  der  Uebersehrift  des  Aufsatzes  Nr.  XXXVII.  in  Thl.  XVI. 
Heft  4.  8.  424.  s.  in.  „Scheffler“  statt  „Seheffler". 
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